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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités

SUR UN THEOREME DE B. RAJEEV
par P.A:. Meyer

Cette note présente un trés joli théoréme de B. Rajeev ( contenu
dans un preprint de 1l'Indian Statistical Institute, Calcutta, intitulé
On Sojourn Times of Martingales ; & peraltre ). La démonstration de

Rajeev est entiérement élémentaire, et celle gue nous allons donner ici
ne l'est pas - mais d'autre part, pour les lecteurs habitués aux discus-
sions des séminaires de Paris ou de Strasbourg, elle est peut &tre plus
parlante.

Voici le résultat. On considdre une martingale continue (Xt)’ que

1'on supposera de carré intégrable ( jusqu'd 1l'infini ) j (At) est le
processus croissant associé 3 U est un intervalle ]Ja,b[, et dU={a,b}
est son bord. On pose

S = inf{t : th} , T = sup{tz8 : thEU} (+0 si S=+00)
Si S est fini, XS appartient & oU, donc XS¢U et l'ensemble figurant dans
la définition de T est non vide. T n'est pas un temps d'arrét !

Avec ces notations, on a
(1) B[ " Ty(X)ah ] = BL(Xg-Xy)?] + (b-a)®B[T°] + B[ (X _-X)?]

Tg étant le nombre total des traversées ( montées et descentes ) de

ltintervalle [a,b].

DEMONSTRATION. Nous allons commencer par simplifier le probléme. Nous
remarquons d'abord gue X eU sur [0, [, donc

E[ és Ip(Xg)dhg ] = B[Ag] = B[(Xg-X,)2]

qui est le premier terme de droite. On se décale alors de S, et on est

ramené 3 démontrer le théordme lorsque X,edU. Définissons par récurrence
les temps d'arrét successifs

Ry=0 , Rn+1:inf{t>Rn 2 X edl, XtﬁXRn}

( les intervalles [Rn’Rn+l] correspondent aux traversées successgives

de U par la martingale ; T vient s'intercaler dans le dernier intervalle
[Rn,oo[, et correspond 4 une traversée inachevée ). Il suffit d'établir
la formule pour les martingales arrétées 3 Rn+l et décalées de R, » et
de sommer sur n . Donc finalement il suffit de démontrer le théoréme

bour une martingale arrétée 3 lt'instant R:Rl . La valeur XO est égale
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d aoub j un conditionnement nous raméne & Xy=a - pour fixer les
idées. On se raméne alors & a=X,=0, b-a=A>0.

En définitive, on considére une martingale (Xt) issue de O, qui
nta plus que trois types de trajectoires :

et pour une telle martingale, la formule & établir s'écrit

(@ BT Ty gyt ] = AP{Reoo} + BXST p g |

Voici un raisonnement heuristique qui rend cette formule intuitive.
Comme X%-AJG est une martingale nulle en O, le cdté gauche s'écrit

E[{ai{XSeU}d(XS)ZJ. Nous écrivons ceci comme la somme des intégrales

sur les composantes connexes de l'ouvert aléatoire {X,eU},.qui sont
de trois types .

- des intervalles Ju,v[ avec X,7X,=0 5 comme / d(Xs)ZzO, leur con-
tribution est nulle j u

sa contribution est Az s

- un seul intervalle Ju,R[ , si R<ow 3

.
9
.
b

- un seul intervalle ]T,c0[, si T<oo j; sa contribution est Xi .

Ainsi la formule (2) est expliquée. Mais les composantes connexes de
l'ensemble {XeU} ne sont pas des ensembles adaptés, et il faut donner

une Jjustification plus sérieuse. Nous passons donc & la vrale démons-
tration.

Nous faisons le changement de temps familier, qui nous raméne au
cas ol X =By pr o Ay=E0T, (Bt) étant un mouvement brownien issu de O
et T un temps d'arrét. L'hypothése faite sur (Xt) signifie que T est
majoré par inf{t : Btze} 3 par ailleurs, on peut supposer T borné
( par tronquation ).

Enumérons par ordre croissant les composantes connexes de {X.eUi
de longueur >e @ ]Ll,Kl[, ]L2,K2[ <+« 3 1l est bien connu que les K,
sont des temps d'arrét, ainsi que les v.a. Ji=Li+s .« Soit VS la réu-
nion des ]J K. [ : c'est un ouvert adapté, qui tend en croissant vers
{X_ €U} lorsque s¢O . Par conséquent E[/ IV (s)dAg ] tend vers E[j aa ]
et cette esperance vaut d'autre part XeU}
E[Zi Ki-XJi) ], msomme que nous décomposons en deux : un unique terme

(le dernier) pour lequel Xy #0 ( ou bien K =R, ou bien K, =+ ), et

des termes pour lesquels 1 XK =0 : le terme correspondant de la som-
me vaut donc simplement X?_ .t
i
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L'unique terme pour lequel XK_£O va fournir, lorsque el0, le cd%té droit
de la formule (2), et tout retient & démontrer que 1'espérance

2 K |
(3) E[ XJiI{XK.=O}] tend vers O lorsque ¢40

Or remarquons que chacun des ]Li’Ki[ de ce type est un intervalle d'ex-
cursion du mouvement brownien (Bt)’ pour lequel l'excursion est

- positive et de hauteur < A

- complétée dans 1'intervalle borné [0, 7] .

Soit C une borne pour v . Enumérons en une suite (en) les excursions
du brownien complétées dans l'intervalle [0,C], positives, de hauteur
<A . Soit hn la hauteur de l'excursion e, + 1l résulte sans peine de
la connaissance de la mesure caractéristique du processus (e Poisson

ponctuel des hauteurs d'excursions que la V.a. z, hi est intégrable.
Désignons la par M.

Désignons par f; la v.a. suivante : rappelons que e_ est une trajec-

n
toire définie sur un intervalle [0,£ ] ( * est la longueur d'excur-
sion ) et nulle aux deux extrémités de cet intervalle. Alors

€ . . €
- % -0 .
fn =e (e) si ) et sinon fn—O

Pour tout n on a feghn , et limelo fi:o . Par convergence dominée, on
voit que E[Zn(fg)ej tend vers O lorsque €40. Or la somme sous le signe

E[ ] majore la somme correspondante de (3). La démonstration est achevée.

Pour les virtuoses du grossissement, le résultat apparaitra comme
1lié & celui de Jeulin : on peut grossir initialement la filtration de
(Bt) par l'ensemble des zéros de (Bt)’ le processus (Bﬁ) restant une
semimartingale. Cela permet, en raisonnant sur le mouvement brownien,
de justifier sans aucun calcul le raisonnement heuristique de la page
précédente (mais c'est utiliser un canon de 75 pour tuer une mouche e

Commentaire du Séminaire ( Marc Yor ). Il est possible de démontrer

cette formule sans aucun passage & la limite, & partir de la formule
de balayage donnée dans Temps Locaux, Astérisque n°52-53, p.9. Consi-
dérons le processus croissant continu non adapté

Ty = inf g X (3, =X)
Le processus Bt=(JO-XOO>z_(Jt—XQ))2 est croissant continu nul en O
et sa projection duale prévisible est (At)’ On a donc

EE]I{XSeU}dAs] = E[/I{XSeU}st] .

Puisque B est a variation finie, cette intégrale est la somme des inté—
grales étendues aux composantes connexes de {XeU}, et 1'on obtient la
formule (2) sans aucune difficulté, en analysant les différents termes.



