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PROCESSUS ADMETTANRT UN PROCESSUS A

ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS TANGENT : CAS GENERAL

J. JACOD et H. SADI

14 - INTRODUCTION

Dans [4] nous avons introduit la notion de processus admettant un
PAI (processus a accroissements indépendants) tangent, qui ne s’'ap-
plique malheureusement qu’aux processus quasi-continus & gauche.
Slominski [6] a proposé une généralisation simple, mais qui n’'englo-
be pas toutes les semimartingales. Ci-dessous nous proposons une gé-
néralisation plus compliquée, ayant toutefois 1’avantage de contenir

toutes les semimartingales.

Commencons par rappeler la notion introduite dans [4], sans reve-
nir sur les motivations. On considére une suite Z-(xn)n)i de subdivi-
sions 1“-{0-tg<...<t?<...} de R_, dont le pas tend vers O et telles
que limiTt?=w . Soit (Q,?,F=(?t)t20,P) un espace probabilisée filtré.

A tout processus cadlag adapté quasi-continu & gauche X on associe:

1.1) p?’n(u,dx) = une version réguliére de 1a loi conditionnelle
.1:(){‘;"l - th |Tt9 ) (pour i21);
1 1-1 1-1
(1.2) zx’n(m,dy) = 1'unique probabilité sur 1’'espace de Skorokhod

D=D({0,w];R) faisant du processus canonique Y wun PAI tel que

i) Y est p.s. constant sur les intervalles [t?,t?+1[,
ii) pour tout i>1, 1a lei du saut AY est p?’"(u,.)
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(rappelons que, par convention, un PAI est p.s. aul en O0).

. g X,n 2
On peut considérer 7' comme une v.a. a valeurs dans 1’'espace

P(D) des probabilités sur D. Muni de la topologie étroite (D étant
lui-m8me wmuni de la topologie de Skorokhod), P(D) est un espace mé-

trisable. On peut donc poser 1la

(1-3) DEFINITION: On dit que le processus quasi-continu a& gauche X

admet un PAl tangent le long de ¥ si la suite (‘z,x’n)n>,l converge en

probabilité vers une limite, notée ZX. On note Jg(!) 1’ensemble de

ces processus X.

Si Xng(T), pour P-presque tout o la loi zx(w,dy) fait évidemment
du processus canonique Y un PAI (dont on peut montrer qu’'il n’a pas
de discontinuité fixe), dont on note Bx(m), Cx(w), vx(w) les carac-

téristiques (voir e.g. [3]); rappelons que la premiére caractéristi-

que est associée i une fonction de troncation h: R - R qu'on a fi-

xée une fois pour toutes, et choisie continue (on a h(x)=x pour |x|

petit, et hi(x)=0 pour |x| grand).

Dans [4] on a montré que Jg(t) est un espace vectoriel, et
(1-4) Tout PAI sans discontinuité fixe appartient & 4_(7).

{1-5) Toute semimartingale quasi-continue & gauche X appartient a
Jg(t); dans ce cas, (Bx,Cx,vX) sont aussi les caractéristiques

de X en tant que semimartingale.

Par ailleurs, Kwapien et Woyczinski [5] ont donné un intéressant

critére d’appartenance a JB(I)=

(1-4) Pour que le processus adapté quasi-continu & gauche X appar-

tienne a Jg(Z), il faut et il suffit que la suite de processus

X,n
By - zi-tn<t E[Mxt"_xt“ )|Tt'}]
i i i-1 i-1
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(oi h est toujours notre fonction de troncation) converge

uniformément sur tout intervalle fini, en probabilité; la limi-
X

te est alors automatiquement B".

L'espace Jg(t) dépend de maniére essentielle de la suite de subdi-
visions ¥, ce qui malheureusement enléve bien de 1'intérét a cette
notion: Kuapien et Woyczynski [5) esquissent un exemple de ce fait
(4 ce propos, la remarque (1.16-1) de [4] selon laquelle, lorsque
XEJg(Z)nJg(l'), les caractéristiques de X relativement a4 7 et & ¢’

sont nécessairement les mémes est pour le moins aventureuse, et sans

doute fausse).

Dans [4), aussi bien que dans la partie des résultats de Kuapien
et Woyczinski qui concerne les PAl tangents, la quasi-continuité a

gauche joue un r8le essentiel.

En suivant Slominski [6], et sans changer (1-1) ni (1-2), on peut
tout simplement songer 4 supprimer dans (1-3) l’'hypothése de quasi-
continuité a4 gauche. On obtient alors une classe gg(t) de processus

telle que

(1-7) Tout PAI appartient a gg(t); recopions ici la démonstration de
Slominski, qui remplace avantageusement la longue preuve de (1-4)

dans [4]. Notons X" 1le processus qui vaut X n Sur 1'intervalle
t.

i
[t’i',t'i'ﬂ[; il est clair que X"(w) = X (0) pour la topologie de Sko-
rokhod, tandis que zx’n(w,.) ne dépend pas de w et égale simplement

1a loi de X™; par suite ZX,n converge vers la loi de X.

Slominski donne aussi une caractérisation des semimartingales qui
appartiennent a ﬁg(Z). I1 en découle facilement qu’il existe des

semimartingales n'appartenant 3 38(1) pour aucune suite ¥ de subdivi-

sions de R, .

Ci-dessous nous proposons d'étendre la définition (1-3) dans une
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autre direction, en admettant des subdivisions <" constituées de

temps d’'arrét prévisibles. On verra alors que toute semimartingale

admet un PAI tangent le long d'une famille de subdivisions, dépendant

éventuellement de la semimartingale. Li encore; le résultat est loin
d'8tre satisfaisant, mais il semble difficile d’obtenir une extension

qui englobe simultanément toutes les semimartingales.

La méthode que nous employons est celle de [4), dont les résultats
sont des corollaires de ce qui suit; vu les difficultés techniques,
il a semblé préférable de reprendre toutes les démonstrations. Signa-
lons que Kuapien et Woyczinski [5] proposent une méthode largement
différente, et plus simple, que celle de [4), mais nous avons été in-

capables de 1’étendre au cas qui nous occupe ici.

2 — LES RESULTATS PRINCIPAUX

ga - Notations.

L'espace probabiligé filtré (Q,F,F,P) est fixé, ainsi que la fonc-
tion de troncation continue h. A tout processes cadldag X on asso-

cie le processus
(2-1) X(h) = X - XO - XSS_[AXS - h(AXS)],

donc AX(h)=h(AX).

A toute classe C de processus on associe de la maniére usuelle la

classe localisée C 1+ Xee si et seulement s'il existe une suite

loc loc

(s,) de temps d'arr8t croissant p.s. vers +o, telle que X fce pour

tout n (XS désigne le processus arrété en S).

(2-2) Une classe C est dite locale si elle est stable par arrét (i.e.

T

XeC et T temps d’arr8t 2 X €€), et si eloc=e'
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On considére une suite ‘Z-(tn)n>1 de subdivisions de R,, du type

suivant

(2-3)

(2-4)

i) pour chaque n, 1"={0=T3<T2<...<T?<...} ou les T? sont des

temps prévisib{es bornés, et lim(i)TT? = w}
ii) si Dn=Ui2°[T?], on a Dnch+1; on écrit D=UnDn5

iii) o :=sup

a 0,i {Ti@-T]_,(e)} » 0 quand nte.

K(Y) désigne 1'ensemble des processus cadlag adaptés tels que
D (voir (ii) ci-dessus) contienne le support prévisible de
1’ensemble {AX+0}; en d'autres termes, le processus cadlag
adapté X appartient & M(Y) si et seulement si on a AXS=O

p.s. sur {S<w}, pour tout temps prévisible S tel que

CS3IND=¢ ([LS3 désigne le graphe de S).

A tout processus cadlag adapté X on associe pour i>1:

(2-5)

(2-6)

p?’n(w,dx) = une version réguliére de la loi conditionnelle
L(X - X T );
(™ - T ! (r® -
1 1-1 i-1
E?’n(w,dx) = une version réguliére de la loi conditionnelle
L(AX _|TF );
n n
Ti (Ti)—
3¥’n(w,dx) = p?’n(m,.)*5¥’n(m,.)(dx) (produit de convolution).
Zx’n(w,dy) = 1'unique probabilité sur 1'espace de Skorokhod D

faisant du processus canonique Y un PAI tel que:
i) Y est p.s. constant sur chaque intervalle [T?(m),T?+1(u)[,

ii) pour tout i21, la loi du saut AY = est 51'P(w,.).

T{ (@) !

On peut maintenant définir la notion principale de cet article.

(2-7) DEFINITION: On dit que le processus X appartenant 3 ®(¥) admet

un PAI tangent le long de ¥ si la suite (zx’n)n)l converge en proba-
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bilité vers une limite, notée zx; on note gg(t) 1'ensemble de ces

processus.

(2-8) REMARQUES: 1) Pour tout processus cadlag adapté X le support
prévisible de {AX+#0} est un ensemble mince (i.e., & coupes dénombra-
bles). On peut donc toujours construire des suites ¥ vérifiant (2-3)

et telles que XeX(?).

' 2) Un processus cadlag adapté quasi-continu & gauche

appartient 3 M(%) quelle que soit la famille ¥.

3) Supposons les temps T? déterministes; la famille 7
est alors du méme type que dans la partie 1 (avec, en plus, 1’hypo-

thése que les subdivieions sont de plus en plus fines). Si X est un

processus quasi-continu & gauche, on a X =X p.s., donc les
(th- 1
as s X,n 3 ! ' X,n ~X,n
définitions (2-5) et (1-1) de pi’ coincident, et pi’ =gy et pi’ =

p?’n, donc les définitions (2-6) et (1-2) de 1X,n coincident égale-

ment . Par suite Jg(t)cgg(t) (inclusion évidemment stricte).[]

(2-9) DEFINITION: Si XGﬁg(z), on note BX(w), C¥(w), v¥(w) les caracté-

X

ristiques du PAI de loi zx(w,.) (on écrit B*(h)(w) si on veut mettre

en évidence 1'influence de la fonction de troncation); (BXJCX,VX)

s'appelle le triplet des ?-caractéristiques de X.

Introduisons enfin une derniére classe de processus:

(2-10) DEFINITION: On note E(7) 1a classe des processus X qui sont

bornés, prévisibles, nuls en O, dans H(Y), et tels que pour tout t20,

(2-11) sup_g i 1} [AX _ + E(X -X * 1 - x 1 5o,
- 1

n n n n
Zi,Tiﬁs T, (Ti)— T4 T, 4

(2-12) REMARQUE: Supposons les T? déterministes. B(%) contient slors
la classe B(?¥) introduite dans [4), qui est constituée des processus

du type précédent, qui sont en plus continus; en fait, dans [4] nous
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avions imposé une condition supplémentaire, dont Slominski [6] a mon-

tré 1'inutilité! [)

§b — Résultats.

(2-13) THEOREME: 33(1) est un espace vectoriel et une classe locale.

De plus toute semimartingale de M(Y) appartient & gg(l)s dans ce cas,

x,Cx,vX) sont les caractéristiques de X en tant que semimartingale.

(B

(2-14) THEOREME: ﬁloc(z) est un espace vectoriel et une classe locale,

contenue dans 3g(t). De plus,

a) toute martingale locale appartenant a ﬁloc(t) est nulle;

b) ﬁlnc(l) contient tous les processus prévisibles & variation fi-

nie nuls en O et appartenant a M(7Z).

(2-13) suggére que les T-caractéristiques (Bx,Cx,vx) de Xed ()
admettent la m&me caractérisation que les caractéristiques d’une se-

mimartingale. En effet, on a le:

(2-15) THEOREME: Soit XGﬁg(t).

i) X est 1'unique processus de B

IOC(Z) tel que

(2-16) M(h) = X(h) - BX

soit une martingale locale;

ii) si H(h) € est 1a partie martingale continue de M(h), on a

(2-17) cX = Mm%, m(n)%;

iv) v¥ est 1a mesure de Lévy de X, i.e. la projection prévisible

duale de la mesure aléatoire ux associée aux sauts de X, et définie

par
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X

(2-18) p (w;dt xdx) (dt xdx).

= Zs)O,AXs(w)¢O e(s,AxS(m))

Terminons enfin cette série de résultats par des critéres d’appar-

tenance a ﬁg(tl.

(2-19) THEOREME: Soit X un processus.

a) Pour que Xegg(t) il faut et il suffit que X=X'+X", avec

X'Eﬁloc(t) et X" une semimartingale de M(Y). Dans ce cas, x-BX est

une semimartingale appartenant & H(7).

b) Pour que Xegg(t) il faut et il suffit que XeX(Y) et que les

processus

(2-20) ) [p% " caxm

iza,T?st

convergent uniformément sur tout intervalle fini, en probabilité,

vers un processus B; dans ce cas, on a BX=B.

X,n

Si les T? sont déterministes et X quasi-continu & gauche, B est

comme en (1-6), donc (b) étend le critére de Kuapien et Woyczinski.

11 nous reste i examiner le cas des PAI. On peut trouver des PAI
(et méme des processus continus déterministes) X pour lesquels il
existe une suite ¥ de subdivisions (aléatoires, bien-siir) telle que

X n’'appartienne pas a ﬁg(t). Cependant :

(2-24) THEOREME: Si X est un PAI, il existe une famille de subdivi-

sions T vérifiant (2-3), telle que Xeﬁg(t). Dans ce cas (Bx,Cx,vx)

sont les caractéristiques de X en tant que PAI; en particulier

elles sont déterministes, et zx(w,.) ne dépend pas de © et égale la

loi de X.

Preuve. On choisit pour ¥ n’'importe quelle famille vérifiant (2-3),
constituée de T? déterministes, et telle que XEM(Z): c’est possible,

car le support prévisible de {AX+0} est simplement 1’ensemble des



487

temps de discontinuités fixes de X. La preuve est alors exactement la

méme que pour (1-7), une fois remarqué que S?’“(m,.) est 1la loi de
xTn - XTn pour i>1. [}
i i-1

(2-22) REMARQUE: On vérifie aussi que si X est un "processus" détermi-

niste, il existe ¥ (avec des T? déterministes) avec X-Xoeﬁ Y.

lo
En fait, seit 7 une famille quelconque et XEX(?Y) un PAI de premi-

ére caractéristique B. On a alors Xegg(Z) & Beﬁloc(l).D

3 - LA MESURE DE LEVY

Dans toute la suite, la famille ¥ de subdivisions est fixée; on

écrit donc M, 4_, B, Dans cette partie, X désigne un processus

g Bloc'
cadlag adapté, et vx est sa mesure de Lévy (cela n’entrainera pas de

confusion de notations avec la partie 2). Pour i>1 on écrit:

\

n = -
i = X(T‘.‘)— XT‘.‘
(3-1) i i-1
n
EfC.) = E(.n‘Tn )
i-1

Pour les notations de théorie des processus, on renvoie a [1] ou
[2]. Pour toute mesure aléatoire p sur R, on écrit
fxp(m)t = ’ fix)p(w;dsxdx).
[O,t]xR
Dans la suite on mentionnera la fonction de troncation h dans
les caractéristiques qui en dépendent. Rappelons que si Z est une se-
mimartingale, de premiére caractéristique B(h), le processus M(h)=
Z(h)-B(h) (cf. (2-1)) est une martingale locale, la seconde caracté—
ristique est C=<M(h)%,m(n)%> (indépendante de h), et la seconde ca-

ractéristique modifiée est C(h)=<M(h),M(h)>.

On note €* 1'ensemble des fonctions f: R - R, bornées, continues,
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nulles sur un voisinage de 0. Soit La l1'ensemble des f: R » R telles
que |[f(x)|£a et £ (x)-f(y)|La|x-y]|.

X X X

On note BY'M(h)(w), ¢ 0wy, v

Mw) les caractéristiques et
%M (h)(w) 1a seconde caractéristique modifiée du PAI de loi lx’n(m).

On sait que:

X:n “‘X,n
fxv = ey ldx)f(x) ,
t ziza, i<t h
(3-2) X0y = pnXen cXsn - o,
8X:np) - p2xy%en _ ¥ [ABX’“(MSJ2

s<

Nous nous proposons de montrer le:

(3-3) THEOREME: Soit XeM. On a alors

X,n P-u

_— fxvx

[U-33 fxv vieet,

ol —2254 signifie "convergence en probabilité, uniforme sur tout

intervalle fini".

Commengons par plusieurs lemmes.

(3-4) LEMME: Soit A un processus adapté & variation finie, tel que

E[Var(A), J<w pour tout t<w (Var(A) désigne le processus variation),
et que {AA+0}cD. Aleors

Al = Z

o A€ est 1a partie continue de A.

n,,.n P-u c
(31,70 Ei(AiA) — A",
z 3 i_-

Preuve. Par linéarité, il suffit de considérer deux cas:
a) A est croissant et purement discontinu: on a alors (pour L

voir (2-3)):
n Z n It+un

E(AM) < EL A%A1 < EC 1 (s)dA_)
t i21,17 ¢t ! 0 (™° s

t
- E[[ 4 (8)dA_) = O
0 DC s

d’aprés Lebesgue et {AA#0}cD. Donc A" Pou, ).
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n

b) A est croissant et continu: soit T-Tio. Pour nzn0 on a {T?ST}
n
= {1} _,<T} (car D Ocp?) et AT = A - A car A est continu.
' T Tig
Donc
ar = ) E(A _-A T )
T . n n n n
21,15 _,<T 8 17, T,
1
Par les laplaciens approchés [1] on a A? SN AT. Quitte 3 prendre
n
une sous-suite, on peut supposer que A?(w) -+ AT(m) pour tout T-Tio
0

(no, io quelconques), pour tout o¢N avec P(NH)=0. Comme 1l'ensemble
{T?(u): n,iEN*} est dense dans R, A" et A sont croissants, et A est
continu, on en déduit classiquement que A"(w) - A(w) uniformément

sur les compacts, pour w¢N. Donc A" _2129 A.

Pour tout temps d’arrét T on pose

(3-5) s?’“ - 1

T n n, "
3
{Ti_1<TSTi}
inf (1,Max(sup 1X_-X | ssup 1X_~X|))
n s n n'"s °T
Ti_1<S<T Ti—i T<s< i
n, X,n Ll1
(3-46) LEMME: Pour tout t>0, on a X 1 ES(¥3'2) —— 0.

i>1 {rhcey 1T
Preuve. Soit &>0, R0=0,...,Rp+i=inf(t>Rp= |AXt|>e/2),

Xt = Xt—z AXS 1{|AX I>e/2} * et pour 7>0:
s<t s
S = inf(t: sup |X'-X|>e).
n (s-n)+$r£s r.s
Rp et SD sont des temps d’arrét, lim(p)TRp-w, et comme |4x'|5ex2 on

. _ : *
a llmn¢0 TSD w. Il existe donc qeN”, 1>0 tels que
(3-7) P(R AS_ £ t+1) <

Sy € tH1) < e

n
Pour n assez grand on a qﬂSnAi, donc sur {RqASnzTi}’

: n n n n
. € si Rp¢JTi_1;T[U]T,Ti] ¥p<a et T ,<T4T]
sn

T

1 sinon.
n n
{Ti—1<TSTi}
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n .n . .
Comme {RqASnSTi, T 4%t} ¢ {RqASn5t+1} il vient

EL Efsi'P) & EC sXony
Zl>1 Tn<t 1,T Zi21’T?_1$t 1,T
< E[ 1 fe + 1
Zn>1 JTY_pst A1) <141} {RAS,St+1}

I I b
+
- ™ _ n
=1 {T io 1<R <T} p=1 {T<Rp$T1}
q
< € + P(RqASn$t+1) + Xp=1 {P(Rp(T(Rp+an) + P(T(Rp<T+un)).

Comme anao, pour n assez grand on a P(Rp<T<Rp+un) £ e/q et

P(T(RP<T+un) £ e/q pour tout p<q. Donc par (3-7),

Bl . Elalh) < 4e.
lz‘l;TiSt

Pour toute mesure p on introduit la notation p(f)-fp(dx)f(x), et

artw) = vXiw;{t}xR),
(3-8)

vx’c(m;dtxdx) = vx(w;dtxdx)i “X,d =v - vx’c‘

3
{a¥(w)=0}

(3-9) LEMME: Soit XeX, a>0, f(EA‘.,1 avec f(x)=0 pour |x|€£a, et supposons

Xsst {IAX |>a/2} £ K < o identiquement pour tout t<w. Alors

) pkomg) _Pou, g 0Xic
iz1,1¢. !

X X

Preuve. Le processus A=fxv® vérifie {AA20}cD, et AC=fxv*'C, et

X
E[Var(A),1 < EL[|f|*%vy] £ E[ZSSt 1{|Axsl>a}] < Ky

Etant donné (3-4) il suffit donc de montrer que

P

(3-11) z |a?| — 5 o0,

i21,1]<t

ol 9? = p?’n(f) - E?[A?(f*vx)]. Comme T? est prévisible, on a

E?[A?(fxvx)] - EPatiexp®) 3, done
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n n,.n n _ n _
B; = Ejte]), avec of = f(alx) Z n n FUAX).
T, ,<s<T,
i-1 1
Soit €€]0,a/4] et Rp’ Sﬂ’ X' comme dans la preuve de (3-5). On

choisit q et n de sorte qu’on ait (3-7). D'aprés 1'hypothése de majo-—

ration par Kt et le fait que fGLi et f(x)=0 pour |x|<a, il vient sur

n :
{Ti—ist}'
0 si snzr? et ]T?—i’T?[ contient au plus un R_, auquel
cas IAXR IS% i
n np_ n n n a,
lejl < ¢ 2e sur GiP={s >1{ ,, Rp ST} _4 <R <T{<R ., [AXRp1>2} f
14K, si SD(T?’ ou si ]T?~1’T?[ contient au moins deux R

Soit R=infp<q(Rp—Rp_1). On a P(Rsun)gagT pour n assez grand, et donc

EC1 g ) lef11 < EC) 16313

AS. >t} L, n i . n n i

q' ‘' 121,Ti$t 121,Ti_i$t,Ti_1<RqASn

< EL) lef12
. n n 1
i20,1]_y<t, 1], <R AS,

< E[Xi>1 0 <t{(1+Kt)(1{Tn <R_AS_<T9} Xq—i ! T <R n,’
21, T 4% i-1<RgAS,<T} P=1 AT j<Rp<R, 4<Ti}

q
+ 2e X 1 .}

< (1+Kt)[P(RqASn5t+1) + (q-1)P(R<a )]
2 E[Zq 1 1 1 ]
+ [
- n n n {1AX, |>a/2}
p=1 {Ti_1<Rp<Ti} {1} _ %t} R,
£

2e(1+K,) + 26 E[XSSt+1 1{IAXSl>a/2}] < 2e(142K,)

a

(gréce & (3-7)). En utilisant encore (3-7), on obtient pour n assez

grand:
P(Z

pour tout €'>0. Comme £€10,a/4] est arbitraire, on a (3-11). ]

lef>ey < e+ Z801a2k, )

i21,1i<t t+1

(3-12) LEMME: Soit XeX.
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a) Si fee’ on a Z px’n(f) P-u, f*vx’c.
— fizris. Ot
b) Pour tout t>0 on a sup p*’n(lxlAi) £, 0.
ix1,17¢t !

Preuve. a) Si T est un temps d’arrét, on a:

omdl
] si TLT{ 4
APxT - ! a%x si 1}
n . n n
Aix + (XT—X n. ) s1 Ti_1<T<Ti 3
(T:)-
i
et donc en particulier (voir (3-5)):
(3-13) 2A18%%T - a%x) ¢ 26%D sur {T>TT_,}
i i = i,T i-17°

Si fEL1 on a |[f(x)-f(y)|€2A|x-y|, donc

T
Ipf X

’n(f)—pi’n(f)l - IE?(f(A?XT)—f(A?X))| < 2E?(;¥’“) sur {T)T?_i};

= i,T

et donc, dés que un$1s

1:19) |p¥T’“(f) pXeBigy) 1 j
i>1,Ti<t ? i {t+1<T}
X,n n, X,n
(3-14) < 2E[ ES(¥7°0)) € 2EL ES(¥7°1)] - 0,
Zi21,T?£t,T?_1<T LT Xi>1,T?_15t it %i,T
par (3-6).

Pour obtenir le résultat, il suffit de considérer le cas ol
fEG+nL1. Soit a>0 tel que f(x)=0 pour |x|%£a, et Rp = inf(t:

Zsst 1{|Axsl>a/2}2p}. On a llMpTRp=w, donc si e»0 il existe p avec
(3-15) P(Rp£t+1) £ € ,

et (3-14) appliqué a T=Rp entraine pour n assez grand:

R
P
rry o X My - pXBeey| > el
121;Ti5t R
1 X p_yn X,n
<1 g Ty (£r1-pX Mgy ] + P(R_<ts+1)
€ Zizi,T?St i i {Rp>t+1} p
(3-16) < 2¢.
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R
Mais les processus X P vérifient les hypothéses de (3-9), donc

P-u

p R
(3-17) ) S LY SR I T LRl I P L
i21;Ti$.

X,c

R
Comme (fxv )tp = f*vx’ si tst, on déduit le résultat de (3-15),

(3-14) et (3-17).

b) Si £>0 il existe feee+ avec 0$f€$1 et fe(x)=1 pour |x|2e. Alors

(a) implique

N € X X,c

t = sup p-’n(fe) —E% sup
i2e,1ict !

A(fe*v ) = 0,

s<t
tandis que

X,n n,e
p3 (x|M1) £ € + L

sup
i21,Ti<t

Comme €>0 est arbitraire, on a le résultat. []

Terminons ces préliminaires par une remarque. Pour tout temps pré-
visible fini T on a vx({T}XA) - P(AXTEA\{O}I?T_). En comparant a
(2-5), on obtient donc

(3-18) o) - vx({T?}xdx) . (1—axn)eo(dx).

1

Preuve de (3-3). Soit XeX. Il suffit de montrer [U-5)] pour IEG+nL1.

D’aprés (3-48), et comme f(0)=0,

=X,n _ X
X_ e Mg (finn)xvt.

X X_ X,d

De plus XeX implique que {a">0}cD, donc 1D-v =v . D'aprés le théo-

réme de Lebesgue,

n F?’“(f) Poug o exoXed,
iZisTiS.

)

Etant donnés (3-2), (3-12-a) et (2-5), il suffit donc de montrer que

(3-19) X ] E?’n(dx)|Ei[f(x+AiX)—f(AiX)—I(x)]| £, 0

i21, 1<t
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pour t>0, fEG+nL1.

Soit a>0 tel que f(x)=0 pour |x|<a. Soit €€]0,a/2). On a

|f(x+A?X)—f(A?X)—f(x)| < 2(1A|A?X|), donc

of’® = T o | PEBedn) |ET LS a0 £ A0 £ (x) D
121,Ti$t |x|>e
< 27, a E?’n(|x|>c) pf’“(|x|Ai)
1213Ti$t
X X,n
£ 2(1{|x|>€}*vt) supi>1 . Pi (lx|A1)
=~ 3

(3-20) P9 TR S Ve>0, Wi>0.

Par ailleurs, comme £€<a/2 on a

o a € si |A?X|>a/2
Ix1€e 9 £ (x+aTX0 £ (A]X)-£(x) | £ {
0 sinon.
Donc
plef - 7 . f 3?!“(dx)|E?[f(x+A?xy-f(A?X)-f(x)]l
i21,77¢t 7 |x|<e
X,n
£ e z n Pyl CIx|>a/2).
iza,rist

Soit gEG+ avec 0<g<1, g(x)=1 pour |x|2a/2. D'aprés (3-12),

) a pX P CIx1>a/2)
iZl;TiSt
< Z p*’n(g) N g*vf’c < w,
i2e, 1t
et donc
(3-21) Prel® > e(1+gxv3’ €)1 5 0.

Comme le premier membre de (3-18) égale a?’e + a?’e, [U-8)]

découle immédiatement de (3-20) et (3-21). []
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loc

4 - CARACTERISATION DE Jg ET DE B

§a - Caractérisation de gg'

Dans ce qui suit, ¥ désigne toujours la mesure de Lévy du proces-
sus cadlag adapté X. On introduit la classe 4, des processus cadlag

adaptés X tels que (avec la notation (2-1))
(4-1) X(h) = B + M

avec B prévisible nul en O, et M martigale locale. Bien-siir, la dé-
composition (4-1) n'est en général pas unique. Comme X(h)-X(h')=
(h—h')x(ux—vx) + (h-h’)*vxj on voit que cette classe ne dépend pas de

la fonction de troncation h. Veici quelques propriétés utiles:

(4-2) LEMME: a) Jo est un espace vectoriel et une classe locale, qui

contient les semimartingales.

b) Soit XEJO, avec la décomposition (4-1). Les processus de saut

AB et AM sont bornés, et

(4-3) ABt = vx({t}xh)

_ . Cina2y X X 2
(4-4) Ap 1= [h(x)-AB}%%vy + zsst(i—as)(ABs) < w
pour tout t (aX est défini en (3-8)) et on a

(4-5) <M, M> = <H%,u% 4 4.

Preuve. a) Soit X,YEJO et Z=X+Y. On a Z(h)=X(h)+Y(h)+G, avec
G = ng. Th(AXS+AY ) ~ h(AX) - h(AY))

et G est clairement & variation intégrable; donc G=G'+G" avec G' pré-

visible & variation finie et G" martingale locale, donc ZEJO.Le reste
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est évident.

b) En prenant la projection prévisible des sauts dans (4-1) on ob-
tient P(AX(h)) = P(h(aX)) = AB, d’od (4-3) et |AB|<K, si K=sup|h|. On
a aussi |AM| € |h(AX)|+|AB| < 2K. De plus

c 4C 2. X 2
[K,H] <HE %> & (Rix)-AB)“xp” + ZSS.(ABS)

1 o1
{ax_=0}

dont on déduit aisément (4-5) et donc (4-4).[)

(4-46) PROPOSITION: Soit XeX. Pour que Xe€4_ il faut et il suffit qu’'il

X

B

existe un processus cadldg B (h) et un processus croissant continu CX

tels que Ban(h) vérifie (4-3) et (4-4) et que, si X (ny=cX+a (ou A

est donné par (4-4)) on ait

tu-p1 2%y Euy p¥n,
fu-y3 &%:0ny Bouy gy,
(voir (3-2) pour BX%(n) et %M (n)).
Dans ce cas, BX(h), C¥, &%(h) sont prévisibles, et (BX(h),c¥,v¥%)

est le triplet des T-caractéristiques de X.

11 est bien connu que, sous [U-8) (automatiquement vérifié d'aprés
(3-3) ici), les conditions [U-p] et [U-¥] ne dépendent pas de la
fonction de troncation h, pourvu qu’elle soit continue. Dans ce cas,

Cx ne dépend pas de h, et on a

(4-7) B - ¥ = (nr-mywoX.

x’n(w,.) converge étroitement si et seulement

Preuve. D’aprés [3], §
s'i]l existe une mesure v(w,.), une fonction cadlag B (w) et une fonc-

tion croissante continue C (w) vérifiant
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v({O}xR) = v(R x{O}) = O,

vi[0,t])x{|x]|>e}) < w, a = v({t}xR) £ 1,
(4-8)

ABy = v({t}xh),

™ 2 2 .

€y += Cp + (h(x)-aB)  xv, + ngt (1-a ) (AB)Z < w;
(4-9) zs<t |]v({s}xdx)h(x—ABs) + (1-a)h(-4AB )| < w;

et tels que (en omettant d’écrire la fonction de troncation h):

pXofy) 8Ky pig)
(4-10) ¢Xny 3k, Fow
fxvX o) SKy fxvim veeey

oi —==> désigne la convergence au sens de Skorokhod et ou 0; est
une famille dénombrable de fonctions de ¢*, déterminante pour la con-
vergence étroite. Dans ce cas, (B(w),C(w),v(w)) sont les caractéris-
tiques du PAI de loi zx(w,.), limite des Lx’n(w,.). Enfin si dans
vx

(4-10) on a £xv"'™(w) > fxv(w) localement uniformément pour toute

X aX

feea, alors les convergences B" '™(w) - B(w) et C&X¥'M(y) o Gtw) au

sens de Skorokhod et au sens local uniforme coincident, car les sauts

X,n ~X,n

de B et de C (resp. B et C) sont aussi des sauts de fxvi'D

(resp. f%v) pour f ©bien choisie dans 06.

Par ailleurs on peut remarquer que (4-8) entraine (4-9) (nous au-
rions di le noter dans [3]!). En effet si h(x)=x pour |x|£a et si

K=sup|h|, on a

Xsst llv({s}de)h(x—ABS) + (1-a )h(-AB_) |
Zsst |[v({s}xdx)[h(x—ABs) - h(x)) + AB_ + (4-a_)h(-AB_) |

ZSSt,lABS|>q/2 |]v({s}xdx)[h(x—ABS)—h(x)J + 8By + (1-a_)h(-4B )|

+ ZSSt,IABSISQ/Z fvt{s}xdx)[h(x-AB_) - h(x) + AB_)
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< 4K Zsst 1{IABS|>uI2} + IKV(LO,t31x{|x>a/2}) < w.

On peut alors appliquer (3-3). Quitte & prendre une sous-suite on

X X

a £xv M (w) o fxv

(w) localement uniformément pour toute feea
x’n((o,.) converge si et seulement

et
tout w¢N, avec P(N)=0. Donc ¥

g'il existe B et C vérifiant (4-8),0u de maniére &quivalente (4-3) et

X ~X

Mw) - Blw) et &

(4-4), tels que B *Mw) » €(w) localement uni-

formément. On en déduit 1'équivalence cherchée et la derniére asser-
tion de la proposition.

X,n X:n

Enfin comme B et €

sont prévisibles par construction, [U-g)

X X X

et [U-¥] entrainent la prévisibilité de B® et C", et donc de C .0

§b - Localisation de 4

g
Dans le but de prouver le critére (2-19-b) on introduit aussi la

X

classe 3& des processus XeM vérifiant [U-g] pour un processus B (h).

On wontrera ultérieurement que gé=3g.

(4-11) PROPOSITION: Les classes ﬁg et ﬁé sont locales. De plus si

T
X tnr=ra¥m T

Xegé (resp. ﬁg) et si T est un temps d'arrét, on a B

T N T
tresp. &% (m=r&*m1’ et X -cHhy.

Preuve. a) Commengons par un résultat auxiliaire. Soit fELa avec

£f(0)=0 et T un temps d’'arrét et XeX. Soit

T ~
(pX oMy - PR
! {1]<T}

u?(X,f,T,t) = o' =

1
! {Ti<t}

XT,n

: Mgy
1

1. [pr M
{T0<LAT}
T

T _
(en effet, E? o E%’n si T?QT, et p? . €y sinon). On a

X,n
- pt™Mye) 41
1 {rerict} !

1 (x+a%5) - f(x+A?XT)| < atz2p|Ax - A?XT|),
donc (3-13) entraine que sur {T?_1<T},

X

i

xT
i

= n X,n n n
e el o - e M < 2eEfGip.
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T
Si TsT'il_,l on a A?XT = 0, donc p¥ LR €q¢ et par suite
T
X,n X",n
. ol £ 2a B My 4 sup pr RO,
2121 1 21>1 T“<t 1 i,T i21,T?$t 1

Comme [f(x)] € al(|x|A1), (3-4) et (3-12-b) entrainent

(4-12) Tisa tofxie,r.60) B 0.

b) Le choix de la fonction h étant arbitraire, on peut supposer

que hELi' D’aprés (3-2) on a (en omettant h):

X;n,T

T
X yn _ n
(4-13) Bt - (B )t = Zi21 ai(X,h,T,t).

Si X vérifie [U-pJ on-a BX:D P20, 3X v 1) découle de (4-12) et

(4-13) que BXT’n —g:gé (BX)T, donc X! vérifie [U-p]) avec BXT-(BX)T.
Inversement supposons que les temps d’arrét Tp croissent vers +w,
et que X(p):=x P ¢ gé pour chaque p. D'aprés ce qui précéde on a
(BX(p+1))Tp - BX(p), donc il existe un processus Bx tel que BX(p)-
%) P pour tout p. De plus BX(P):n _P-u, (BX)TP, donc (4-13) et
(4-12) entrainent (Bx’“)Tp P-u, (BX)TP et comme T fo on en dé-

duit pX:n _Pou, X o, xaﬁé.

c¢) D'aprés (3-2) encore, pour tout temps d'arrét T on a

T
cf s _ (cx’")z = Tis u?(x,hz,T,t)
T
+ T . FRm 2 - pX angy)2
iZi,TiSt {T <T} !
T
n X yn 2
= V. X0 2,T,t) 1 L))
2121 A tRahy Z;>1 n Py
{T<Ti$t}
) (pX:mny - 3¥T’“(h)3[3¥’“(h) . SXT’“(h)]
i21,Tictpar ! ! ! !
T
(car p? ;o €5 si T<T?). Comme he.c,l on a donc pour s<t:

T
aX",n aX,n,T
1T "% - @M < Ziz1 {la?(x,hz,T,t)l + 2|u?(X,h,T,t)|}

T
+ sup p¥ sn

2
Clx|A1)
i>1,1i<t !
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en utilisant encore le fait que p? o €0 si TST?_i. D'aprés
(4-12) (car hZ%eL,) et (3-12-b), il vient
(4-14) su |6xT’“ - (@, Py
psﬁt s s :

On démontre alors exactement comme en (b) que la propriéeté [U-¥]

T
est locale, et que si X satisfait [U-§] alors GF (&% 7T, Enfin

(4-2) et (4-4) sont aussi des propriétés locales, donc la classe 38
T

est locale, et si Xegg et si T est un temps d’arrét on déduit Cx

5T de & =T et de VK -05T.

§c - La classe Bloc'

Commengons par une propriété de martingale qui sera utilisée plu-

sieurs fois. Posons

=N . =N, ofl n n n
Fy = 1a tribu telle que Ttn{Ti$t<Ti+1} = TTnﬂ{Ti5t<Ti+1}
(4-15) pour tout i20, !
<h _ . n n
Xt = XT“ si Ti £t < Ti+1'
i
[l (f:)t)o est clairement une filtration continue & droite.

(4-146) LEMHE: Soit X un processus borné par K, et h une fonction de

troncation telle que h(x)=x pour |[x|Z£4K. Alors

W - ¥ Bf’“(h)

t t
(4-17) y
K= ah? - g

sont des F'-martingales.

Preuve. Il suffit clairement de montrer que

n,n n - Ryt _ 40 -
Ei(th - MTn ) Ex(“Tq “TP ) 0
i i-1 i i-1
. —X,n X:n t 1'in-
pour tout i>41. Remarquer que f3 et f3 ne chargent que in

tervalle [-2K,2K), donc d’aprés les propriétés de h,
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Ut = (FPRaned Piayimxeyy = 75 Rm 4 X B
(4-18) Sf’“(hz) - jaf’"(dx)pf*“(dy)hz(x+y)
- ¥t pXim(n?) + 23¥’n(h)p§’n(h).
D'aprés les définitions de Ef’“ et de p?’“ et (3-2) et (4-18),
ERer® - w® ) - EfaTX + ax - pXe0n) - pXeMy),
1 Tn TX.] 1 1 Tl.l 1 1
i i-1 i
_ gh .0 X,n n —X,n -
- Bfato - o % mhm . EJUECX (7 n, )7Pi D =0
1 1

{rappelons encore que A?X=h(A?X) sous nos hypothéses). De mé€me,

Efen® - w? o - EPr{afx . oax - E?’“(h) - pXinpy)2

n n i
T Tia T
- P han?) - pXmn?) - 2H¥’n(h)p§’n(h) s {7t . oX M}

= Efrdafx - oFmani? .+ pafx - Rrany? - ) - pXong2)

7R mmZ L pXeng,2 2{a?x - p¥:M(n}{ax n - Pt
T
= Efraa™0? 4 20%0m 02 a0y pXon(y) - Xon2),
1 1 1 1 1 1
+ ERE{ax 1% 4 25%m 2 - oaax  5%0n - pXenn2) 1
1 n 1 n 1 1 n
Tt 1! () -
1 1 1
+ 2E70{a%x - o XMy} E{ax - 7% 0¥ 1 = o0.[
o ! O (13-
1 1
(4-19) PROPOSITION: La classe ﬁloc est locale.

Preuve. Comme la classe localisée d’une classe stable par arrét est,
classiquement [2], une classe locale, il suffit de montrer que R est

stable par arrét.

Soit donc XeX, borné par K. On choisit h de sorte que h(x)=x pour
Ix|<4K; on a donc (4-18), et [U-pg] avec Bx(h)=x est 1a méme chose que

(2-11). D’aprés (4-11) on a donc X'e% pour tout temps d’arrét T. []
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(4-20) PROPOSITION: On a XEﬁloc

si et seulement si Xed_ avec Bx(h)=

X(h) et vx = uxs dans ce cas, on a aussi Cx = ex(h) = 0.

Preuve. La prévisibilité de X équivaut 2 vx=px. En vertu de (4-11) et
de (4-19), il suffit de considérer des processus X bornés, disons par

K, et on choisit h de sorte que h(x)=x pour |x|<$4K. En particulier on

a X(h)=X.

a) Supposons que Xeﬁg avec Bx(h)=X(h)=X et vx=ux, donc X est pré-

vigsible. D’aprés la preuve de (4-19), [U-p] avec Bx(h)-x entraine
(2-11), donc XeB.

b) Supposons que XeB. on a déja vu que vx=ux et qu'on a [U-p] avec

X

B*(h)=X=X(h). Soit aussi Tn = inf(t: IBx’n(h)t|22K), de sorte que

|Bx’n(h)tAT | < 6K et, avec les notations (4-17), I“?AT | € 7K.
n X P n

Par ailleurs [U-p] et B (h)=X entrainent Tn — . Donc

Bx’n(h) —gé Bx(h) =X pour tout t. Comme XeX, il existe un en-
tAT t t
semble négligeable “t tel que si (w,t)¢Dd et mé!t on ait Axt(u)-o,
n

alors que it(m)—xt(m) pour tout n assez grand si (w,t)eD. Par suite

ig + X; p.s., et donc

P X
u? —F 5 sy, - x, = 0.
tAT, t t

Comme |n2AT | € 7K, cette convergence a lieu aussi dans Lz. Donc
n

~X,n n 2 n n 2
E[CH 7 (h) ] = EL(HK ¢ - N J = E[(H 143 - 0
tATn tATn tAJn t/\Tn

(utiliser (4-16)). Grace encore a T, P, » on en déduit que

Ex’“(h)t —29 0. Comme Gx’“(h) est croissant, on a donc [U-¥] avec
Ex(h)-o. 11 est alors évident gqu’on a (4-3) et (4-4) avec CX—O, et

XEﬁg par (4-6). []

~

(4-21) LEMME: B est un espace vectoriel et une classe stable; la

loc

seule martingale locale appartenant a ﬁloc est la martingale nulle.

Preuve. 11 est évident sur la définition que £ est un espace vecto-

riel, et on a vu que ﬁloc est une classe locale. Il en découle faci-
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lement que gloc est aussi un espace vectoriel,

Pour la seconde partie, il suffit par localisation de considérer
une martingale X appartenant i ®. Comme X est une martigale prévisi-
ble et que T? est prévisible, on a AX n=°’ et par suite E?(A?X)=0

T.
i
également. En comparant & (2-11), on obtient X=0. []

(4-22) LEMME: B contient les processus prévisibles & variation fi-

loc

nie nuls en O et appartenant a M.

Preuve. Soit XEX un processus prévisible a variation finie, nul en O.
Comme XEX on a {AX+0}cD. Par localisation, on peut supposer que

Var(X)°° € K < w. Alors (3-4) entraine

) . Efatn Fouy e
i21,T]< 11
et
) n, EGAX T ) = (T4 aisrax B [apesrax. = x4
i21,1¢. ¢ (1] 0 D 0 s

(car {AX+#0}cD). On a donc (2-11), et Xe¥. D

S - ELIMINATION DES GRANDS SAUTS

~n

§a - La classe 45

Nous avons introduit la classe 4y 8u §4-a. Hotons 50 la classe des

XEJOHM tels que le processus B dans (4-1) appartienne a ﬁloc'

Soit alors Xego et h’ une autre fonction de troncation. On a

X(h)=B+M avec BcE et M wartingale locale. De plus

loc
X(h') = X(h) + (h'—h)xux

X X X

= B + M + (h'-h)xv" + (h'-h)x(u"-v").

X

Donc X(h')=B’+H’, avec B'=B+(h'-h)xvX et M'=M+K et H=(h'-nix(puX-vX).
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D'aprés (4-22), (h'-h)xvie®, ., donc B’ef

loc loc d'aprés (4-21). De plus

H' est une martingale locale. On voit donc que la classe go ne dépend

pas de la fonction de troncation h.

Si Xego, le processus B de (4-1) est unique en vertu de (4-21), et

on le note Fx(h). D’apreés ce qui précéde,

(5-1) FX(h') = FX(h) 4+ (h'-n)xvX.

On note GF le processus <M%,H% (od M=X(h)—Fx(h)). Avec les notations

c

précédentes on a M'%=M%, car #%=0 (H est a variation finie), donc GX

ne dépend pas de la fontion h.

(5-2) PROPOSITION: a) On a Xego g1 et seulement si X(h)ego, et alors

(5-3) gXth) _ X,

(5-4) FEY oy - FX(h) 4+ (hoh-h)xvX.

b) 30 est une classe locale et un espace vectoriel.

Preuve. a) Par construction,

[X(h)J(h) — X(h) = (hoh-h)¥vX + (hoh-mix(pX—v%),

et (hoh—h)xvxE§loc par (4-22), et (hoh—h)*(ux-vx) est une martingale

locale purement discontinue. On déduit alors le résultat de (4-21).

b) Comme ﬁloc est locale, la premiére assertion est évidente. On
montre que X+YE§O si X,Yeﬁo exactement comme en (4-3), en utilisant

(4-21), (4-22), et le fait que G'e®, . [

(5-5) PROPOSITION: Si X est une semimartingale de N, on a Xed

(Fx(h),Gx,vx) sont les caractéristiques de X.

Preuve. C’est simplement la caractérisation "de type martingale” des

caractéritiques de X, plus (4-22). []
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§b - La classe o

g

(5-6) LEMME: Soit Z=U41 y avec T temps d'arrét et U v.a. TT—mesura~
—_— [T, el —_— 7 —_—

ble, et supposons que ZeX. Alors Zeﬁg avec Bz(h)=hxvz, C"=0. De

plus la suite {Var(BZ’n) } 1.

w/n>1 est bornee dans L

Preuve. a) Soit f bornée, avec |f|<a et f(0)=0. Si T+T? on a AZ n-O,

T
donc E?’n = €,. De plus A?Z =u n. - Denc 1
{1 _4<T<T{}
Efvar(exv® ™) 3 < ET L, 2R1E)
o = i21 M1
~Z,n n
< E[ 4 s . ETcfcu ) )3
Xizi,T?zT ! Xi21,T9#T ! {1, <T<T™}
1 1 1-1 1
(5-7) £ ak[ 1 s ERca )} £ a.
Zi21;T?=T zi21 1 {T?~i<T<T?}

En particulier, avec f=h on obtient E[Var(Bz’n)w] < a.

b) Seoit gEGG+ avec Oﬁgeéi, 8,(x)=1 pour |[x|>e. Comme Z vérifie

[U-%]), on a
(5-8) (geh)*vz’n P-u, (geh)*vz.

De plus |(1—g€)h| £ € pour € assez petit, donc (5-7) entraine

Z,n

(5-9) E[Sups |(1—g€)thS 1] £ e,
tandis que |h|¥vi < o (car E(i*vi) = E(i*pi) = P(T<w))., et donc
gehxvz 5 hxvl uniformément quand €/0. On déduit alors de (5-8) et
(5-9) que

pZ:m nxvZ:n _Pou, hxv25

en particulier, on a [U-g)] avec Bz(h)=h*vz

¢) Le mé€me raisonnement montre que hzxvz’n —EZE% hzxvz Soit

aussi V. = {t: |AB%|)e} (ou BZ=BZ(h)). Pour tout temps d’'arrét bor-

né S tel que [S]CVE on a ABé’n —Eé ABZ, et [U-p] entraine aussi

12
[v]

Z.n P
S“psst IABS | 1vc(s) — S“psﬁt |AB§| 1vc(s)
€ €
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Z,n,2 Z:n Z,n
Xsst,s¢ve(ABs ) S {supgey 18BL°TY 1vc(s)} Var(B4:0)
e

£

D'aprés (a) il est alors immédiat que

Z,n,2 P-u Z.2
ng- O T Xss. (ABD)Z,

et donc

~Z,n 2..Z,n Z,n,2 P-u ~Z 2.2 2.2
[ N ng. (aB.’™ 278, B4 = nxvt - Xss. (ABS)Z.

Autrement dit on a [U-¥], et (4-3) et (4-4) sont immédiats et donnent

CZ-O, d'ou le résultat. []

(5-10) LEMME: Soit X,ZeX et Y=X+Z (donc YEX). Supposons que

Z = szd Up 1[TPJW[ avec Tp crolssant vers +w. On a alors XEJg
(resp. 3g) si et seulement si Yegé (resp. 4.) (voir §4-b pour-gé).

De plus, dans ce cas, si {AX#0}N{AZ#0} = @ on a N vx+vz,

BY(n) = B¥(n)1+8%Z(h) (resp, et aussi ©'=c%).

Preuve. a) D'apreés le résultat de localisation (4-41) il suffit de

considérer le cas ou Z-Ul[T,w[ n'a qu'un seul saut.

Soit Z2' = AXT 1[T,m[’ Z" = 247" = (U+AXT)1[T’m[ et X'=X-2'.
On a alors X=X'+2', Y=X'+2Z", {AX'+O}N{AZ'+0}=0, {AX'+0}N{AZ"+0}=0.
I1 suffit donc de montrer le résultat lorsque {AX+0}N{AZ#0}=0. Quit-

te &4 modifier T, cela revient 3 supposer que AXT=0 sur {T<w}.

Notons que dans ce cas pyapx*pz, donc vY-vx+vZ est vrai.

b) Soit fEI.a avec f(0)=0, et
(5-11) oy = F1 %y - §F R - pEamg),

On va wmontrer un lemme auxiliaire:

(5-42) LEMME: Sous les hypothéses précédentes, on a:

)

loa® sy | £5 o.

iz1,T?st
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Preuve. Etant donnés (3-18) et vY-vx+v2, on 8
=Y,n _ =X,n —Z,n _
(5-13) P i CH €q-

: : n n n_ Ny _ Afy,.y0
Soit H(n,1)={Ti_1<T<Ti} et Ui_01ﬂ(n,i)' On a A;Y A7X+U0, donc

grace a (2-5) il découle de (5-11) et (5-13):

X

n —X,n Z,
ai(f) P *x(p

i

Y:;n

Y,n X
-p i

sn ~Z,n _.Z,n _ . Yun
i i Y(f) + p *(p Pi Y(f) Py (f)

—X,n n n n n n n n
Ipi (dx)Ei[f(x+AiX*Ui) - f(x+AiX)] - Ei[f(AiX+Ui)]

. ’F%’n(dx)E?[f(fo?X+U?) - £(x+0f)3

- IE¥’n(dx)E?[{f(x+A?+U?) - I(x+A?X) - f(A?X+U?)}1

i H(n,i)]

+ ’E%’n(dx)E?[f(‘*A?x‘U?) - f(x+U?) - f(A?X)iﬂ( .)c]
n,i

Comme feLa et £(0)=0, on a:

|I(x+A?X+U?) - f(x+A?X) - f(A?X+u?)| < 3a(1\|x| + iAlA?XI),

2a(1A1ATX ) sur H(n,i)
lf(x+A?X+U?) - f(x+U?) - f(A?X)i c|_{ 3 n c
H(n,i) 33(1A|x|A|AiX|) sur H(n,i)

Par ailleurs AXT=O sur {T<w} par hypothése, donc sur cet ensemble on

a A?X =X . - Xp o+ Xp. - X . En comparant & (3-5), ce qui pré-
(T,)- T,
i i-1
céde entraine alors
(5-14) loff)] ¢ 10a ERGED) o 38 5% B0 g AD
i = i %1,T Pi

+ 3a Max (32" (|x A, pX B x A,

PR , Z',n Z',n
Remarquons que si 2 =1[T,w[’ on a3 Z'EX et Pi ! (|x|/\‘1)=pi T{ah=

E?(lﬂ(n’i)), donc d'aprés (3-12-b):

P

(5-15) sup — 0.

n
i>1,10¢ i 'Hn,i)’
21,T¢

Ensuite, on a
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n n
ng, E1n,i)?7 € Lix FE gy B, )
i-1%

_ - n n
(5-16) Yiza POT]_g<1<TH < 1.

De plus, si p(t,e) est le nombre (aléatoire fini) de points s<t tels

que vx({s}X([xlAl)) > & (ou €>0), (3-18) montre que T?St et

Eg’n(lxlAi)zc pour au plus p(t,e) valeurs de i. Donc

L

=X,n n n

ey OIx A1) E (4 ) £ € E. (1 i)

i21,T?$t i A i "H(n,1) Zizi,T?st i "H(n,1)

+ p(t,e) sup EM1 PR I
iz&,T?ét i "H(n,1)

et comme £>0 est arbitraire, on déduit de (5-15) et (5-16) que

P

(5-17) ¥ L PR Oxan Bl o)y D o

iZi,TiSt

Z_-d

D’autre part le processus croissant A=(|{x{Al)x%v est & valeurs

finies, car Z est & variation finie. Si A% = Zs< AAS 4{AA <e}’
<. s

(3-18) entraine que

L

- Tn<tuax(3%’n(|x|A1),p¥’n(lx|A1))
121,1.%
1
A
< A% . _% (sup o p?’n(|x|A1)).
lleTiSt

D'aprés (3-12-b) et le fait que Af&o quand €/0, on obtient donc:

(5-18) ) nax(E%’"(|x|A1),pf’“(|x|A1)) £, o.

i>1,1]<t
Etant donné (5-14), le résultat découle alors de (3-4), (5-17) et

(5-18). [J

Fin de la preuve de (5-10). c) On peut supposer que hELi. Par (3-2),

Y

(5-19) g¥:8hy - X%y - 32"ty = ¥ ol(n).

Donc X vérifie [U-p) si et seulement si Y vérifie [U-¢], d’apreés le

lemme précédent, et alors BY(n) = Bx(h)+BZ(h).



509

d) D'aprés (5-19) et (3-2),

AY,n aX,n ~Z,n X,n Z,n
c™’ (h)t - C (h)t - C (h)t + 2 Z AB (h) n AB (h)

. n n
lzi,TiSt T Ti

[o®(n?) - a?(h)z - Za?(h)(ABx’n(h) 0t ABZ: B () RIE
iZi,T?St ! T} T}

)

Comme hel, et donc hZel, et [aBX'P(n)j<1, [aBZ°%(h) (€1, (5-12) im-
plique (en négligeant de mentionner h!):

~Y,n ~X,n ~Z,n X,n Z,n P
(5-20) supsSt ICS - CS - Cs + 2 Zrﬁs ABr ABr | — 0.

Supposons que X et Y vérifient [U-p]). On samit par (5-6) que Z vé-

Z

rifie [U-p) et [U-¥] et que {Var(B%'™) } ., est borné dans L'. Donc

la méme démonstration qu’'a la fin de celle de (5-46) (avec

VC-{ts |AB¥|>G}) montre que

X Z

X Z
i dBS.

X,n Z:n P-u _ !
(5-21) er_ 4B,*" ABY —-u, er_ ABy ABY = IOAB
~Zyn P-u, w~Z P
Comme C — €%, (5-20) et (5-21) montrent que X vérifie [U-%]
si et seulement si Y vérifie [U-¥], et alors
(5-22) &Y - &, gZ_ 2 [ aBX anZ.
o S s
Enfin un calcul élémentaire, basé sur le fait que vY=vx+vz, montre
que vX et BX(h) vérifient (4-3) et (4-4) si et seulement si v’ et

BY(h) vérifient (4-3) et (4-4), et dans ce cas (5-22) entraine que

CY=CX+CZ-CX (car CZ=0 par (5-6)),

Grdce a (4-6), le résultat découle alors de (c) et (dr. [j

(5-23) COROLLAIRE: Soit XeX. On a Xegé (resp. gg) si et seulement si

X(h)Egé (resp. 33), et alors

(5-24) BXMny = BX(h) + (hohh)xvX

(resp. et de plus
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(5-25) cXthy _ Xy,
Preuve. Soit a>0 tel que h(x)=x pour |x|<a. Soit T0=0,...,
'l'p“,1 = 1nf(t>Tp= |AX; [>a). On a lxnptTp = w. Soit aussi

U= Lo e S

v = Xp21 n(Apr)a[Tp,w[ - Zp>1 AX(h)Tp 1[Tp,w[ s

et Y=-X-U. On a alors X=Y+U et X(h)=Y+V, et {AY+O}N{AUxO} - O, et
{AY#0}{AV+0} = 6. Enfin Y,U,VEMX. L'équivalence cherchée découle

alors de (5-40), ainsi que (5-25) dans le cas ou Xegg. De plus

X(h)(

B m o= B o+ Yy = ¥ o+ BV - 8%,

Enfin (5-4) implique Bv(h)=hxvv, Bu(h)sh*vu. Mais un calcul simple

U X

montre que h*uv—h*u = (hoh-h}xp™, et par suite on a (5-24). []

6 — DEMONSTRATION DES THEOREMES

Notre premier objectif est de montrer que les trois classes gg’

~n

J'g et ﬁo coincident. Commengons par étudier les processus bornés.

(6-1) LEMME: Soit Xegé avec |X|<K, et h une fonction de troncatien

continue telle que hi(x)=x pour |x|£4K. Alors XEﬁo et Fx(h)=Bx(h).

Preuve. La preuve ressemble a3 celle de (4-20). En vertu de (4-11) et
(5-2) on peut localiser, et donc supposer que |Bx(h)|$K' pour une

constante K'.

Soit Tn = inf(t: le’n(h)t|22K') et a=sup|h|. Alors
le’n(h)t/\T | € 2K'+a et avec les notations (4-15) la Fn—martingale
‘“n
n . . .
(ntATn)tZO est bornée par une constante b, uniformement en w,n,t

(remarquer que Tn est un Fn—temps drarrét).
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X P X

On déduit de B*'%(h) =% B

’n(h)tAJ —29 Bx(h)t pour tout t. Exactement comme dans 1a preuve
n

(h) que Tn —Eé w,; donc
BX

de (4-20), on a i? » X, p.s., et a4 cause de la bornitude on déduit:

1
n L X
(6-2) HtATn — Ht - xt - B (h)t'

0

n e |
Soi’ alors s<t et HGTS pour un noeﬂ*, donc aussi HETg pour tout

nn,. D’aprés (4-16) et (6-2) il vient
_ . n _ uN _
E[iH(Ht - HS)] = llmn E[iH(HtATn HSATn)] 0.

_ =N . ) =n
Donc E[1,(M -M )] = O pour tout Hey F_. Mais Foo © VpFg € Ty

donc par un argument classique M est une F-martingale.

Comme X=X(h), il reste & prouver que B1=BX(n) appartient a ¥,
D’abord, si T est un temps prévisible fini tel que CTIND = @, on a
AX;=0 p.s. (car XeX), denc AMy=-AB; p.s. et comme B est prévisible et
M est une martingale ce n'est possible que si ABT=0 p.s.: donc BEX.

De plus, d’'aprés la prévisibilite de T? et |X|4RK,

~X,n n, ,n n,,.n
pi (h) Ei(AiX) + E(AX nl? n ) = Ei(AiB) + AB n
Ti (Ti)— 'l'i

Donc [U-p] pour X entraine que B vérifie (2-11), d'ou le résultat .[]

(6-3) LEMME: Sous les hypothéses de (4-1), si de plus Xeﬁg, on a Cx-Gg

Preuve. On reprend la démonstration précédente: on peut supposer de

X

plus que GX(h)<K’; on prend Tn-inf(tllBX’n(h)t|22K' ou &X:M(ny, 328"y,

t
"'X,n N 2 . n .
donc C (h)tATn$2K +a”. Donc les martingales (utATn)tZO sont aussi

uniformément bornées. [U-p] et [U-¥] entrainent T —gé o, donc on a

aussi ax’n(h)tAT —29 6x(h)t, et on a donc en plus de (46-2):
n

1

(6-4) N L, x 2
AT,

= 1% o, .

t t t

On montre alors comme ci-dessus que N est une martingale, ce qui en-

ex

traine (h)=<HM,H>; donc d’aprés (4-4), tX(nr=cXia ou A est donné
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par (4-4), avec B=BX(n)=FX(n). Par ailleurs (4-2) entraine aussi

<M, M>=<HC,u%>+A, donc G¥=<n®,M%=cX.

(6-5) LEMME: Si XGﬁo vérifie |X|<K, on a xaﬁg.

Preuve. a) Soit h telle que h(x)=x pour |x|£4K. On a X(h)=X=F+M, avec
Feﬁloc et M martingale locale. Quitte 4 localiser (cf. (4-11) et
(5-2)), on peut supposer que FE® et que 6«-(“,!) est borné. En parti-
culier, M est une martingale. Donc, d'aprés (4-18) et comme les T?

sont prévisibles, on a (en omettant de mentionner h)

X,n n,,n
phen o [E(AX _|F ) + ERa™)3
t Zi21,19$t ™ rh- 1771
1 1 1
- [AF _ + EMATF)Y].
Xiza,r?st 1} 1

(2-11) appliqué & F montre alors que X vérifie [U-p] avec BX-F.

b) Appliquons encore (4-18):

(6-6) P - sonm? - §ra?) . oXo8n2) 4 2 750 oFomm)
- Ef’“(n)z - pXmrm? - 2 PR By pX:P(n)
(6-7) pXomp2y _ 3%’“(h)2 - EC{AF__ + AM n}2|1~‘ L. ) - (F n)z
! ! 7 (1™ - 0
1 1 1 1
2 ~n
- EC(AM 27 ) = A8
n n n
T} (rh- 1]
(6-8) p¥Pn?) - pXomm? - Efralr . aMn2y - ePal?

n n,,2 n .n n n np, 2, _ gh, 0.2
E;L(A{N)7] + 2 Ef(AF A{M) + ESL(A;F)T] E;(A[F)

n,.,nx n .n n n n.,2, L0 . N-,2
Ei(AiG) + 2 Ei(AiF AiH) + Ei[(AiF) ] Ei(AiF) .

S0it K'=sup|F| et h’ une fonction de troncation telle que h'(x)=x si

—F,n

|x|€4K’. Comme F est prévisible, P = €,y  donc (4-18) entraine

n
T
shnane2) - Fhran? Tonne2y

_ Fyn . ,,2
- Py = P (h")

- P
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n ng,2 n, ,n.,2
= Ei[(AiF) ] - Ei(AiF) .

Par ailleurs d'aprés (4-20) gF.n —315% 0, donc

(6-9) y L {Efatm? - fatn? B oo,
i21,70¢t

En second lieu, Ge® par (4-22) et la bornitude de 6. Donc

(6-10) z (A€« E?(A?a)] £, 8.

: n n
124,774t T;

Enfin, en utilisant encore E?(A?H)=O et Holder:

IESafF afmy IEfC{a]F - EJalPr} afm)

2 1/2 1/2

[7a)

n n n,,n..2 n n,,2
{Ei[(AiF) ] - Ei(AiF) } {Ei[(AiH) ]}

2

(efraln?y - ePatn?pt/2 (g2 ali)1/2,

d’'ou

)

n n n
21,10t 1E] (a]F Al

< A)

On déduit alors de (4-9) et (6-10) que

n ng,2 n,,n..2,1/2 n,nxy ,1/2
IEi[(AiF) ] - Ei(AiF) } {X Ei(AiG)} .

izi,T?St i21,71{<t

P

(6-11) Z IE?(A?F A?n)| -5 0.

izi,rgst

D’aprés (3-2), et (4-4), (6-7), (6-8), il vient
&X,n  _ & n . ,ng
i X (@ o+ Efaldry s+ 27,

izi,T?St T? 121,1?5t
)

Donc (6-9), (6-10) et (6-11) entrainent OX'% PU, & 4 i ement dit,
X

E?(A?F A?n)
n n.,2 n,,n.,2
[E{cafmr®) - efaalm?.

i21,1<t

X vérifie [U-¥] avec G (h)=8. Il suffit alors d'appliquer (4-2) et

(4-4) pour obtenir que Xeﬁg. O

(6-12) COROLLAIRE: On a ﬁg =4 = 30, et si X appartient & ces ensem-
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bles on a BX(m)=FX(n) et c¥X-cX.

Preuve. Il suffit d'appliquer les deux lemmes précédents, et (5-2) et

(5-23). J

Preuve de (2-13). Etant donné (6-12), les premiéres assertions pro-

viennent de (5-2-b), et la fin de (5-5). ]

Preuve de (2-14). C’est (4-21) et (4-22). []

Preuve de (2-15). Etant donné (6-12), cela provient des définitions

de FX(h) et de GX, ainsi que de (3-3). []

Preuve de (2-19). La partie (b) provient de ﬁé = ﬁg. La condition

nécessaire et la derniére assertion de (a) proviennent de gg = 30.

La condition suffisante de (a) provient de (2-13). []
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