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PROCESSUS ADMETTANT UN PROCESSUS A

ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS TANGENT : CAS GENERAL

J. JACOD et H. SADI

’1 - IHTRODUCTIOH

Dans [4] nous avons introduit la notion de processus admettant un

PAI (processus à accroissements indépendants) tangent, qui ne s’ap-

plique malheureusement qu’aux processus quasi-continus à gauche,

Slominski [b] a proposé une généralisation simple, mais qui n’englo-

be pas toutes les semimartingales. Ci-dessous nous proposons une gé-

néralisation plus compliquée, ayant toutefois l’avantage de contenir

toutes les semimartingales.

Commençons par rappeler la notion introduite dans [4], sans reve-

nir sur les motivations. On considère une suite de subdivi-

sions ~na{~~tn,..~tn~ " ,~ de R, dont le pas tend vers 0 et telles

que . Soit un espace probabilisé filtré,

A tout processus càdlàg adapté quasi-continu à gauche X on associe:

t’1.4) une version régulière de la loi conditionnelle

£(Xtni - Xtni-1 |Ftni-1) (pour i~1);

t4.~l l’unique probabilité sur l’espace de Skorokhod

faisant du processus canonique Y un PAI tel que

il Y est p.s. constant sur les intervalles 

ii) pour tout i>_4, la loi du saut AY 
t. n 

est 
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(rappelons que, par convention, un PAI est p.s. nul en 0).

On peut considérer X,n comme une v.a. à valeurs dans l’espace

"P(!D) des probabilités sur D. Muni de la topologie étroite (D étant

lui-même muni de la topologie de Skorokhod), est un espace mé-

trisable. On peut donc poser la

(1-3) DEFINITION: On dit que le processus quasi-continu à gauche X

admet un PAI tangent le long de ~ si la suite converge en

probabilité vers une linite, On note J (’~l l’ensemble de

ces processus X.

Si xE~ (T), pour P-presque tout ~r la fait évidemment

du processus canonique Y un PAI (dont on peut montrer qu’il n’a pas

de discontinuité fixe), dont on note les carac-

téristiques (voir e.g. [3)1; rappelons que la première caractéristi-

que est associée à une fonction de troncation h ; ~ -~ H~ qu’ on a f i-

xée une fois pour toutes, et choisie continue (on a h(x)=x pour ~x~

petite et pour x ~ grand).

Dans [4] on a montré est un espace vectoriel, et

(1-4) Tout PAI sans discontinuité fixe appartient 

(1-5) Toute semimartingale quasi-continue à gauche X appartient à

g(); dans ce cas, sont aussi les caractéristiques

de x en tant que semimartingale.

Par ailleurs, Kuapien et Uoyczinski [5] ont donné un intéressant

critère d’appartenance 

(1-6) Pour que le processus adapté quasi-continu à gauche X appar-

tienne il faut et il suffit que la suite de processus

BX,nt - 03A3i:t ni~t 
E[h(X tni-Xt ni-1)|Ftni-1}
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(où h est toujours notre fonction de troncation) converge

uniformément sur tout intervalle fini, en prababilité; la limi-

te est alors automatiquement Bx.

L’espace J (~) dépend de manière essentielle de la suite de subdi-

visions ’~, ce qui malheureusement enlève bien de l’intérêt à cette

notion: Kuapien et Uoyczynski [S] esquissent un exemple de ce fait

(à ce propos, la remarque (1.16-1) de [~] selon laquelle, lorsque

X~~ (~’)j les caractéristiques de X relativement à ~ et à ~’

sont nécessairement les mêmes est pour le moins aventureuse, et sans

doute fausse).

Dans [4], aussi bien que dans la partie des résultats de Kuapien

et Uoyczinski qui concerne les PAI tangents, la quasi-continuité à

gauche joue un r6le essentiel.

En suivant Slominski [b], et sans changer (1-1) ni (1-2), on peut

tout simplement songer à supprimer dans (1-3) l’hypothèse de quasi-

continuité à gauche. On obtient alors une classe de processus

telle que

(1-7) Tout PAI appartient à 3 (~)j recopions ici la démonstration de

Slominski, qui remplace avantageusement la longue preuve de (1-4)

dans [4]. Motons Xn le processus qui vaut X sur l’intervalle

il est clair que pour la topologie de Sko-

rokhod, tandis ne dépend pas de 03C9 et égale simplement

la loi de Xn; par suite 03B6X,n converge vers la loi de X.

Slominski donne aussi une caractérisation des semimartingales qui

appartiennent Il en découle facilement qu’il existe des

semimartingales n’appartenant pour aucune suite ~ de subdivi-

sions de R .
+

Ci-dessous nous proposons d’étendre la définition (1-3) dans une
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autre direction, en admettant des subdivisions in constituées de

temps d’arrêt prévisibles. On verra alors que toute semimartingale

admet un PAI tangent le long d’une famille de subdivisions, dépendant

éventuellement de la semimartingale. Là encore, le résultat est loin

d’être satisfaisant, mais il semble difficile d’obtenir une extension

qui englobe simultanément toutes les semimartingales.

La méthode que nous employons est celle de [4]J dont les résultats

sont des corollaires de ce qui suit; vu les difficultés techniques,

il a semblé préférable de reprendre toutes les démonstrations. Signa-

lons que Kwapien et Uoyczinski [SJ proposent une méthode largement

différente, et plus simple, que celle de [4]J mais nous avons été in-

capables de l’étendre au cas qui nous occupe ici.

2 - LES RESULTATS PRINCIPAUX

§a - Notations.

L’espace probabilisé filtré est fixé, ainsi que la fonc-

tion de troncation continue h. A tout processes càdlàg X on asso-

cie le processus

(2-1) ) X(h) = X - Xo - 

donc AX(h )-h(4X).

A toute classe C de processus on associe de la manière usuelle la

classe localisée Cloc, X~Cloc si et seulement s’il existe une S 
suite

(S ) 1 de temps d’arrêt croissant p.s. vers +~, telle que X nE~ pour

tout n (XS désigne le processus arrêté en S).

(2-2) Une classe C est dite locale si elle est stable par arrêt (i.e.

XEC et T temps et si 
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On considère une suite de subdivisions de ~+, du type

suivant’

t~-3) i) ) pour chaque n, ~n=~0=TQT1~C...~T°...} où les Ti sont des
temps prévisibles bornés, et ~;

ii) si on a on écrit 

iii) ) quand n~~.

(2-4) désigne l’ensemble des processus càdlàg adaptés tels que

D (voir (ii) ci-dessus) contienne le support prévisible de

l’ensemble en d’autres termes, le processus càdlàg

adapté X appartient à Mtx) si et seulement si on a 0394XS=O
p.s. sur pour tout temps prévisible ~ tel que

désigne le graphe de S).

A tout processus càdlàg adapté X on associe pour i~1=

t2-51 une version régulière de la loi conditionnelle

tT°1- 
- X p ),

une version régulière de la loi conditionnelle

ITiI- 
)j 

’

(produit de convolution).

t2-b1 = l’unique probabilité sur l’espace de Skorokhod D

faisant du processus canonique Y un PAI tel que:

i) Y est p.s. constant sur chaque intervalle 

ii) pour tout la loi du saut AY 
T?(M) 

est 

On peut maintenant définir la notion principale de cet article.

(2-7) DEFINITION: On dit que le processus X appartenant à admet

un PAI tangent le long de Z si la suite converge en proba-
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bilité vers une limite, notée X; J on note () l’ensemble de ces
g

processus.

I2-8l REMARQUES: 4) Pour tout processus càdlàg adapté X le support

prévisible de ~Ax~4} est un ensemble mince ti,e., à coupes dénombra-

bles). On peut donc toujours construire des suites ~ vérifiant 

et telles que 
’

~ 

2) Un processus càdlàg adapté quasi-continu à gauche

appartient à quelle que soit la famille ~,

3) Supposons les temps T~ déterministes; la famille!

est alors du même type que dans la partie 4 (avec, en plus, l’hypo-

thèse que les subdivisions sont de plus en plus fines). Si X est un

processus quasi-continu à gauche, on a X 
~ 

=1L 
~ 

p.s.J donc les

T°
définitions t2-51 et t4-’1l de coïncident, et et 

donc les définitions (2-6) et (1-2) de coïncident égale-
i

ment. Par suite (inclusion évidemment stricte).[]

t2-9l DEFINITION: si X~ 
g 

on note les caracté-

ristiques du PAI de loi (on écrit si on veut mettre

en évidence l’influence de la fonction de troncation); (BX,CX,03BDX)

s’appelle le triplet des -caractéristiques de X,

Introduisons enfin une dernière classe de processusi

t2-’t0) DEFINITION: On note la classe des processus X qui sont

bornés, prévisibles, nuls en 0, dans et tels que pour tout t~ù,

(2-11) sups~t|03A3i~1,T
ni~s[0394XTni 

+ E(X(Tni)- -XTni-1|FTni-1)] - Xs| 4 .

tZ-’12l REMARQUE- Supposons les Tni déterministes. contient alors

la classe introduite dans [4], qui est constituée des processus

du type précédent, qui sont en plus continus; en fait, dans [4] nous
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avions imposé une condition supplémentaire, dont Slominski [ô] a man-

tré l’inutilité ! []

§b - Résultats.

(2-13) THEOREME: g() est un espace vectoriel et une classe locale.

De plus toute semimartingale de M() appartient à dans ce cas 3

(BX,CX,03BDX) sont les caractéristiques de X en tant que semimartingale.

(2-14) THEOREME: loc() est un espace vectoriel et une classe locale,

contenue dans De plus,

a) toute martingale locale appartenant à est nulle;

b) contient tous les processus prévisibles à variation fi-

nie nuls en Ù et appartenant à 

i2-13l suggère que les -caractéristiques de xEé ()

admettent la même caractérisation que les caractéristiques d’une se-

mimartingale. En effet, on a le;

t 2-45 ) THEOREME: Soit t z ) .

i) Bx est l’unique processus de S, tel que

t2-16) llth) -- ~th) - B~

soit une martingale locale;

ii) si est la partie martingale continue de Hth), on a

t~-’171 

est la mesure de Lévy de X, i.e. la projection prévisible
duale de la mesure aléatoire X associée aux sauts de Xj et définie

par
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(2-18) 

Terminons enfin cette série de résultats par des critères d’appar-

tenance à g().

(2-19) THEOREME: Soit X un processus.

a) ) Pour que il faut et il suffit que X=x’+x", avec

et X" une seroimartingale de Dans ce cas, est

une semimartingale appartenant à 

b) l Pour que il f aut et il suffit que et que les

processus

(2-20) BX,nt = 03A3i~1,T
ni~t X,ni(dx)h(x)

convergent uniformément sur tout intervalle fini, en probabilité,

vers un processus B; dans ce cas, on a Bx=B.

Si les Ti sont déterministes et X quasi-continu à gauche, Bx’n est

comme en (1-6)J donc (b) étend le critère de Kuapien et Uoyczinski.

Il nous reste à examiner le cas des PAI. On peut trouver des PAI

(et même des processus continus déterministes) X pour lesquels il

existe une suite T de subdivisions (aléatoires, bien-sur) telle que

X n’appartienne pas à J 
g 
iZl. Cependant:

(2-2i) THEOREME: : Si X est un PAI, il existe une famille de subdivi-

sions ! vérifiant (2-3)~ , telle que Xe3 t ’~ 1. Dans ce cas 1

sont les caractéristiques de X en tant que PAI; en particulier

elles sont déterministes, et ne dépend pas de w et égale la

loi de X.

Preuve. On choisit pour! n’importe quelle famille vérifiant t2-3l,

constituée de T? déterministes, et telle que c’est passible,

car le support prévisible de est simplement l’ensemble des
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temps de discontinuités fixes de X. La preuve est alors exactement la

Même que pour (1-7), une fois remarqué que est la loi de

X n - X n pour i~1. 0

(2-22) REMARQUE: On vérifie aussi que si X est un "processus" déterMi-

niste, il existe ~ (avec des T° déterministes) avec °

En fait, soit ~ une famille quelconque et XEX(!) un PAI de premi-

ère caractéristique B. On a alors 

3 - LA MESURE DE LEVY

Dans toute la suite, la famille ?: de subdivisions est fixée; on

écrit donc J ~, . Dans cette partie, X désigne un processus

càdlàg adapté, et vx est sa mesure de Lévy (cela n’entrainera pas de

confusion de notations avec la partie 2). Pour on écrit:

(3-1) 
0394niX 

= X(Tni)-
-XTni-1

Eni(.) = E(.|FT
ni-1
)

Pour les notations de théorie des processus, on renvoie à [1] ou

[2]. Pour toute mesure aléatoire ~ sur R on écrit

Dans la suite on mentionnera la fonction de troncation h dans

les caractéristiques qui en dépendent. Rappelons que si Z est une se-

mimartingale, de première caractéristique R(h), le processus K(h)-

Z(h)-B(h) (cf. . (2-d)) est une martingale locale, la seconde caracté-

ristique est (indépendante de h), et la seconde ca-

ractéristique modifiée est 

On note C+ l’ensemble des fonctions f: R -~ R bornées, continues,
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nulles sur un voisinage de 0. Soit ~a l’ensemble des telles

que et 

On note les caractéristiques et

la seconde caractéristique modifiée du PAI de loi ~x’n(~).
On sait que :

f03BDX,nt = 03A3i~1, Tni~t X,ni(dx)f(x) ,

(3-2) BX,n(h) = h03BDX,n , CX,n = 0 ,

~ h~~vx’n - ~ 
s~, 

Hous nous proposons de montrer le:

(3-3) THEOREME: Soit XEM. On a alors

[U-~] -~~ 

ou signifie "convergence en probabilité, uniforme sur tout

intervalle fini".

Commençons par plusieurs lemmes.

t3-~1 LEMME! Soit A un processus adapté à variation finie, tel que

pour tout tco (Var(A) désigne le processus variation),

et que Alors

A" :=r 
n E?(A?A) -~ ,

où Ac est la partie continue de A.

Preuve. Par linéarité, il suffit de considérer deux cas:

a) A est croissant et purement discontinu: on a alors (pour an,
voir (2-3)):

E(Ant) ~ E[03A3i~1,Tni-1~t 0394niA] ~ E[t+03B1n0 1(D
n) c(s)dAs]

~ E[
t01Dc(s)dAs) = 

0

d’après Lebesgue et Donc An 0.
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bl A est croissant et continu: soit T=TnG. Pour on a 

- (car D 4cllnl et d°A - A n - 
A car A est continu,

Donc Ti Ti-’1

L n 
E(A n-A n ~F n 1 ,

Ti Ti-1 Ti-1
1

Par les laplaciens approchés [4] an a AT ~ AT, Quitte â prendre
n nune sous-suite, an peut supposer que pour tout T=T0i0

( nG, i 4 quel conques 1, pour tout 03C9~N avec P ( H 1=4, Comme l’ensemble

est dense dans R+, An et A sont craissants, et A est

continu, an en dédui t classiquement que uniformément

sur les compacts, pour Donc An P-u A. []

Pour tout temps T an pose

(3-Sl = 1 
n n 

x

inf(1,Max(sup 
n n |,sup

Ti-1. 
1

(3-6) l LEMME. = Pour tout t>0, on a  1 
n 

1 G’
- --- 1 1J

Preuve, Soit E>4, J RG=Û,.,.,Rp+1=inf(t3Rp: 
X’t = xt L 

s~t 
0394Xs 1{|0394X

s |~/2} 
, et pour ~>0:

S,q - i nf ( t : sup ( ~e l ,

Rp et S,q sont des temps d’ arr$t , et cam~e ~ -e !~ on

a Il existe donc q~N, ~>0 tels que

(3-?) t+1l  e ,

Pour n assez grand an a donc sur 
n , ql B ~- 1

X,ni,T ~ 

~ si Rp~]Tni-1,T[U]T,Tni] ~p~q et Tni-1T~Tni

1{Tni-1T~Tni} sinon.
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Comme {RqS~~Tni, Tni-1~t } c i 1 vient

EC , n ~ E[L, n 
X,ni,T]

~ 

,ft n } {e 
+ 

1{R q~ S ~y- ~t+1 } 
+ L p=1 ,R P T) 

+ L p=1 ~]

f E + + ~ 9 p=’1 + } ,

Comme 03B1n~0, pour n assez grand on a l  ~/q et

e;%q pour tout p~q, Donc par t3-71,

E[03A3i~1,Tni~t Eni(X,ni,T)] ~ 4~. []

Pour toute mesure p an introduit la notation 03C1(f)=03C1(dx)f(x), et

t~-8l ( 
’

, v _ 
. 

I 3-9l LEMME: = Soit X~, a>0, f~1 avec f t x 1=ù pour |x|~a, et supposons

que 1{|0394Xs|>a/2} ~ Kt  ao identiquement pour tout t~~. Alors

L n 
~ 

Preuve. Le processus vérifie et et

~ ~ E[~s~t ~ ~I 0X ~I >a ] ~ Kt ’

Etant donné t3-4l il suffit donc de montrer que

t3-111 1 n 
--P-~ Ca

oû 03B2ni = 03C1X,ni(f 1 - Comme Tn est prévisible, an a

donc
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~n a avec 9n - ftdnXl - L n n 

Soit eE]4,ai4] et Rp, , , X’ comme dans la preuve de t3-5y. On

choisit q et ~ de sorte qu’an ait t3-71. D’après l’hypathése de majo-

ration par Kt et le fait que et fixl=0 pour |x|~a, il vient sur

~Tn i -1 ~t ~ :
ü si et contient au plus un R , , auquel

( "

|03B8ni| ~ 2~ sur Gnpi={s~~Tni-1, Rp-1~Tni-1RpTni~Rp+1, |0394XR
|0394XRp

|>a 2} ;

1+Kt si S
~Tni, ou si ]Tni-1 ,Tni[ contient au moins deux R

p.

Soit R=infp~q(Rp-Rp-1). On a pour n assez grand, et danc

E[1{RqS~>t} 03A3i~1,Tni~t |03B2ni|] ~ E[03A3i~1,Tni-1~t,Tni-1RqS~ |03B2ni|]

~ E[03A3i~1,Tni-1~t,Tni-1RqS~ |03B8ni|]

 
n 
1 

+ L (~q P=1 1 
n 

y

+ ~E ~ p=1 q 1 

 + 

+ 2e E[03A3qp=1 1 n R p Tni} 1{Tni-1~t} 1{|0394XR p 
>af2 ]

 2~(1+Kt) > + 2~ E[03A3s~t+1 1{|0394X|>2/2}] ~ 2~(1+2Kt)- 

s 
.

(grâce â En utilisant encore t3-7), an obtient pour n assez

grand:

n |03B2ni|>~’) 
~ ~ + 2~ ~’(1+2Kt + 1)

pour tout ~’>0. Comme eE]O,a!4] est arbitraire, an a t3-11?. Q

(3-12) LEMME: Soit X~X.
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a) Si a 7 _ 

2014 201420142014 "i>l.T?. ~ 
~ ’

b) Pour tout t>0 on a sup 
iz§,°I°?ft 

03C1X,ni(|x|1)  0.

Preuve. a) Si T est un temps d’arrêt, on a:

0 si 

= ~ A?X si T>T?~ ~~-X~~ ) 
) si T?_,TT? . ,

et donc en particulier (voir (3-5)):

(3-d3) 2A)A?X~ - A?X!  2~~~ sur {T>T?_~}.

Si on a )f(x)-f(y)!2/Btx-yh donc

!p? ~(f)-p?~(f)! -  2E?(~~~) sur {T>T?_~}.

et donc 3 dès que 

E[03A3i~1,Tni~t |03C1XT,ni(f) - 03C1X,ni(f)| 1{t+1T}]

(3-14) ~ 2E[03A3i~1,Tni~t,Tni-1T Eni(X,ni,T)] ~ 2E[03A3i~1,Tni-1~t Eni(X,ni,T)] ~ 0,

par (3-6).

Pour obtenir le résultat, il suffit de considérer le cas où

Soit a>0 tel que f(x)=0 pour {x;aj et R = inf(t:

03A3s~t 1{|0394Xs|>a/2}~p}. On a limp~Rp-~, donc si ~>0 
il existe p avec

(3-d5) )  e . ,

et (3-14) appliqué à T=R entraine pour n assez grand:

P[03A3i~i,Tni~t |03C1XRp,ni(f) - 03C1X,ni(f)| > ~]

’ ~ ~’,, ~ ’~ ’~~-~~~~{R,>t~~ ~ ~V~~f

(3-16)  2e.
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Mais les processus XRp vérifient les hypothèses de (3-9)j donc

(3-17) 03A3i~1,Tni~. 03C1Xi(f) P-u f03BDXRp,c = (f03BDX,c)Rp.

Comme (fx~~~)~P = ~~~~’~ si tR 3 on déduit le résultat de (3-d5)~

(3-16) et (3-17).

b) Si G>0 il existe f~ ~C+ avec 0f 1 et f (x)=l pour jx!>c. Alors

(a) implique

&#x26;~~ := 

sup P~~~~ -~ A(f~~) = 0.~ ~’" 

tandis que ’

sup 
~ 

 e~ ~~.
Comme e>0 est arbitraire, on a le résultat. []

Terminons ces préliminaires par une remarque. Pour tout temps pré-

visible fini T on a == ). En comparant à

(2-5)j on obtient donc

(3-d8) = ~({T?}xdx) ~ (d-a~)~(dx).
Preuve de (3-3). Soit X~M. Il suffit de montrer [U-&#x26;] pour 

D’après (3-d8)j et comme f(0)=0,

Ei~1,T ni~t 03C1X,ni(f) = (f1Dn)03BDXt.

De plus X~K implique que donc ip.~~=v~~. D’après le théo-

rème de Lebesgue,

03A3i~1,Tni~. 03C1X,ni(f) 
P- u f03BDX,d.

Etant donnés (3-2). (3-d2-a) et (2-5), il suffit donc de montrer que

(3-19) 03A3i~1,Tni~t 03C1X,ni(dx)|Ei[f(x+0394iX)-f(0394iX)-f(x)]| P 0
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pour t?~, .

Soit a~4 tel que f(x)=0 pour Soit On a

2 t 1~’~ ~ ~ i X ~ l , donc

03B1n,~t := L 1 éi n [x 
I

~ 2 [x[>c) 03C1X,ni( [x[1’,1)

~ 
n 

- t 

d’après (3-481. On déduit alors de t3-4~-bl que

(3-20) ~ ~ , Vt>0.

Par ailleurs, comme e_a!2 on a

(49X)-f ~ (x )[  { LO sinon. 

Donc

03B2n,~t := dx 111 (x )][

~ ~ 03A3i~1,Tni~t 03C1X,ni(|x|>a/2).
Soit avec g ( x )=1 pour D’après t ~-’12 ) ,

03A3i~1,Tni~t 03C1X,ni( |x |>a/2)

~ 
03A3i~1,Tni~t 03C1X,ni(

g) 
 g03BDX,ct  ~,

et donc

~3-2’11 -~ t),

Comme le premier membre de (~-49f égale ~t’e + ~t’£~ 
découle immédiatement de t3-24~ et D
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4 - CARACTERISATION DE J4 ET DE S.

§a - Caractérisation de âg,
Dans ce qui suit, v désigne toujours la mesure de Lévy du proces-

sus càdlàg adapté X. On introduit la classe 0 des processus càdlàg
adaptés X tels que (avec la notation i2-’1~~

(4-1) X(h) = B + M

avec B prévisible nul en 4, et H martigale locale. Bien-sûr, la dé-

composition (4-1~ n’est en général pas unique. Comme 

on voit que cette classe ne dépend pas de

la fonction de troncation h. Voici quelques propriétés utiles:

(4-2)LEMME: a) 0 est un espace vectoriel et une classe locale, qui

contient les semimartingales.

b) Soit X~0, avec la décomposition (4-1). Les processus de saut

bB et AM sont bornés, et

(4-3) ABt = 

(4-4) At = [h(x)-0394B]203BDXt + 03A3s~t(1-aXs)(0394Bs)2  ~

pour tout t (aX est défini en t3-8)1 et on a

t ~-51 = A.

Preuve, a) Soit et On a avec

G = ~s~, 
et G est clairement à variation intégrable; donc G=G’+G" avec G’ pré-
visible à variation finie et G" martingale locale, donc reste
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est évident.

b) En prenant la projection prévisible des sauts dans t4-41 on ob-

tient ~B, d’où (4-3) et si On

a aussi 2K. De plus

[M,M] = Mc,Mc> + (h(x)-0394B)2 X + 03A3s~.(0394Bs)2 1{0394Xs=0},

dont on déduit aisément (4-5) et donc (4-4).Q

(4-6) PROPOSITIOH: Soit xE?t. Pour que XEJ il f aut et il suf f i t qu’il

existe un processus càdlàg et un processus croissant continu C~

tels que B=BX(h) vérifie (4-3) et (4-4) et que, si (où A

est donné par (4-4)) on ait

Bx’nthl ~ Bx(hl,

(U-~] 

(vair (3-2) pour BXjD(h) et 

Dans ce cas, Bx(hl, CX, Cx(h) sont prévisibles, et 

est le triplet des ~-caractéristiques de X.

Il est bien connu que, sous [U-&#x26;] (automatiquement vérifié d’après

(3-3) ici), les conditions [U-~] et [U-~] ne dépendent pas de la

fonction de troncation h, pourvu qu’elle soit continue. Dans ce cas,

C~ ne dépend pas de h, et on a

(4-7) Bx(h’) - BX(h) = 

Preuve. D’après [3], converge étroitement si et seulement

s’il ex i ste une mesure une fonction càdlàg et une fonc-

tion croissante continue C vérifiant
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03BD({0}xR) = 03BD(R+x{0}) = 0,

(4-8) 03BD[0,t]x{|x|>~})  
~, at := 03BD({t}xR) ~ 1,

l1Bt = vt{t}khl,
:= Ct + o~;

(4-9) + 

et tels que (en omettant d’écrire la fonction de troncation h):

~ Btw)

(4-10) ~ ~ , ~ ,

où Sk désigne la convergence au sens de Skorokhod et où C+0 est

une famille dénombrable de fonctions de C+, déterminante pour la con-

vergence étroite. Dans ce cas, sont les caractéris-

tiques du PAI de loi limite des Enfin si dans

(4-10) on a localement uniformément pour toute

alors les convergences et au

sens de Skorokhod et au sens local uniforme coïncident, car les sauts

de Bx’n et de (resp. B et ê) sont aussi des sauts de 

(resp. pour f bien choisie dans L’4.
Par ailleurs on peut remarquer que (4-8) entraine (4-9) (nous au-

rions dû le noter dans [3)!1. En effet si h(x)-x pour et si

on a

03A3s~t |03BD({s}xdx)h(x-0394Bs) + (1-as)h(-0394Bs )|

= 03A3s~t |03BD({s}xdx)[h(x-0394Bs) - h(x)] + 0394Bs + (1-as)h(-0394Bs)|

= 03A3s~t,|0394B s|>03B1/2 |03BD({s}xdx)[h(x-0394Bs)-h(x)] + 0394Bs + (1-as)h(-0394Bs )|

+ 03A3s~t

, |0394B s|~03B1/2 |03BD({a}xdx)[h(x-0394Bs) - h(x) + 0394Bs]
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~ 4K ~~I~E ~~a,~’~} + ~a.

On peut alors appliquer t~-31. Quitte à prendre une sous-suite on

a localement uniformément pour toute et

tout avec PtH)=C. Donc converge si et seulement

s’il existe B et C vérifiant de manière équivalente (4-3) et

t~-4~, tels que -~ et - localement uni-

formément, On en déduit l’équivalence cherchée et la dernière asser-

tion de la proposition.

Enfin comme BX,n et sont prévisibles par construction, [U-03B2]

et [U-] entrainent la prévisibilité de Bx et X, et donc de CX.[]

§b - Localisation de g
.

Dans le but de prouver le critère (2-19-b) on introduit aussi la

classe é’ des processus X~ vérifiant [U-03B2] pour un processus 

On montrera ultérieurement que ’g-g.

PROPOSITION: Les classes g et ’g sont locales. si

) et si 
. 

T est un temps d’arrêt, on a BXT(h)=[BX(h)]T
g - R

(resp. XT(h)=[X(h)]T et CXT-(CX)T).

Preuve, a) Commençons par un résultat auxiliaire. Soit f~a avec

ft4)=0 et T un temps d’arrêt et X~. Soit

03B1ni(X,f,T,t) = 03B1ni := 1 ’ntf y - 

n 
]

l 
- 

l l l 

= 1{Tni~T} [03C1X,ni(03C1 -03C1X,ni)](f) + 1{TTni~t} 03C1(f)

(en effet, 03C1XT,ni = 03C1X,ni si Tni~T, et 03C1 
= ~0 sinon). On a

|f (x+0394niX) - f(x+0394niXT)| ~ a(2|0394niX - 0394niXT|),
donc t3-431 entraine que sur 

|[03C1X,ni(03C1 - 03C1X,ni)](f)| ~ 2aEni(X,ni,T).
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Si on a 4, donc e~, et par suite

03A3i~1 |03B1ni| ~ 2a03A3i~1,Tni~t Eni(X,ni,T) + supi~1,Tni~t 03C1(|f|),
Comme |f(x)| ~ a(|x|1), (3-6) et (3-12-b) entraînent

t~-4~) ~i~1 Iantx,f,T.tll -P-~ Ü.

bl Le choix de la fonction h étant arbitraire, on peut supposer

que D’après t~-~) on a (en omettant h~:

t4-4~1 ~i~1 antx,h,T,tf.

Si x vérifie [U-~] -P -~ Bx et il découle de et

t4-43l que -P =~ donc xT vérifie [U-~] avec .

Inversement 
supposons que les temps d’arrêt Tp croissent vers +oo,

et que p E é~ pour chaque p. D’après ce qui précède on a

T p = donc il existe un processus Bx tel que 

pour tout p. De plus ---~ P-u , donc t4-131 et

t4-42l entraînent (BX,n)Tp P-u (BX)Tp et comme Tp~~ on en dé-

duit -~"~ Bx et 

c) D’après (3-2) encore, pour tout temps d’arrêt T on a

XT,nt - (X,n)Tt - 03A3i~1 03B1ni(X,h2,T,t)
+ 03A3i~1,Tni~t [1{Tni~T} X,ni(h)2 - XT,ni(h)2]

= 03A3i~1 03B1ni(X,h2,T,t) - 03A3i~1 1{TTni~t} 03C1XT,ni(h)2
+ 03A3i~1,Tni~tT [X,ni(h) - XT,ni(h)][X,ni

(h) + 
XT,ni(h)]

(car pi - ~0 si Comme on a donc pour s~t:

|XT,ns - (X,n)Ts ~ 03A3i~1 {|03B1ni(X,h2,T,t)| + 2|03B1ni(X,h,T,t)|}
+ supi~1,Tni~t 03C1XT,ni(|x|1)2,
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en utilisant encore le fait que p. T ’n - EC si D’après

(4-’121 (car et t3-’1~-b), il vient

(4-14) sups~t |XT,ns - (X,n)Ts| t).

On démontre alors exactement comme en tbl que la propriété 
T

est locale, et que si x satisfait [U-] alors X=(X)T. Enfin

t4-2) et t4-41 sont aussi des propriétés locales, donc la classe 
T g

est locale, et si xEé et si T est un temps d’arrêt on déduit CX -
y T ~y* T N T 

g 
T T X T r-.

de C~ =tCxlT et de v~ =tvxlT’ D

~c - La classe .

Commençons par une propriété de martingale qui sera utilisée plu-

sieurs fois. Posons

F~ - la tribu telle que F 

(4-15) pour tout i~0,

Xnt = XTni 
si Tni ~ t  Tni+1.

)p~ = est clairement une filtration continue à droite.

Soit X un processus borné par Kj et h une fonction de

troncation telle que h(x)==x pour ~x~~4K. Alors

r M~ - 
~’"’ y { H~ - 
sont des Fn-martingales.

Preuve. Il suffit clairement de montrer que

E°tKnn - H°n 1 - EitHnn - 0

pour tout i>4. Remarquer que et px’n ne chargent que l’in-

tervalle [:-2K32R:h donc d’après les propriétés de hj
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- = + 

t4-’18~ 

= 03C1X,ni(h2) + 03C1X,ni(h2) + 203C1X,ni(h)03C1X,ni(h).

D’après les définitions de 03C1X,ni et de 03C1X,ni et (3-2) et (4-18),

) - + dX n - ~~x’°th) - 
Ti_’1 Ti

- EntanX) - + n~F n 
= 0

Ti 
(rappelons encore que aiX=ht6nX) sous nas hypothèses). lie 

Hnn 1 = + ~X n - 
Ti_’! Ti

- 

+ + 

= Eni[{0394niX - 03C1X,ni(h)}2 + {0394niX - 03C1X,ni(h)}2 - 03C1X,ni(h2) - 03C1X,ni(h2)

+ 03C1X,ni(h)2 + 03C1X,ni(h)2 + 2{0394niX - 03C1X,ni(h)}{0394X-n - 03C1X,ni(h)}]
Tn i

= Eni[0394niX)2 + 203C1X,ni(h)2 - 20394niX 03C1X,ni(h) - 03C1X,ni(h2)]

+ Eni[E{(0394XTni )2 + 203C1X,ni(h)2 - 20394X

Tni03C1X,ni(h) 
- 03C1X,ni(h2)|F(Tni)- }]

+ E{dX 
Ti n - tTi 1- 

}] - 0, Q

(4-19) PROPOSITIOH: La classe est locale .

Preuve. Comme la classe localisée d’une classe stable par arrêt est,

classiquement [2], une classe locale, il suffit de montrer que  est
stable par arrêt.

Soit donc borné par K. On choisit h de sorte que htxl=x pour

an a donc t4-18), et avec est la même chose que

t2-111. D’après t4-11y an a donc XT~ pour tout temps d’arrêt T. []
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t4-20l PROPOSITION: On a X~loc si et seulement si X~
g 

avec 

X(h) et X; dans ce cas, on a aussi = ù,

Preuve, La prévisibilité de X équivaut à En vertu de t4-14l et

de t4-’191, il suffit de considérer des processus X bornés, disons par

R, et on choisit h de sorte que h(x)=x pour En particulier on

a Xthy=X.

a) Supposons que X~g avec et J donc X est pré-

visible. D’après la preuve de t4-491, [U-03B2] avec entraine

(2-11), donc X~.

b) Supposons que XEB. On a déjà vu que et qu’on a avec

Soit aussi inf(t: |BX,n(h)t|~2K), de sorte que

|BX,n(h)tTn| ~ 6K et, avec les notations (4-17), |MntTn| ~ 7K.
Par ailleurs [U-03B2] et entrainent Tn  ~. Donc

BX,n(h)tTn  BX(h)t = Xt pour tout t, il existe un en-

semble négligeable Ht tel que si et on ait 

alors que pour tout n assez grand si Par suite

xt p.s’J et donc

MntTn F - = 
v

Comme 7K, cette convergence a lieu aussi dans L~, . Donc

- ~ 

(utiliser t4-lbll. Grâce encore à Tn aa on en déduit que

P..~ ~, Comme est croissant, on a donc [U-~] avec

Il est alors évident qu’on a t~-3) et t4-41 avec et

X~g par t 4-6 l ,

(4-21) LEMME: ’ loc est un espace vectoriel et une classe stable; la

seule martingale locale appartenant à est la martingale nulle.

Preuve. Il est évident sur la définition que  est un espace vecto-

riel, et on a vu que loc est une classe locale. Il en découle 
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lement que est aussi un espace vectoriel.

Pour la seconde partie, il suffit par localisation de considérer

une martingale X appartenant à B. Comme X est une martigale prévisi-

ble et que T° est prévisible, on a dX 

Ti n=t), 
et par suite 

également. En comparant à on obtient X-0. Q

(4-22) LEMME: contient les processus prévisibles à variation fi-

nie nuls en 0 et appartenant à x,

Preuve. Soit XEX un processus prévisible à variation finie, nul en 4,

Comme XEX on a Par localisation, on peut supposer que

K  a~. Alors (3-4) entraine

03A3i~1,T
ni~. Eni(0394niX) 

P-u Xc

et

03A3i~1,Tni~. E(0394XTni|F(Tni)-) = 01Dn(s)dXs P-u 01D(s)dXs = Xd

(car {0394X~0}~D}. On a donc (2-11), et X~. []

S - ELIMINATION DES GRANDS SAUTS

~a - La classe ~~.
Nous avons introduit la classe 0 au §4-a. Notons 0 la classe des

X~0 tels que le processus B dans (4-1) appartienne à 

Soit alors et h’ une autre fonction de troncation. On a

X(h)=B+H avec B~loc et M martingale locale. De plus

X(h’) = 

- B + H + 

Donc avec et et 
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D’après (4-22), (h’-h)03BDX~loc, donc B’~loc d’après (4-21). De plus

M’ est une martingale locale. On voit donc que la classe 0 ne dépend
pas de la fonction de troncation h.

Si XEJO’ le processus B de (4-1) est unique en vertu de (4-21), et

on le note D’après ce qui précède,

(5-1) Fx(h’1 - FX(h) + 

On note GX le processus (où Avec les notations

précédentes on a car (M est à variation finie), donc Gx
ne dépend pas de la fontion h.

(5-2) PROPOSITION. a) On a XEJO si et seulement si et alors

(5-3) GX(h) = GX~

(5-4) FX(h) + 

b) JO est une classe locale et un espace vectoriel.

Preuve. a) Par construction,

X(h) = (hoh-h)*v + 

et (hh-h)03BDX~loc par (4-22), et (hh-h)( X-03BDX) est une martingale

locale purement discontinue. On déduit alors le résultat de (4-21).

b) Comme est locale, la première assertion est évidente. On

montre que si exactement comme en (4-3)J en utilisant

t4-~41, t~-~2~, et le fait que 

(5-5) PROPOSITIOH: Si X est une semimartingale de X, on a et

sont les caractéristiques de X.

Preuve. C’est simplement la caractérisation "de type martingale" des

caractéritiques de X, plus t4-221. ~
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~b - La classe .

(5-6) LEMME: Soit Z=U1[T,~[, j avec T temps d’arrêt et U v.a. FT-mesura-
ble, et supposons que Z~. Alors Z~g avec BZ(h)=h03BDZ, CZ=0. De

plus la suite {Var(BZ,n)~}n~1 est bornée dans L1.

Preuve, al Soit f bornée, avec |f|~a et f(0)=0. Si T~Tni on a 0394ZTni=0,donc Z,ni = ~0. De plus 0394niZ = U1{Tni-1T~Tni}, Donc

E[Var(f03BDZ,n)~] ~ E[03A3i~1 Z,ni(|f|)]
~ E[03A3i~1,Tni=T Z,ni(|f|) + 03A3i~1,Tni~T Eni(|f(U)|1{Tni-1TTni})]

(5-7) ~ aE[03A3i~1,Tni=T 1 + 03A3i~1 Eni(1{Tni-iTT ni
})] ~ a.

En particulier, avec f=h on obtient E[Var(BZ,n)~] ~ a.

b) Soit avec pour |x|~~. Comme Z vérifie

CU-b], on a

(5-$1 

De plus ~t’1-g£~h) ~ e pour e assez petit, donc IS-7) entraine

(5-g) E[sup s ~ c,

tandis que aa (car et donc

g~h03BDZ ~ h03BDZ uniformément quand On déduit alors de (5-8) f et

(5-9) que

-~~ 

en particulier, on a [U-~] avec 

cl Le même raisonnement montre que Soit

aussi Ve - ~t: (où Pour tout temps d’arrêt bor-
né S tel que [S]~V~ on a 0394BZ,nS  0394BZ, et [U-p] entraine aussi

sups~t |0394BZ.ns| 1Vc~(s ) sups~t |0394Bzs| 1Vc~(s ) ~ ~
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03A3s~t,s~V~(0394BZ,ns)2 ~ {sups~t |0394BZ,ns| 1Vc~ (s)} Var(BZ,n)t.
D’après (a) il est alors immédiat que

03A3s~. (0394BZ,ns)2 P-u 03A3s~. (0394BZs)2,

et donc

2,n = h203BDZ,n-03A3s~. (0394BZ,ns)2 P-u Z := h203BDZ - 03A3s~. (0394B2s)2.

Autrement dit on a [U-], et (4-3) et (4-4) sont immédiats et donnent

d’où le résultat. 0

(5-10) LEMME: Soit X, Z~ et Y=X+Z t donc Supposons que

Z - Up P ~~ 
avec Tp croissant vers *oo. ûn a alors 

(resp. g) si et seulement si (resp. Âg) ) (voir §4-b pour 3’).
De plus, dans ce cas, si on a v = vX+v2,

B y (h) - (resp, et aussi 
. 

Preuve. a) D’après le résultat de localisation t4-’!1) il suff it de

considérer le cas où Z=U4~T~~ n’a qu’un seul saut.

Soit Z’ - 0394XT 1[T,~[, Z" = Z+Z’ - et X’=X-Z’. °

On a alors X=X’+Z’, Y=X!+Z,~! 

Il suffit donc de montrer le résultat lorsque Quit-

te à modifier T, cela revient à supposer que sur 

Notons que dans ce cas Y- X+ Z, J donc nY-03BDX+03BDZ est vrai.

b) Soit f~a avec f(0)=0, et

(5-11) 03B1ni(f) = Y,ni(f) - X,ni(f) - Z,ni(f).

On va montrer un lemme auxiliaire:

t5-1Z) LEMME: Sous les hypothèses précédentes, on 81

1 ~ 1 -~ 4,
’
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Preuve. Etant donnés t3-481 et on a

t5-131 p~’n - p~’n - e

Soit et On a biY - donc

grâce à t2-S) il découle de (S-11) et t5-43)s

ani(f) = X,ni(03C1Y,ni-03C1X,ni)(f) + 03C1Z,ni(03C1Y,ni-03C1Z,ni)(f) - 03C1Y,ni(f)

= 03C1X,ni(dx)Eni[f(x+0394niX+Uni) - f(x+0394niX)] - Eni[f(0394niX+Uni)]

+ 03C1Z,ni(dx)Eni[f(x+0394niX+Uni) - f(x+Uni)]

= 03C1X,ni(dx)Eni[{f(x+0394ni+Uni) - f(x+0394niX) - f(0394niX+Uni)}1H(n,i)]

+ 03C1Z,ni(dx)Eni[f(z+0394niX+Uni) - f(x+Uni)- f(0394niX)1H(n,i)c] ]

et f ( 0 )=0, on a :

~ ~A!~Xt). a
sur H(n,i1

~ 
sur 

Par ailleurs sur {Toa} par hypothèse, donc sur cet ensemble on

a QiX = X n 
- XT- - X n . En comparant à (3-5), ce qui pré-

cède entraine alors 

t5-’14) ~an(f)~ ~ Ma 3a 

+ 3a 

Remarquons que si Z’=’1~Tl~’ on a et 

d’après t3-12-b):

t5-15) sup 
n 

) -~ 0.H(n,i)

Ensuitej on a
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Eni[03A3i~1,Tni~t Eni(1H(n,i))] ~ 03A3i~1 E[1
{Tni-1 ~t} Eni(1H(n,i))]

t5-~~1 = 1. .

De plus, si est le nombre (aléatoire fini) de points s~t tels

que > e toû e>Ûl, t3-18l montre que et

pour au plus ptt,el valeurs de i. Banc

03A3i~1,Tni~t 03C1X,ni(|x|1) Eni(1H(n,i)) ~ ~ 03A3i~1,Tni~t Eni(1H(n,i))

+ p(t,~) supi~1,Tni~t Eni(1H(n,i)),

et comme ~>0 est arbitraire, on déduit de t5-’!Sl et t5-’161 que

t5-’17y L. n ~jl -l-> 0.

D’autre part le processus croissant est â valeurs

finies, car Z est â variation finie. Si 03A3s~. 0394As 1{0394As~},
t3-’18? entraine que

03A3i~1,Tni~t Max(03C1Z,ni( |x|1),03C1X,ni(|x|1)) ,

~ A~t + At ~ (supi~1,Tni~t 03C1X,ni(|x|1).

D’après (3-12-b) 1 et 1 e fait que A~t~0 quand ~~0, an obtient donc :

t5-48~ 1 n 
1 ~ 0.

Etant donné 15-’141, le résultat découle alors de t5-’17a et

t 5-’1$1 . ~

Fin de la preuve de t5-’14). c1 ün peut supposer que Par t3-21,

t5-491 L p 03B1ni(h).

X vérifie si et seulement si Y vérifie [U-03B2], d’après le

lemme précédent, et alors BY(h) = BX(h)+BZ(h).
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d) D’après (5-19) et (3-2),

Y,n(h)t - X,n(h)t - Z,n(h)t + 2 

03A3i~1,Tni~t 0394BX,n(h)Tni 0394BZ,n(h)Tni
== r n t:a?(h~) - c°th)2 - n 

+ )].’ ’ ’ T? T?

Comme h~1 et donc et , t5-’12) im-

plique (en négligeant de mentionner h!):

t5-2C) (C~’n - ç~’n - C~’n + 2 ~ 0.

Supposons que X et Y vérifient On sait par (5-6) que Z vé-

rifie [U-~] et [U-~] et que est borné dans L1. Donc

la même démonstration qu’à la fin de celle de (5-6) (avec

e montre que

t5-21) 
. 

’

Comme ~’") CZ, t5-24) et t5-2’1) montrent que X vérifie 

si et seulement si Y vérifie [U-~], et alors

t~-22) dBZ.
G s s

Enfin un calcul élémentaire, basé sur le fait que montre

que vX et B(h) vérifient (4-3) et t~-~) si et seulement si vY et

vérifient (4-3) et (4-4), et dans ce cas t5-221 entraine que

(car C-0 par (5-6)).

Grâce à t4-6), le résultat découle alors de (c) et (d). Q

(5-23) COROLLAIRE: Soit On a (resp, g) > si et seulement si

X(h)~’g (resp. g), et alors

t5-24) 

(resp. et de plus
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t~-~5~ ~X ~ j~

Preuve. . Soit a34 tel que pour Soit TC=4, " ,,

Tp+1 - : On a limp~Tp = c&#x26;. Soit aussi

U = 
’

v = 

~~T P ~~ , ’
et Y-X-U. On a alors X-Y+U et et ~, et

~. Enfin L’équivalence cherchée découle

alors de t5-Z41, ainsi que t5-~51 dans le cas où De plus

) + B(h ) - 

Enfin (5-6) implique Mais un calcul simple

montre que et par suite on a (5-24). Q

6 - DEMONSTRATION DES THEOREMES

Notre premier objectif est de montrer que les trois classes g,
~’R et coïncident. Commençons par étudier les processus bornés.

(6-1) LEMME: Soit X~’g avec et h une fonction de troncation

continue telle que h(x)=x pour Alors et 

Preuve. La preuve ressemble à celle de t4-~41, En vertu de i4-411 et

(5-2~ on peut localiser, et donc supposer que pour une

constante R’. .

Soit Tn = inf(t: : et Alors

[  2K’+a et avec les notations (4-15) la Fn-martingale
~’ n

est bornée par une constante b, uniformément en 

(remarquer que Tn est un Fn-temps d’arrêt).
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On déduit de BX(h) que Tn -~ w, donc

n 

~ pour tout t. Exactement comme dans la preuve

de (4-20)J on a xt ~ Xt p.s., 3 et à cause de la bornitude on déduit:

(6-2) MntTn L1 Mt := Xt - BX(h)t .

Soit alors st et pour un donc aussi H~Fns pour tout

nnO’ D’après (4-16) et (6-2) il vient

E[1H(Kt - = liMn = 0.

Donc 0 pour tout Mais ’s- c c F ,

donc par un argument classique li est une F-martingale.

Comme X-X(h), il reste à prouver que appartient à B.

D’abord, si T est un temps prévisible fini tel que [T]D = 03C6, on a

p.s. (car X~), donc p.s. et comme B est prévisible et

M est une martingale ce n’est possible que si p.s,: 1 donc 

De plus, d’après la prévisibilité de Ti et 

E(AX l ) - aB . .1 1 1 

Ti i i T~

Donc [U-~~ pour X entraine que B vérifie d’où le résultat.~

(6-3) LEMME’ Sous les hypothèses de (6-1)J si de plus , on a 

Preuve On reprend la démonstration précédente: on peut supposer de

plus que on prend au 

donc Donc les martingales sont aussi

uniformément bornées. [U-~] et [U-~] entraînent Tn -~ ao, ’ donc on a

aussi 
, 

n 

S et on a donc en plus de (6-2):

(6-4) 

NntTn L1 Nt := (Mt)2-X(h)t.

On montre alors comme ci-dessus que H est une martingale, ce qui en-

traine donc d’après (4-6), où A est donné
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par (4-4), avec B=BX(h)=FX(h). Par ailleurs (4-2) entraine aussi

M,M>=Mc,Mc>+A, donc GX-Mc,Mc>=CX. []

tb-5) LEMME: Si X~0 vérifie on a X~g.
Preuve . al Soit h telle que h(x)=x pour (xp4K. On a Xth)=X=F+M, avec

F~loc et b martingale locale. Quitte â localiser (cf. (4-11) et

(5-2)), an peut supposer que F~ et que :=M,M> est borné. En parti-

culier, M est une martingale. Banc, d’après (4-18) et comme les Tni
sont prévisibles, an a (en omettant de mentionner hl

BX,nt = 03A3i~1,Tni~t [E(0394X |F(Tni)- ) + Eni(0394niX)]
= 03A3i~1,Tni~t [0394F

Tni 
+ Eni(0394niF)].

I2-’14) appliqué â F montre alors que X vérifie [U-03B2] avec BX-F.

b) Appliquans encore (4-18):

(6-6) X,ni(h2) - X,ni(h)2 = 03C1X,ni(h2) + 03C1X,ni(h2) + 2 03C1X,ni(h) 03C1X,ni(h)
- 03C1X,ni(h)2 - 03C1X,ni(h)2 - 2 03C1X,ni(h) 03C1X,ni(h)- 

i 
- 

Pi" 
- 

Pi Pi

(6-7) 03C1X,ni(h2) - 03C1X,ni(h)2 = E[{0394F

Tni 
+ 0394MTni}2|F(Tni)- ] - (0394FTni)2

= E[(0394Mn)2|F  ) = 0394
n

Ti tTi1- Ti

(6-8) 03C1X,ni(h2) - 03C1X,ni(h)2 = Eni[(0394niF + 0394niM)2] - Eni(0394niF)2

= Eni[(0394niM)2] + 2 Eni(0394niF 0394niM) + Eni[(0394niF)2] - Eni(0394niF)2

= Eni(0394ni) + 2 Eni(0394niF 0394niM) + Eni[(0394niF)2] - Eni(0394niF)2.

Soit K’=sup|F| et h’ > une fonction de troncation telle que h’txl=x si

Ca~me F est prévisiBle, pF’° - e~F , , donc t4-’!81 entraine

Tn
F,ni(h’2) - F,ni(h’)2 = 03C1F,ni(h’2) - 03C1F,ni(h’)2
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= 
.

Par ailleurs d’après t4-~O1 ~’") 0, donc

tb-9i ~ n 
0.

~ ~ ~ 

En second lieu, GEB par t4-22f et la bornitude de G. Donc

(6-10) ~ n 
[dG 

n 
+ EntdiGl] ~ G.

Ti ’ ’

Enfin, en utilisant encore et Hôlder:

- a°H)I

- 

= Ent~.°F1~}1~~ 
d’où

7 n IEntanF d°Hlj
~ {03A3i~1,T ni~t Eni[(0394niF)2] - Eni(0394niF)2}1/2 {03A3i~1,

Tni~t Eni(0394ni)}1/2.

0n déduit alors de (6-9) et (6-10) que

(6-11) 03A3i~1,T ni~t |Eni(0394niF 0394niM)| 
P 0.

D’après (3-2), et (6-6), (6-7), (6-8), il vient

X,nt = 03A3i~1,Tni~t [0394Tni + Eni(0394ni)] + 2 03A3i~1,Tni~t Eni(0394niF 0394niM)

+ 03A3 [Eni((0394niF)2) - Eni(0394niF)2]. ~ i i i

Donc tb-9y, tb-101 et tb-4~1 entrainent Cx’n ~"~) g. Autrement dit,
X vérifie avec Il suffit alors d’appliquer (4-2) et

(4-6) pour obtenir que . []

COROLLAIRE: On a ~g = Âg - d0, , et si X appartient à ces ensem-
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bles on a ) et 

Preuve. Il suffit d’appliquer les deux lemmes précédents, et t5-~) et

t5-231, ~

Preuve de t~-~3), Etant donné tâ-42), les premières assertions pro-

viennent de (5-2-b), et la fin de (5-5). Q

Preuve de i2-~4), C’est i~-~41 et t4-~~). ~

Preuve de iZ-151, Etant donné tb-12), cela provient des définitions

de Fxih) et de GX, ainsi que de i3-~), Q

Preuve de (2-19). La partie (b) provient S. . La condition

nécessaire et la dernière assertion de (a) proviennent de g = 0.
La condition suffisante de (a) provient de (2-~3). []
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