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L'APPROXIMATION UCP ET LA CONTINUITE DE CERTAINES
INTEGRALES STOCHASTIQUES DEPENDANT D'UN PARAMETRE

LIN Cheng de

Department of Computer Science
Xiamen University, XIAMEN (AMOY)
FUJIAN, CHINA

Pour certaines intégrales stochastiques, dépendant d'un paramétre

dans Rd, du type (d'Itd ou de Stratonovich) :

t
Zt(m,x) = I Hs(m,x)dxs(w,x)
o
se pose les problémes d'approximation UCP (i.e. uniformément sur tout
compact de R+ x Rd en probabilité sur 2) et de continuité de Zt(m,x)

en (t,x) e R+ x Rd .

L'étude des intégrales stochastiques sans paramétre nous montre
qu'il existe des suites de familles d'intégrales de Riemann dépendant
de w € @ , qui convergent en t sur tout compact de R+ vers Z(t,w) en

probabilité. Dans cet article, la méme idée nous aidera a traiter des

intégrales stochastiques dépendant d'un paramétre.

Pour commencer, on fixe, une fois pour toute, (Q,E,gt,P) comme
espace probabilisé, filtré, vérifiant les conditions habituelles. Dé-
sormais, tous les processus, sauf pour les cas spécialement indiqués,

sont considérés sur cet espace.

Définition 1 : On appelle subdivision aléatoire toute suite finie ou

infinie o = {T0 =0<T < ... LT L ...} de temps
d'arrét. Et on dit qu'une suite o_ = {TZ < T? < ...}

de subdivisions aléatoires tend vers l'identité, si

- R_ = sup Tn converge p.s. vers 1l'infini ;
n k
k
Jo_| = su (T2 ) converge s. vers O
Tl T AP Mk Kk ge p-s- :

Définition 2 : Soient (E,m) et (E',m') deux espaces métriques locale-

ment compacts dénombrables a l'infini, {fn} une famille
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de fonctions définies sur 2 x R+ x E, a valeurs dans E',
mesurables en we& Q pour tout (t,x) & R+ x E fixé, et
continues en (t,x) & R+ x E, pour tout we @ fixé. On dit

que £ converge UCP vers la fonction f mesurable sur

Q2 x R+ x E, a valeurs dans E', si, pour tout compact K

de R+ x E, on a sup m'(fn(m,t,x),f(m,t,x)) tend vers
(t,x)eK
O en probabilité.
Par la suite, on travaille avec E = Rd muni de la norme
|x] = max |x,| et E' = R.
1<i<d
Lemme 1 : Soient X(s,x), Xn(s,x), n=1,2,... , une suite de fonctions

mesurables sur @ XR+ x Rd, continues en (s,x) pour tout w
fixé. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
a) Xn(s,x) converge UCP vers X(s,x) ;

b) Il existe une suite (am) de constantes positives

m>1
tendant vers 1'infini, et pour tout x & Rd fixé, une suite

croissante (T:)i) de variables aléatoires positives telles

>1
que :
i) Vm, inf T: tende vers 1'infini en probabilité
[x[<a
—“m
quand i tend vers 1'infini ;
ii) v¥m, Vi, sup [ sup |Xn(s,x) - X(s,x)]]

x
<
|x|_am se[O,Ti]
tende vers O en probabilité quand n tend vers
1'infini.
Démonstration : a) + b) est évident. On va montrer b) + a).
Pour tout compact de forme K = [0,b] x {|x| < a} , tout n,
tout x & R et toute famille T = (Tx)xeRd de v.a. positives,
définissons Dn(x,T)(m)z sup ]Xn(s,x,w)—x(s,x,m)l,
s€[0,T" (w)]
Hn(a,T)(m)= sup Dn(x,T)(m).
x| <a

Notre but final est de montrer Hn(a,b) —E+ 0O quand n tend

vers 1'infini. Puisque, pour tout we Q fixé, on peut trouver
une suite (xj(m))j » qui dépend de w, dans {|x| < a}l telle

que lim Dn(xj(m),T) = Hn(a,T)(m), alors, pour tout € >0
J
fixé j -
» on peut trouver j (w), donc xjo(w) = xjo(m)(w) telle
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que H (a,T)(«J)—Dn(xj (0),T)(w) < €/2. Maintenant, on a dans @
n
o

{H (a,b) > e}l Dn(xjo(W),b)ie/Z} =

Xi (w) X5 ()
(0, (x; (w),b)2e/2} N (11,70 " (0)<p} U {1,907/ (0) >b e
o

X.
c {TiJo(m)(m) <b} U{D (x. (w),T.)>e/2} C
g i’z

c ginf TX(w) <b} U {H_(a,T,)> €/2}
1 n 1
Ix|<a
Pour a choisie dans {am}

m>1 * Par b) i) et ii), on sait que

Plw : inf TX(w) <b} — 0 , (i—> =)
Ix|<a °

P{w : Hn(a,Ti)Z e/2} —» 0 , (n—* =)

donc, si l1l'on choisit d'abord i assez petit, et ensuite,
pour ce i fixé, on fait tendre n vers 1'infini, on a bien

P{m:Hn(a,b) >e} —* 0, (n—/0 =).

On introduit le lemme suivant, qui est une variante du lemme de
Kolmogorov, et qui va nous servir comme condition suffisante pour

1'approximation UCP sur Q x R+ x R.

Lemme_2 : Soient G(n,t,x), n = 1,2,..., une suite de champs aléatoires
(i.e. pour tout (t,x) € R+ x Rd fixé, G(n,t,x) est une v.a.
sur @), continus en (t,x), et G(t,x) un champ aléatoire,
tels que :

i) 6(n,0,0) = G(0,0),
ii) pour chaque (t,x) fixé, les G(n,t,x) convergent en
probabilité vers G(t,x),
iii) pour un certain p > d+1, et tout compact K fixé de

R x Rd, il existe une constante C telle que
+ p,K
2
E{|G(n,t,x)-G(n,s,y)]| p}_gcp K(It—s|p+|x—y|p)
?

quels que soient (t,x),(s,y) appartenant a K et n€ N.

Alors il existe une version (unique 3 indistinguabilité
prés) continue en (t,x) de G(t,x), et G(n,t,x) converge

UCP vers G(t,x).
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Pour continuer, rappelons que toute semimartingale X continue a une

décomposition canonique X = x© 4 i, ot x© est sa partie martingale

locale et X est sa partie a variation finie, et que x® et X sont toutes
les deux continues. Pour une semimartingale avec un paramétre x € Rd .
on notera indifféremment X(.,x) et X.(x) les trajectoires qui dépendent
de x.

Nous faisons quelques conventions d'écriture pour simplifier la dac-

tylographie et donc la lecture :

8, = la partie entiére de 2ns, (notée habituellement [2ns]) ;
n . s R .

1k(s) = 1[k2—n,(k+1)2-n[(s) . (continue a droite) ;

n . R .
lk(s) = 1]k2‘",(k+1)2—n](5) , (continue a gauche) ;

n

X(n]k,x) = X(k2” ,x) , ou k est entier ;

x™(s,x) = & 1,(s)X(nlk,x) ;
k

§X"(s,x) = I 1(s)[X(n|k+1,x) - X(n|k,x)]2" ;
k

s'il n'y a pas de confusion.

Lemme 3 : sojent X(s,x),Y(s,x) deux champs aléatoires sur R «x Rd
tels que +
i) pour tout x € r9 fixé, X = Xx%(.,x) + X(.,x) est une
semimartingale continue avec d<X.(x)>t+|dit(x)| < dat,

ou <X.(x)>, est l'abréviation de <X.(x),X.(x)>t ;

t

]
e X(s,x) existe et, pour tout i et x fixé,

3 3 B
X X(s,x) =(3KT X(s,x))° + fi; X(s,x) est une semimar-

tingale continue avec E[|<5%— X(-,X)>s|p] et
i

s
E) 2 - - "
E[|I Idu X X(u,x)| p] uniformément bornés en (s,x)
o i

dans tout compact K de R+ x Rd pour certain P > d+1.

ii) Y(s,x) est borné en (w,s,x) ; pour tout x e Rd fixé,
Y(.,x) est un processus adapté ; 5% Y(s,x) existe, et

est borné en (w,s,x).
t
Posons I(n,t,x) = I Yn(s,x) cxn(s,x)ds. Alors, pour

o
tout compact K de R+ x Rd, on a
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2
E[|1I(n,t,x) - I(n,s,y)|“P] < c, K(It-SIp + 1x-y|?)
*

pour tout (t,x),(s,y) & K, ou Cp ne dépend pas de n.

,K
Note : Pour éviter de surcharger les énoncés et les preuves, on utilise
une constante universelle, notée C, ou Cp quand il est nécessaire d'in-

diquer que C dépend de p.

Démonstration : D'abord E[|I(n,t,x) - I(n,s,y)|°P] <
2p 2p 2p-1

<{E[|I(n,t,x)-I(n,s,y)| " ]+E[|I(n,s,x)-I(n,s,y) | " ]}2 .
Pour s < t fixés, avec les conventions faites (voir page

précédente), définissons

sis <t , Hi(x) = I  Y(nlk,x)"1_(w)+2"¥(n|t ,x)"1_ (u)*
-n —n u k -n s
s_<k<t -n
=n ~n
(4 -n n -n_ n X
(t Enz )+2 Y(n|§n,x)((§n+1)2 s) l§n(u) H
. n n n
sis = En , Hu(x) = 2 Y(n|§n,x)(t—s) 1§n(u).

b
Alors, on a I(n,t,x)-I(n,s,x) =I Hﬁ(x)qu(x) , ou

o
b = (§n+1)2_n - Notons I, = I(n,t,x)-I(n,s,x).
Définissons ensuite,

ﬁﬁ = & [Y(n|k,x)-Y(n|k,y) ] "1, (u) +

k<s
-n

n -n n
+ 2 (s—§n2 ) [Y(n|§n,x) - Y(n|§n,y)] ls (u).

=n
Alors, on a |I(n,s,x) - I(n,s,y)| =
s
= |I (Y% (u,x) 86X (u,x)-Y"(u,y)6Xx"(u,y) Jdu| = B
o
s
B = |I (Y™ (u,x)-Y"(u,y) ] 6X"(u,x)du +

s
+ I Yn(u,y) [sx“(u,x)- GXn(u,y)]dul.
o

s
Posons I, I [Yn(u,x)—Yn(u,y)]Gxn(u,y)du

o
S [° A% ax (x) d = ( 127"
= u u(x ol a= (s + ’
o
S .on n n
I3 = I Y ' (u,x) [6X (u,x)- 6X (u,y)]du,
o
et g; = (y1’°"'yi-1’ hi’xi+1"'°’xd) i=l,...,d ,

on a d'abord
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i
]
I¥(alk,x) -Y(nlioy) < | 5 [ 32 Yinlc,g)an, | <cl x-y|
i<d 'Yi %y

3 - N n
(par hypothése X Y(t,x) est borné), d'ol Iﬁul <Cl|x-y]|.

s
Ensuite, I, = I 2" 1 Y(n|k,y){[X(n|k+1,x)-X(n|k+1,y)]-
o k

[X(n|k,x)-X(n|k,y) ]} IE(u)du =

X.
= I Y(nlk,y) { = I * 3%~ X(nls atlogy)- az 3 X(nls ,g;)]ldh 1+
i

i<
k<s_ i<d 'y,
i, a )
+(2"s-[2"s 1) ¥(nls,y) € 5 [ 1 (5E-X(nls +1,8,)- 5o-X(nls,.g)lan )
i<d “y. i i

1

X
i 3
=z I Yz Y(n|k,y)[3 X(n|k+1,g )= spX(nlk,g;) +
i<d 'y, k<s i

n n 3 3
+(27s-[2 S])Y(nl§n,y)[;EIX(nI§n+1.gi)— SE;x(n|§n,gi)]}dhi =

x. a
=z J ' [J z(u,y)d (57 x(u,g ))lan, od
i<d \ o
Z(u,y) = I Y(n|k,y) nlk(u) + (2ns—[2ns])Y(n|§ ) M1 (),
k<_§n n En

2 X502 2
et E[l1,] P < c, = E[|J [f Z(u,y)d (3 X(u,g )) ldn, | Py <

i<d y; ‘o

X. a
c x E[|xi-yi|2""1 J . |J z(u,y)d (34— x(u g; ))|2pdh 1=

|
<
i<d y. o

1A

2p-1 [*i a 2
cp = Ixg-y 1P [ ] zuya - X)) 1 %P lan,
i<d y o

(en supposant x; > y.).

Si 1'on suppose que

]
o X(u,gi) est une martingale locale, on
a : i

[ ztuyia, (G X(u,8;0)1%] <
o
a 2 ] p
< C E —_—
<c [lfo 12(u,y)|° a < ahiX(.,gi)>u| 1 <8
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a
3
Cp E['Jo a4 <3q x("gi)>u|p] (Z(u,y) est borné)

i

]
1A

] P
C E Le—X .
P [| ahi (urgi)>a| ] < cp’k ’

.~ 9 s
pour le cas ou EE—X(u,gi) est un processus a variation
i

finie, on a le méme résultat grédce a l'hypothése i). Donc,

on a
2p 2p
E[11,1°P] < c rox,-y, 1P <c Ix-y|P .
3 P,k i<d ivi - Pyk
De méme, on peut montrer
E[11,1%P] < c_lt-s|P et E[I1,1%P] <c_  Ix-yIP .
1 - p 2 - p,k

Nous allons montrer le résultat principal :

Théoréme 1 : Soient X(s,x), Y(s,x) deux champs aléatoires, continus

en (s,x) sur R+ x Rd tels que
i) pour tout x € Rd fixé, X(.,x) = Xc(.,x) + X(.,x) soit
une semimartingale avec d<X(.,x)>t+|dit(x)| < dAt ,

ol (At) est un processus croissant, continu, (Et)—adapté

et indépendant de x, et que E%X(s,x) existe, et pour

9 9
tout i et x fixé, sg—x(s,x) = (;;—X(s.x))°+ 3;—X(s,x)
i i

soit une semimartingale continue avec E[|<3%—x(.,x)>s|p]
8 3 2 i

et E[l[ |du si—x(u,x)ll P] uniformément bornés en (s,x)
o i

dans tout compact K de R+ x Rd pour certain p > d+1l.

ii) pour tout x € Rd fixé, Y(.,x) soit un processus adapté,

et que ng(s,x) existe, et soit continu en (s,x).

Alors, il existe une suite (an) de subdivisions aléa-

n n n n
i U = e < oo
toires, ol on {To < T1 < < Tk } , les Tk

étant des temps d'arrét, tendant vers l'identité, et

telle que, si l'on pose
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n n n,-1
BXT(eux) = BOX o CO=X G0N, -T0 T dpgn e (s)
k+1 Kk
Y% (s,x) = £ Y(TP,x)1 (s)
Kk k [T:,T: [
+1

t
I(n,t,x) = I Yn(s,x)AXn(s.x)ds ,
o

t

alors, I(n,t,x) converge UCP vers ] Y(s,x)dXS(x) et
o

cette intégrale a une version continue en (t,x).

Démonstration : Nous introduisons un changement de temps :

Tt = inf{s : AS + 8 >t} .
Il est évident que t - Tt est bijective, continu, et qu'on a
|Tt - Ts| < |t - s| pour tout s,t. On change de filtration :
notons

c c - =
G, = E » W, = X (x) , W, = X~ (x) et W, = X_ (x)
=t —Tt t '].‘t t Tt t Tt

en omettant tous les paramétres x dans wt, W: et it' Il est
bien connu que, pour tout x fixé, W est une gt—semimartingale
continue avec la décomposition canonique W = we 4+ W Si 1'on
pose U(t,x) = Y(Tt,x), alors, U(t,x) est continu en (t,x),
et, pour tout x e Rd fixé, U(.,x) est adapté par rapport a
(g,)-

Pour tout n € N fixé, on constitue une subdivision

aléatoire : o, = {T: < T: < ...} , avec la suite de Et—temps
d'arrét suivants : T: = inf{s : As + 8 > k2—n}.
Posons AXn(s,x) et Yn(s,x) comme dans 1'énoncé, et
T
J(n,t,x) = f & Yn(s,x) AXn(s,x)ds
o
n n n
w = W, - = -
n,k k2™0 - W (s) : A L U LA
alors, on a J(n,t,x) =
Tt n
= Y(T,, X - no _pn
[o DY XK, GOX LGN 1L (s)as
k+1 k [ Kk’ k+1[
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rt n _n
= z -
J U(nlk,x)(wn,k+1 Wn,k)2 lk(s)ds +
o k
n n n n
+ [(Tt—Tt )(Tt +1 T ) - (2 t-En)]u(“|£'n'x)(Wn,t +1—wn,t ) =
~n -n ~n ~n n
rt n n
= J U'(s,x)éW (s)ds + G(n,t,x).
o

I1 est facile de voir qu'on a d<wW>, + Idwtl < dt, et que

t
k]
X U(s,x) existe et est continu en (s,x).

En utilisant les trois lemmes précédents, on a la conver-
t n n
gence UCP de I U (s,x) W (s)ds vers
o

t Tt

I U(s,x)dwS = j Y(s,x)dxs.

o o

Pour G(n,t,x), gréce au lemme 1, on peut supposer que

Y(s,x) est borné, ainsi donc que U(s,x), d'ou

In

|1G(n,t,x) | < 2b|\|ln'En+1 - wnrfn| = 2b|XTn (x)—xTn (x)|
t +1 t
-n ~n

< 2b sup |X (x)-X,(x)]| ,
telo,c], [n]<2™®  t*R ¢

ol b est la borne de U(s,x). Comme X est un champ p.s. con-

tinu en (t,x), alors, G(n,t,x) converge UCP en (t,x) vers O.
T

Et par conséquent, J(n,t,x) converge UCP vers I tY(s,x)dxs(x).
o

Enfin, pour tout K compact de Rd, tout ¢c,q € R, on a

t
P{w : sup [ sup |I(n,t,x)- I Y(s,x)dxs(x)|] > e} <

x€K te[o,c] o
T
<P{w : sup [ sup |J(n,t,x)- I tY(s,x)dxs(x)|]>e}+P{m:T <c}
xéK te[0,q] o a

pour le dernier terme, on prend q assez grand tel que la
probabilité soit assez petite, et pour ce q fixé, on fait
tendre n vers 1'infini dans le premier terme a droite ;

t
alors I(n,t,x) converge UCP vers I Y(s,x)dxs(x) vient immé-

o
diatement de la convergence UCP de I(n,t,x).

Remarque : Avec la technique précédente, sous la méme hypothése sur

la famille de semimartingales {Y(t,x)}x que sur {X(t,x)}x
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[c'est—é—dire, d<Y.(x)>t + Id?t(x)l < dBt , et certaine

)
bornité uniforme sur E[|<5R—Y(.,x)>t|p] et sur
i

s
] 2 .
E[II Idu SX—Y(u,x)ll p]], on sait que
o i

t
AY™ (s, x)ax™(s,x) (" —T™)1 (s)ds converge UCP
k+1l "k [Tn oh
° K’ k+l
vers <X.(x),Y.(x)> ot "AX"" et may"n correspondent & une

t,
subdivision aléatoire {TE}k donnée par les temps d'arrét
n n
- . > .
Tk(m) inf{ s : AS + Bs + s k/2}

Par conséquent, pour les deux familles de semimartingales
{xX(.,x)} et {Y(.,x)} citées au-dessus, nous pouvons aussi
avoir 1'approximation UCP de 1l'intégrale stochastique de

t
Stratonovich S(t,x) = I Y(s,x)*dXs(x) par une suite de

o
familles d'intégrales au sens de Riemann. La continuité

de S(t,x) en (t,x) s'en suit. Ici, nous omettons les détails.

Pour finir, nous considérons un cas particulier ou X(t,x)

est la solution d'une équation différentielle stochastique.

t
. x x
Soit Xt = X + Io f(XS)dZS , oi x €R , (ZS) est une

semimartingale continue, f appartient a CZ(R), et f', la

dérivée de f, est bornée.

Pour le cas multidimensionnel ol 1'on suppose X & Rd N

] )
(Zs) a valeurs dans Rd , f appartenant a Cz(Rd;Rd x Rd ) et

3%7 f, i < d, bornés tous les raisonnements a venir reste-—
i
ront valides, mais pour la simplicité des notations et de 1la
preuve, on se contente de traiter le cas unidimensionnel.
On sait, d'abord, que la solution de 1'équation ci-dessus
X: a une version continue en (t,x), que, pour tout x € R
fixé, x¥ est une semimartingale continue, et que la dérivée

de X? par rapport a x existe,

o I

x t 9 ox ' x _
XE s fo 52 X0 (x%) Jaz, =

t ;X 1 t X, , 2
' - - ] .
exp{[0 f (XS)dZS 2 jo | £ (Xs)l d<Z>S} ;

en plus, elle admet une version continue en (t,x).
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(cf. A. Uppman [4] ou, pour le cas ou Z est un mouvement

brownien, H. Kunita [1]).

Démonstration

Soient X: la solution de l'équation ci-dessus, avec la

décomposition canonique xX - x¥¢ . xX , et Y(t,x) un

t t t
champ aléatoire, continue en (t,x) tel que, pour tout

x € R fixé, Y(.,x) soit un processus adapté, et que
)
X Y(t,x) existe, et soit continu en (t,x). Alors, 1'in-

t
tégrale stochastique I(t,x) = I Y(s,x)dX: a les proprié-
_ . o
tés suivantes :
i) Pour tout K compact de R, on a une suite d'intégrales
au sens ordinaire (de Riemann) (IK(n,t,x)l définies

sur R+ x K x 2 , qui converge UCP vers I(t,x).

ii) I(t,x) a une version presque siirement continue en

(t,x) sur R+ x R.

: i) Tout ce qui apparait dans cette partie de démons-

tration dépend de K, le compact fixé de R, mais pour &tre

bref, on supprime tous les K dans les notations adoptées

ci-dessous.

Prenons T, = inf{ s : sup |XJ| > i} , i=1,2,... . On voit
x€K

facilement que (Ti)i est une suite de temps d'arrét tendant

vers 1'infini et que l'on a |X:| < i sur [O’Ti] x K. Pour

i fixé, si 1l'on pose Vi = sup |f(x)|vl, alors pour tout
: Ix]|<i
x € K, on a d<x¥> < v2 a<z> et |dXX | < V.|dZ, .. |-
tATi - i tA'ri tATi - i tATi

Posons ensuite,

et

Ce

¢

de

2
=k V, 1 (u) , H =1LV, 1 (u)
u ; 4 [Ti—l'Ti[ u ;g 1 [Ti-l'Ti[
s s _
S, = inf{ s : I D d<Z>  + I H |dZz | + s > t}.
t o VY u o U u -

changement de temps est continu, donc, si l'on prend
x x

= ES et Qt = XS , on sait que la gt—décomposition
t t
Qx est juste x¥. ¢ L x* = Qx,c + Qx .
t St St t t

Pour tout x € K, s < t, par rapport a (gt)’ on a bien :
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S S
— t -
«@%F 4 var (%) = x5 b J [aX*] <
s S u
[s,t] s s
s
s s _
<Itnd<z> +ftH|dZ|<t—s;
- u u u u' =
S S
s s
donc d<Q’.‘> +|dQ | < dt et d<z>_ + |dZ. | < dt .
’ - S S
t t
Maintenant, si 1'on pose B(s,x) = Y(Ss,x) , pour traiter

t

l'intégrale stochastique j B(s,x)dQ: , on se raméne a véri-
o

fier les hypothéses du lemme 3 :

a) 3% Q? est une semimartingale continue ;
t 3 x,2

b) E[|<—— x> | et E[|I ld 3% % | P] sont unifor-
o

mément bornés en (t,x) dans tout compact K' de

R+ x R pour certain p > 2.

Comme on l'a dit, a) est vraie ; pour b), on suppose d'abord

que 5% Q¥ est une martingale locale continue. Alors, pour

tout t,x fixés, on a

t
9
E[1<32 @¥>, I = E[|1 + j (5% O £1(012 acz>g |P) <
o u
t
3 . .x 2 o) ] x 2 P
<c (1] 155el a<z>g 1Py cp{1+E[|] 15207 12aul P 1)
3 _x,2p

t t
3 . x P
<C _20% _2
- D+Cp,k' Io E[lax "7 lau < Cp+cp,k'f0 E[!<3x Q'>u| lau .

D'aprés le lemme de Gronwall, on a

9 X P
E[]<=2Q%> <
[l axQ t' ] < Cp exp(Cp'k,t) < Cp,k' < ®

Pour la partie a variation finie de §%Q¥ , on a le résultat

analogue.

Jusqu'a présent, on a démontré que, par rapport a (Gt)'

t
n n
J(n,t,x) = j B (s,x)8Q (s,x)ds (correspondant aux subdi-
o t
visions dyadiques) converge UCP vers [ B(s,x)dQS(x). Avec la
o
méme procédure que celle dans la démonstration du Théoréme 1,
on a le résultat désiré. En posant S . = S._n
n,i i2 ’
approximation est écrite explicitement comme

la bonne
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t
I Yn(s,x)AXn(s,x)ds , ou

IK(nvtrx) =
o
Yn(s,x) = F Y(Sn’i,x) 1[S ., ) [(S) et
i n,i n,i+l

n x X -1
A = - -

X" (s,x) F (XS . X _)(Sn,i+1 n,1) 1[S .

i n,i+l n,i n,i’ n,i+1

Quant au résultat annoncé dans ii), il est la conséquence
immédiate de i), sachant que toutes les IK(n,t,x) sont

continues en (t,x).
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