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UN THEOREME DE CONVEPGENCE FONCTIONNELLE POUR
LES INTEGRALES STOCHASTIQUES.

G. pages ()

Au chapitre IV de son Cours d'Ecole de St Flour [3] sur les théoremes limites,
Jacod démontre un théoréme général de convergence fonctionnelle pour les suites de
semi-martingales lorsque la limite est une semi-martingale quasi-continue a gacuhe
reposant pour 1l'essentiel sur des conditions de convergence des caractéristiques
locales. I1 est alors naturel de se demander quel type de résultat on peut espérer
obtenir lorsque, au lieu de semi-martingales quelconques on considere, des intégra-
les stochastiques de processus prévisibles localement bornés.

~ Dans un premier temps, il semble logique et séduisant de faire appel, pour résoudre
ce probléme au théoréme évoqué ci-dessus une fois explicitée la forme des caracté-
ristiques locales d'une intégrale stochastique H.X en fonction de H et des carac-
téristiques locales de X. Malheureusement, outre ou'il est alors nécessaire d'im-
poser a la limite H.X d'&tre quasi-continue a gauche ) , les conditions ainsi

dégagées cadrent mal avec 1'idée que 1'on se fait habituellement des conditions de

convergence d'une suite d'intégrales (j'entends par 1a: "IILixsld)(IS1 e), _stdXS"

des que o E!l—J» )(,Hn °—\£(——)—> Het (Hn)nZ 0 convenablement dominée''). Cette

méthode fait en effet peser sur les caractéristiques locales de X de lourdes
contraintes de bornitude (liées a 1'identification de la limite) et méme de
"rajoration forte au sens des processus croissants' (liées a la tension) qui en
limitent sinon 1'emploi du moins la portée théorique. Nous n'explorerons donc pas

cette méthode ici (exhaustivement traitée dans [6] - chapitre III).

(#) UNIVERSITE P. et M. CURIE - Laboratoirne de Probabilités - 4, Place Jussieu
F-75252 PARIS CEDEX 05 - FRANCE.

(1) En fait le théoreme général énoncé dans [3] peut-€tre étendu 2 certains cas ou
la semi-martingale limite n'est pas quasi-continue a gauche (cf [6]-chapitre II)
étendant du méme coup le champ de son 'corollaire' sur les intégrales
stochastiques.
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Une méthode alternative consistait a considérer les intégrales stochastiques

Y* = X" non plus de facon synthétique comme précédemment mais en tant que
"fonctions' de processus "auxiliaires" X2, Cette optigue admise on était ramené

2 démontrer un nouveau critére de relative compacité faible mettant en jeu des
semi-martingales dépendant de processus "auxiliaires' mais ne nécessitant plus

de majoration forte des caractéristioues locales puis un théoréme d'identification
de la limite sans hypothese de bornitude de ces mémes caractéristiques locales
(notons au passage que ces deux résultats intermédiaires ne sont pas dénués d'in-
térét intrinséque, ainsi le critére de compacité s'est avéré &tre une généralisa-

tion d'une grande partie de ceux précédemment énoncés dans [4]).

Lorsque la semi-martingale X est quasi-continue a gauche, le succes de cette
démarche a été comnlet puisque toute hypothese de majoration forte ou de bornitude
des caractéristiques locales limites a effectivement disparu du théoréme de conver-
gence dans ce cas. Par contre, nous avons échoué pour 1'instant dans nos tentatives
d'appliquer le théoréme d'idenfication de la limite sans hypothése de bornitude
quand X n'est pas quasi-continue a gauche et avons donc dfi nous replier sur celui
de [3] ; d'ol la persistance des conditions de bornitudes dans ce cas.

I - Caractéristiques locales : notations et rapopels.

Commencons par revenir sur la notion de troncation (cf [3]-chapitre II).

Déginition (1.1) : On appellera troncation réefle de parametre a (a >0) Ztoute
application h de R dans R, Lipschitzienne, vérifiant :

hix) = x 56 x| 57
Vx €R hix) =0 AL x| za
|h(x)] < |x|ra

« On appellera troncation d-dimensionnelle de parametre a (a > 0) Zoute appli-
cation h de IRd dans md de £La forme :

d

VXER hix) = (h’(xk)yékﬁd ou h' désigne une thoncation néefle de paramétre a.

On notera qu'une troncation d-dimensionnelle ainsi définie vérifie :

d

d
vx € R [h(x)]| = [xfaad (lorsque |[x|=% lxkl).

Cette définition, outre la condition de Lipschitz, différe quelque peu de celle

donnée par Jacod dans [3] (elles ne coincident que pour d = 1) mais cela n'a
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aucune incidence négative pour la suite : au contraire, sous cette forme, la tron-
cation facilite sensiblement certains calculs (cf III) ; et bien entendu tous les

résultats de [3] restent vrais avec cette 'mouvelle'" troncation.

Soit maintenant une semi-martingale cadlag d-dimensionnelle définie sur une base

stochastique (9.fﬁt(ﬁ3§1 (?31 = (3;;)t> 0

1'espace probabilisé (Q,fﬁj@)). A 1'aide d'une troncation h on peut lui associer
e semi-martingale spéciale en posant :

désigne ici une filtration cad sur

h P h
Xe =X - X, - O<§<t X, - h(aX,) (en particulier lAth <ad.

IN

On rappelle que la premiére caractéristique locale Bh est alors définie comme
1'unique processus prévisible a variation finie sur les compacts, nul en O tel

que Xh

- Bh soit une martingale locale). gh dépend bien entendu de h. Quant
aux deux autres caractéristiques locales C et v, intrinseques celles-la, elles

sont données par :

,C C N P . .
C = X", X7> on X° désigne la partie continue de X

< s e, o X
et : v, mesure de Lévy associée a = = T 1 € .
$>0 (AstO) (s,AXS)
En raison de son importance pour la suite nous allons aussi rappeler 1'énoncé du

théoreme de caractérisation des caractéristiques locales (démontré dans [6] -
chapitre III).

Théoneme (1.2) : () Une semi-mantingale X et une troncation h d-dimensionnelles
étant données, L existe un tuiplet (Bh,C,v), unique @ une L{ndistinguabilité pres,
constitué de :

gh - (gh

(1.3) un processus préuisible a variation finie sur Les

1sksd
compacts, nul en 0.

(1.4) C = [Cjkllgj hsd W processus continu adapté, nul en 0, tel que pour

tout wdans Q et s £ 1 ¢ Ct(w) - Cé(w) 504t une matrice symétrique
positive.

d

(1.5) v e meswre akéatoire positive swr R xR® vérnifiant, pour tout w

dans Q

(&) vlw, (0} xRY) = vlwR x 10}) = 0
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(id)  vteR" wlu,t} xRY <1

z
(Lid) vt eR L) LRd ([X]ZAT) viw,ds x dx) < + =

) vt e® aBil) = [ Al vl (8 x d
R

tel qu'on ait Les thodis propridités sulvantes :

“h h h

{a) X" = X" - B" est une mantingale Locale

(b) vi,ke {1,...,d} %h’j }h’k - '5h’j’h est une mantingale Locale oii :

z

. . .
chdsk cik + IO [ WRix) olds x dx) - ¥ 08"

d

(¢)  Posant é\u-PURd) ={§ : R +1Rd Lipschitzienne, bornée, nulle au

voisinage de 0}, on a :
view . g [ §1x) vids = dx) - [ §lx)Xide x dx)
LLP 0 Jo
est une marntingale Locale.

(@ Réciproquement s'il existe (Bh,C,v) venifiant (1.3), (1.4)
et (1.5) tek qu'on ait (a), (b), (c) alorns X est une semi-marntingale de carac-
tenistiques Locales (BM,C,v).
th_ (X5 jhk

X

]
Remanque (1.6) >]1<j ksq €t d'autre part O < Tr(ACh) < d a”.
== 1.0/ <j,ks

Du théoréme (1.2) on "déduit'la définition suivante :

Définition (1.7) : On appellena caractenistiques Locales algébriques tout iplet

(B",¢,v)  dogint sun une base stochastique (0, T, T verigiant (1.3), (1.4)
et (1.5).

Indiquons pour finir deux notations qui seront reprises dans toute la suite par
souci de concision :

- On écrira c.1. pour caractéristique locale, et
t

- On notera f * v, la quantité J £(x) v(ds x dx) 1lorsqu'elle a un sens
0

(v désigne ici une mesure aléatoire quelconque) .
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IT - Résultats généraux.

Tout processus cadlag d-dimensionnel défini sur (g ,‘J—J/,IP) et tel que, pour tout t,
)(t € iF/, peut-&tre vu comme une variable aléatoire a valeurs dans

- R SRS, cadlagl muni de la tribu  dO9 = olm,t €R'}  ob m, dési-
gne : . :]Dd »]Rd
a > o(t).

Or, il est bien connu (cf [1], puis [7] et [5]) que 1'on peut mmir ]Dd d'une
métrique o a (dite de Skorokhod), moins fine que la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts, telle que GDd,pd) soit un espace polonais et orod

1'ensemble de ses boréliens. Pour tout ce qui concerne les propriétés de la topolo-
gie de Skorokhod nous renvoyors a [1], [3] et [4] en nous contentant de rappeler,
outre la caractérisation de la convergence séquentielle, deux résultats dont nous

ferons explicitement usage.

Rappel (0.1 ) : Si A = {a :RY +R+, continue, strictement croissante, A(0) =0

et 1lim A = + »} on a :
+ o«

U U
> o) <= (Sﬂn)nem € Al\I / A L> 1d . et o - o —K-> 0)

R

(an Sk

ot "'Sk" désigne la convergence au sens de Skorokhod et "UK" la convergence
uniforme sur les compacts.

d
une norme sur ]Rd (1e plus souvent |x|= % ]xkl)
k=1

Rappel (0.2) : Soit AT et

vp €N  sup sup |a(s)| < + =
afA ssp
(A Sk-relativement compact) <=
vp €N 1lim sup ;\I(a,é,p) =0
80 a€A
ot w(a,s,p) = inf {max [ sup 1a(u)—a(v)l] O=t <ty <co.< ty=p,t; ,~t, > 8§
Osick u,v€[t,t.1+1[ i20,...0-2)

Rappel (0.3) : (a) Soit a G]Dd, t eRY et o Sk, a

Si bpa = 0 alors th>t=a nan > Ao = 0 (et oP(t"s) » a(t)).
t

Si A

tazO il existe une suite essentiellement unique (tn)nzo vérifiant :
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A _a">aa (et oM(tT) > a(t))
tn t

A nun +> 0 silasuite s differe de t" pour tout n a partir
s

d'un certain rang.

(b) Soit (a™) e suite de ]Dd et (gM une suite de d'
o1 *’/nzo W nz0Q
vérifiant o 5, a et gt Sk, B Si pour tout t € ]R+, il existe une suite
n n n .
(t )nzO telle que (Atna ,Atns ) > (Ata,Ate) alors :

@",8™ Sk | («,8) dans 1Dd+d'.

Soient (Xn)ng g une suite de variables aléatoires a valeurs dans GDd, @1 ) défi-
nies sur les espaces (nn,‘ImJPn ) et X une variable aléatoire toujours a valeurs
dans GDd,@d) s définie sur (Q,S-I/JP). A (Xn)ngo et X on associe leurs proba-
bilités images GPEH)H;O et Py sur GDd,o’Dd). On dira que X" @—> X

(ou méme X" &9> X) si et seulement si ]Pnrl -@*kglpy (,,Ls_k__)),, désigne ici 1la
x \

convergence étroite sur GDd,@d).

C'est ce type de convergence (ou les notions de comacité et de tension qui 1lui
sont associ€es) que nous chercherons 2 obtenir tout au long de ce papier. Notons
enfin que, sauf mention explicite, X désignera dorénavant le processus canonique

sur GDd,ofDd) défini par :

vo €D vt emt X, (@) = alt)

et que ClDd,@d) sera toujours supposé muni de la filtration naturelle cad de X

. d. Nd
notée GQ (°®t =N a(nu,u £ s)). Lorsque @d sera IP-corplétée on écrira
s>t

(ﬁdﬂP) au lieu de (@d
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1° - Relative compacité faible d'une suite de semi-martingales localement de carré

intégrable :

*
Pour tout o € ]Dd et u € R, on peut définir la suite croissante des sauts de o

d'amplitude supérieure @ u par :
T, () = 0et T, (W) = inflt > T, () / |ael>u} ke,

Déginition (1.1) : La gamille {Th(u),h €N,u (—:]Rj} est appelée Le crible

(des sauts) du processus canonique X.

Pan Les mémes formules on peut Euidemment définin Le crible assocdl @ un processus
cadlag YV queleonque dégini sur une base stochastique (Q,T,‘:_P/JP). Ce cnible

Thul,k €N,u €R,)  vérifie atows de facon dvidente :

(1.2) vueR™ veem TZ(u)=Tk(u.)oV.

Les résultats techniques que nous allons énoncer maintenant (et dont on trouvera
une démonstration dans [3]-chapitre I) précisent le comportement des cribles pour

la Sk-convergence des suites.

Proposition (1.3) : Sodent (o) une sulte de wd et o G]Dd.

nenN

n Sk
o >

SL o et wella) = {u>0/vt>0 |ap] =ul on a :

() veeN  T,lu)la") > T, lu)la)

(£L) vk eN (Tk(u)(u) <+ ) = (A )u)

an > A
T, ) (o) T,lu) (o

k

Corollaire (1.4) : Pour toute fonction £ de IRd dans R°, continue, nulle au voi-

sinage de 0, R'application o ~ a-al0) - T §(aa] est Sk-continue.

0<s<e

Ce sera donc en particulier le cas lorsque f = Id a -h ol h est une troncation
R

d
sur R -
Signalons encore une propriété fondamentale des cribles :
vkeN vu > 0 Tk(u) (resp. T{(u)) est un c@d (reso. g-l/dés que Y est fj\i/-adapté)-

temps d'arrét. En ougre si X (resp. Y) est @_d(]P) (resp. ‘JZ)-prévisible Tk(u)
(resp. T{(u)) est _d(IP) (resp. ‘I__/)-prévisible.
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Comme nous 1'avons indiqué dans 1'introduction le critére que nous nous proposons
de démontrer ici est le fruit de perfectionnements apportés a des techniques déve-
loppées et mises au point dans [4]. Par conséquent, et sauf a recopier cet article
in extenso, il était impossible de rédiger ici une preuve se suffisant a elle-méme.
Quelques (deux...) rappels tirés de [4] vont donc s'avérer encore nécessaires.

Soit ()(n)n> une suite de semi-martingales localement de carré intégrable

0
(abrégé en loc.c.i dans la suite) définies sur des bases stochastiques
d .
@ F, TP . on désignera par FU = ((Mn,k’Mn,k> + I' [dAISl’kD la suite
k=1 0]
des processus prévisibles croissants associés " désigne ici le processus prévi-

-

sible a variation finie de la décomposition canonique de la semi-martingale spéciale

Xt en X* =M+ A et par (D) une suite de processus croissants prévisibles,

nzo0
nuls en O, définis sur les mémes bases que les Xn, dominant F' au sens des

processus croissants i.e : G - F' est croissant (ce que 1'on notera Fn\<Gn).

Rappef (1.5) : On note {T{l((u) ,k € N,u elRi} le crible engendré par les . si

1'on a : (1) (IPnGn)na 0

(i1) Ilexiste U,Uc 10,+=[ et inf U =0, tel que :

est Sk-tendue

WN > 0, vu € Upvk 2 1,%,6 > 0, an € N,30 € 10,5[,3R0w) w F'-temps d'arret

vérifiant :
nzn =P'RW ¢ 1T (W-6,Th -0l ,Thw) s N + 6) s e.
Alors : (]P;n)n > o ©st Sk-tendue.
. (ﬁ,‘n . s d i
Rappel (1.6) : Soient )nZO une suite de probabilités sur D~ et P une pro-

. . - uy
babilité sur ]Dd, T un @dap)-temps d'arrét prévisible sur 4 vérifiant :

@ B p
.. '\,
(ii) T est P-ps Sk-continu.
. gbd o
Alors : Ve,§,N > 0,3R,o) -temps d'arrét, 3o > 0,311o €N tels que

nzn ~P'R ¢ JT-5,T-[,T SN + &) < .
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Nous sommes maintenant préts a démontrer notre nouveau critére (baptisé C7 dans
la continuité de [4] et [6]).

on considére une suite (Yn)

Criténe C7 (1.7) : Outre (x“)nzo et (G

nz0 nzO0

de processus cadlag, d'-dimensionnels adaptés (définis sur les mémes bases sto-

chastiques que les Xn), ]’ﬁ une probabilité sur GDd" ,O(Dd') et G :]Dd' »]D1

b

uy . . d' PP .
P-ps Sk-continu et croissant, P)-prévisible. Alors si :

(i) ﬁ":p‘}lii%ﬁ

(i) vt >0 sup {GSOYn - st1| £> 0.

sst

La suite GPI;(n)n >0 est Sk-tendue.

Remargue (1.8) : Lorsque 1'on prend G = X (X processus canonique sur ]D1) et

Y =t , on retrouve exactement 1'énoncé du critere C4 de [4].

. v . . . > (Sk) N .. .
(a) G étant P-ps Sk-continu, il vient == IPG. Parallélement (ii) ci-

Go
‘;9 > 0 d'ol il vient IPnGn 8k, ]P,.VG. Rappel (1.5) (i)

dessus en traine P (Gn ,Gan)
est donc bien vérifié.

N

(b) Vérifions maintenant Rappel (1.5) (ii). On pose U = UG= {u> O/'IP(BS/IAG5|=u)=O}.
On a bien Uc ]0,+e[ et inf U=0 car U est de complémentaire dénombrable.
Au vu du § a on peut affirmer d'autre part que :

G dr u PR e . .
Yu€ U,vk21 Tk(u) est un @ P)-temps d'arrét prévisible, IP-ps Sk-continu.
On en déduit alors, grace auRappel (1.6) :
vkz1 Ve, 8,N>0 aRk(u),ogd'—temps d'arrét 3o € ]0,%[ an,, €N tels que :

nzn, »ﬁI‘(Rk(u)¢]T§(u) —%,Tl(i(u)-c[,Tﬁ(u)éN+%‘§ + % < -3—, soit encore, en posant
R?((u) = R (W) o Y' (qui est un F'-terps d'arrét) :

nzn =PMEpW ¢ 1T W Gy - %,Tk(u) (GoY™ =0l Ty () (GoY™) sN+26) < 5.
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Par ailleurs il est évident que o —>aet § -a —> O entrainent
(an, Bn)&» («,B). En conséquence Tk(u) @™ et Tk(u) (8™ convergent vers

T, (W (@), d'ot Ty (w) Y - Tk(u)(sn) >0, des que u ¢ U(a). Par suite (ii),

L

]PnGn £B), ﬁG et u€ U entrainent que T, (W) @ - Tk(U) (GoY™ == 0. Donc,

(1.9) an, €N /nzn =P (T @ - T, W(GYI| >3) s 5.

1
Comme :

(R (WEITy (W)=, T (W)= [Ty (W) s+ 8)(RY (WEIT, (@) (Go¥Y-5 T, (W) (Go¥M -0,

T, (W (GoY™) N+26)U (| Ty (W) (Goy“)-Tﬁ(u) 29

il vient aussitét :

vz n, ]Pn(Rr]:(u) ¢ 1T - 5,1‘;‘((11) ! ,T“k(u) < N+68) e o

2° - Identification de la limite :

Le théoréme d'identification de la limite que nous nous proposons de démontrer dans
cette partie repose pour une part importante sur des techniques de localisation. Il

est donc indispensable d'exposer ici & titre préliminaire quelques compléments to-
pologiques sur les temps de localisation.

Définition (2.1) : Soit o € DY, On appette temps de Locatisation de o fes quan-
tites Sp(a) = ingis / lals)] ou  JalsT)| 203 (o > 0).

Proposition (2.2) : (a) Pour tout o > 0 S, estun u@d-tempé d'anét.

d

(b) Pour tout o€D p > Sp(a) est cdg, croissante et

Lim S =+ =,

p—)+m

Démonstration : On sait que, pour tout p > O, Vo(a) = inf{s / |a(s)| > p} est

d A P 5 313
un QD -temps d'arrét comme temps d'entrée d'un processus cadlag dans un ouvert ; or,
il est facile de vérifier que : S = lim_ t Vye
A>p

Ceci prouve 1'assertion (a) et la continuité & gauche. Le reste est trivial. o
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Proposition (2.3) : (a) Si o sk, @, S (a) < imS (") s Tim S (") =S _(a)
P el n P ot
(b) Sp est  Sk-continu en tout point de {a/Sp(a) =S ,lal}.
0

Démonstration : (b) découle clairement de (a).

(a) Soit donc o 5k, o, 11 existe (cf Rappel (0.1)) A" € A vérifiant
U, U
A X, Id , et a-o o™ X, 0. D'ol en particulier :
R

ve €eR" sup |oor"(s)| » sup |a(s)].
<0 556

or (s < Sp (a)) e (sup |a(s)| > p); donc si 6 < Sp (a) il vient, pour n assez

S0
grand, sup Ianoxn(s)l > o ce qui entraine A"(8) < Sp (™. D'ol lim Sp CORY
S0 n

et partant lim S (™ 2 S (o). Parallelement (8 2 S ,(a))e= (sup |a(s)| < p)
n ° e " s<6

donc si 6 > S (o) il vient pour n assez grand sup |anoAn(s)| < p. D'olt
P S<6
n n n - A T ot
v >S (a) 2 Sp(or, ) ce qui entralne 6 » lim Sp(a ) et partant
p n

S (TS M. o
P n P

]

Introduisons maintenant 1'opérateur d'arrét en

Déginition (2.4) : @ ¢ >t

S (a)
a> Ola) =af :t-*u(iASp(a))

Pr AL 2.5) : ' = D, = ®
oposition (2.5) : (a)l Wp' zp Spocpp, Sp et (boochp, mp

(b) C:) = {a erpd /Sp(a) =S ,la) s+=et o continue en
o

Sl 84 Sla) <+= et €t = fa€D? /S (a) =8 fa) <+=, o discontinue
o o P 0 ot

en Sp(u), | SD((a)“)I <pl, ® est continue en tout point de C; U Cf}.

Démonstration : (a) est évident.

(b) Soit o Sk, a. Au vu de 1a caractérisation de la relative compacité dans ]Dd

(cf Rappel (0.2) ci-avant) il est clair que celle-ci est stable par arrét.
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(@ (czn))nz o est donc Sk-relativement compacte. Soit alors une valeur d'adhérence
P

g de cette suite dont on peut supvoser, quitte a extraire, aue (I)p ™ 5k, 8

Soit t € [O,Sp (a)[ n Cont(B) n Cont(a) (ot Cont(x) = {t € R'/x est continue
en t}). Il existe n, €N telque : nz n, = Sp (an) > t. Par conséguent

(bp @M (1) = o™(t) »a(t)=B(t) si bien que B=a sur [O,Sp (a)[. Lorsque Sp (@) =+

on peut alors conclure, par unicité de la valeur d'adhérence, que 1lim @p (an)=c>p (ad.
n

Sinon : soit t € ]Sp (o) ,+=[ n Cont(B). Lorsque a € C; U Cg, on a Sp(a) =S +(a),
0

et donc t > Sp ™ pour n zny, d'aprés Proposition (2.3) d'olt
0, (M (1) = o"(5 (M) > B(D).
Deux cas sont alors possibles :

1) Soit a € c; et g(t) = lim an(Sp W) = a(S () de facon claire.
n

2) Soit « € C‘z). On considére alors la suite essentiellement unique s?l(a) donnée

par Remarque (0.2) et vérifiant : an(s;(a)) - "'(Sp ()

(s (@) ) > a(S (a)-)

S;(O‘) > Sp (G) .

S'il existe o extraite de o telle que S () < sP,(a) alors, cf [3], il
. n' n' n' ne
vient : « (Sp (")) > “(Sp (a)-) et o (Sp (¢ )-) > a(Sp (a)-) et donc
n' n' n' n' . . 2
p s |a (Sp(a N|v e (Sp(a )= »> la(Sp(a)-)I ce qui contredit o € Cp. Par
suite on a pour n assez grand : Sp(an) z sfl(a) et partant an(So (™)~ a(Sp (o)),
Finalement on obtient : wt < ]SD (a),+=[ n Cont(B), B(t) = a(sp («)) d'ou

B = c»p (o). L'unicité de cette valeur d'adhérence assure pour finir la Sk-continuité
de op en o . o

Corollaine (2.6) : Soit TP une probabilité sur IDd. Alons :

= {o u <1 est dénombrable.
= o /P uct) < dénombrab
P P

Dénonstration :

c.1,c.2 . .
Cp v Cp = {Sp z Sp+} U {a/a discontirue en Sp(a) et [a(S,(a)-)] = p}.
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Considérons une suite (Tn)n> 0 de J)]d -temps d'arrét épuisant les sauts du proces-

sus canonique X. Il vient aussitft :

hp < lo /IP(spzspg >0} v ngm {o /]P(Sp(ot)=Tn(a) et [a(T ()-)| =) > O}

< {p /]P(S=S+)>0}U u {p /P ({p}) > 0}.
P p i

neN Tn_

Sp étant cag est une mesure sur R* ayant au plus un nombre dénombrable d'atomes,
4p est contenu dans une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables. o

A partir de maintenant et afin d'éviter toute confusion, les temps de localisation,
les opérateurs d'arrét seront affectés d'indices rappelant la dimension de 1'espace

anbiant sous-jacent (on notera donc Sg,eg,cgﬂ au lieu de Sp ,c:»p ,C;) .

Terminons ce paragraphe par un dernier complément topologiaue, généralisant
auelque peu la Proposition (2.5).

1 '
Proposition (2.7) : L'application 1Id d % d{f' : (IDd+d ,Sk) » UDd+d ,Sk)  est con-
AOPOLLLL - '

(08) > (a,00 (o))
p ! ' '
tinue en tout point (a,B) de TDd}d tel que B € Cg o v Cg 2,
] 1
Démonstration : Soit W",8M Sk, (a,8) tel que B € Cg Ty Cg 2 (on notera
d+d'

bien que "Sk'" désigne ici la topologie de Skorokhod sur D et non la topolo-

|l
gie produit sur IDd x lDd ). I1 est clair que :

-~ 1 ~
W((an,fbg &™,s,p) < wla",8™ ,8,p)

sup | (a(s),05 (M (sDlssup | (@"(s),8°())]
ssp e ssp

1
pour tout §,p > O. Par conséquent la suite ((Id ; ® @S )(an,Bn))n>0 est
I z

. d+d'
Sk-relativement compacte dans D .

ar,1 ar,2

. : n Sk d’ ' 2 . :
Or, comme en particulier 8 > g dans D~ et Be€ Cp V] Cp , 11 vient

] |l ! .
d'aprés Proposition (2.5) : c_bg 8™ Sk, @S (g) dans d. D'autre part on a bien

k)

sor o Sk, o dans ]Dd, si bien que la seule valeur d'adhérence possible pour cette

A\l
suite est (a,@g (R)). D'ou le résultat. o
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Théoneme (2.8) : On considene une suite (X') de processus cadlag adapiés,

nz0

d-dimensionnels, définis swr des bases stochastiques (", F"I"PM, W)

n
wne suite de WP FX)-mantingakes Locales cadbdg, d'-dimensionnelles & sauts
unéformément bornés par un néel a li.e. wn €N TP'-ps vt eR’ ]AM;| <a),
X un processus cadlag d-dimensionnel défind sun un espace (Q,‘J‘/,TP) et ‘)E_lx sa

fltration natuwelle cad, M un processus cadlag dégini sur (Q,F/JP), 'J":X—adapzté.
ALons 84 :

n (_S_f_zl

(2.9) i =P

X",M" (X,M)*

12 vient : M est une (lP,f}v_’X)—ma/z,téngake Locale (& sauts bornés par a).

',

Il est clai t Py o (((a,8) D3 /g '
est clair que : X,M {(a,B) € BE o

[ '
Ucd"z})___ ]PM(Cd ,1“ Cd 52
P p P

) =1,

d' . . .
donc ]P(X’M)-ps Id]Dd @q_sp est Sk-continue. Par suite :

a'. .n (SK) 4 ~
P" ' =(ld ,®® )P ) 2225 (Id 5, @0 )P )= P .
: x“,M“’S% oMy, P oY pd e (XM (X,Ms%')

Or, vu que pour tout n, IPn-ps |AMn] < a, il vient :

n,s¢" oM n,sd o
Plps M P Pl <M P | +asp+a.

1
D'autre part {(a,B) f-:]Dd+d /¥s ER |ag(s)| s a} est Sk-fermé donc, d'aprés
1 1
(2.9), P-ps |sM| < a. Enfin Ajg est dénombrable et 1lim + ST
M prto P
(partout), on est ramené a montrer le résultat lorsque M' et M sont ps-uniformé-
ment bornés par une constante K (borne que 1'on peut évidemment supposer stricte).

Considérons alors 1'ensemble A de complémentaire dénombrable défini par :

A= {u /IP({IAMUI 20}) =0 et s,teA (s <t) fixés.

M! étant une ‘Em—martingale (comme martingale locale bornée) et X" étant

F n—adapté, il vient pour toute variable aléatoire réelle bornée 2%, Sk-continue

ng-mesurable définie sur ]Dd :
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E"GoX" M) = 0 pour tout n €N.

1
D'autre part, la borne X étant stricte, IP(X M) ~Ps (Qi est Sk-continue et
b

t
Qﬁ =1Id d')’ par conséquent 1'application :
D

. IDd+d'

ws,t : — R

(a,8) —> B(a) (ro85 (8)-m 00 (8))

est non seulement bornée par 2K ||2||, ~mais aussi Py M) DS Sk-continue
M

puisque s,t € A. Appliquant (2.9) & bg s OR obtient :

(BoX(M -M_)) = (. ,)=1limE W, ).
Bp t s E]P(X,M) s,t " s,t
o MY
or, vu que P"-ps IM"| < K, on a aussi :
E (g ) = ' (zoX" 0 = 0
" MY
et donc :
(2.10) %P(ZOX(M,C—MS)) = 0.

Une fois remarqué (cf [3] chapitre I) que 3)2_= o(%,2 € Eb(]])d) ,o(é‘si_-mesurable),

on étend facilement par classe monotone fonctionnelle (2.10) a toutes les variables
z boréliennes bornées - -mesurables.

Considérons maintenant, s et t étant cette fois deux réels quelconques, tels que

et (M vérifiant :

: n
s < t, deux suites (s) nz0

nzO0
wmeN s < sn<t<tn, sn,tnéA, SPas et thot.
On a alors : vn €N O/Dg’ c@g_ et donc, si 2 est bornée, ®§-mesurab1e,
n

vn € N Elp(zox(Mtn—MSn)) =0
Ve,

1
M étant cadlag et bornée par K, il vient aussitét : M L®), M, et M, o

t S
d'ot finalement :

EIP(ZOXO‘lt-MS)) =0
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d
On conclut en remarquant que (J:)s( = g(%0X,3 C@S)- o

Théoneme (2.11) : Soit X un processus (meswrable) sur (Q,ﬂTQP), (Bh,c,v) un

tiplet de c.L. algébriques sur (Q,‘I/,g_"}() et (X")n>o une suite de semi-
h,n ;n n

martingales définies sur mn,‘}fn’jzhlpn) de c.£. (R”7,C,v ). Sit'ona :
W K ghn ey Lisk) x5 ¥
n &L(sk)

(L) V4 eé‘upm‘i) (X4 % v (X,4 * v)

alorns : X est une aPQ}fX)—Aemi—maniingake de c.2. (Bh,C,v).

Lemme (2.12) Pour tout o €Hfiez § € f?aRdJRh), nulle au voisinage de 0, on
pose § * ”I(a) = T flagel (2 €R'). Alons L'application définie par :
0<sst
(§ %) ¢ 1d_y + O sk) — @R sp)
i
(a,B) ——>(a,6 * ula),B)

est  Sk-continue.

Preuve : Ce résultat découle trivialement de ce que (cf [3])

U
an o An - o ~5—> 0 U
K

> £ e paMor™ - £+ p(w) >0 o

U
n K
A — 1Id +

R

probleéme a résoudre ici est de vérifier que :

] 3 . ~
K = Pl ¥ IR LT o ke t1,0.,d), £ 4 0K - £ 5 v pour fe Ly @D

sont des GP,E_FI::) -martingale locales. Pour ce faire on se repose évidemment sur le

théoréme (2.8) et le lemme (2.12). Etudions a titre d'exemple le cas de )th :

(Lemme (2.12) et (i)) = (O, XM N x,XM).

Y
D'autre part : vn €N !AXh’n[ < [AXh’nl + [ABh’n| <2ad P-ps (a désigne ici
le paramétre de la troncation h). Par conséquent, d'aprés théoréme (2.8), g(lh est

une (IP,SZ’_«) -martingale locale.
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En ce qui nous concerne nous n'utiliserons dans la suite qu'un cas particulier du
théoreme (2.11) sous la forme du résultat suivant :

Théoneme (2.13) :

(a) Soit (X”)n>0 comme dans Le théonéme (2.11) ; (Bh,C,v) un tiplet de c.L.
atgobniques swe WLDELDY ot P wne probabivite s w4,DY  verigiant :

. | dpr-ccs| (Conditions de Continuité au sens de Skorokhod, TF-ps) :

P-ps o > Bh(a) de ﬂ)d dans IDd est  Sk-continue.

P-ps oz—»?fh(a) de Wd dans Wd®d est  Sk-continue.

V4 efupmd) P-ps o> lo,§ * vial) de DF dans DI est Sk-continue.
MY
CISkxa] pguaeg (KLEPET, 0GB ok 2.

. [Sk-x,8] V4 eﬁupmzd) o (X6 % V1, 1,6 % v)oX) A

. IPnn —(-—S——h)—> P.
X

Alons Le processus canonique X suwr IDd est une (IP,o@_d)—Aemx;-ma/zLéngaﬁe de c.k.

(8%,¢,v).

(b) Les conditions [Sk-x,8,y] et [Sk-x,8] sont en particulien vérifites
AL L'on a ¢

[sup-g] V& erR’ sup lBi""-Bi‘ox”| i> 0
st

[sup-y] v eR" sup |Ei"”-3fox”i —3&> 0
r¥<s

Z, .

a3 n
[sup-8] Vi eR’ v§ € {fupﬂkd) ziz | § * v:‘-g * v oX |

Avant de passer & la démonstration du théoreme (2.13) nous allons énoncer un lerme

relatif a dP-CCS
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Lomme (2.14) :  |dP-CCS | = P-ps o >(a,&x),CMa)) de D dans p414*2)
est  Sk-continue.

Preuve : On pose, pour tout p €N, gp(x) =1a0plxl - DY ng ipCle). Par

Y
hypothese 1'ensemble A défini par A = {8 EDd/a > Bh(a),a + Ch(a),u* (o S8 *V (@)
soient continues en B pour tout p € N} est de probabilité P(A) = 1. I1 suffit
donc de montrer que o > (a,Bh(a),’(VIh(a)) est continue en tout point B8 de A.
Soit donc g € A et g" Sk, 8. D'aprés Rappel (0.3) (b) on est ramené a vérifier

que pour tout t dans R il existe wne suite t" >t telle que :

h, . n h
(2.15) AtnB (Gl 8.B (®)

Y Y
b ™ > 2, e,
t
N
Deux cas sont alors a distinguer, t é&tant fixé :

o d, _ PR Bh _ "éh _
1°) v(B,{t} xR") = 0. On en déduit que A.B(8) =0, 4,C° = C et que toute

suite t" >t vérifiant & g% > a8 vérifie (2.15).
t
2°) v(B,{t} x]Rd) > 0. I1 existe par hypothése (cf Rappel (0.3) (a)) des suites

tp,n,sn,rn +t telles que, d'une part :

/
n n
(Atp,ns ,Atp,n(i’p*v)(ﬁ )) > (8,8,8 (gp*\))(s))

N\

(2.16) A th(e“) > AtBh(B)

S

ch,e n ch
A L8N > 8,C(B)
OT

et, d'autre part, pour toute suite u >t

(A n(gp*v) (8™ >0 si u" = tP" pour tout n assez grand
W or
(2.17) A th(Bn) +~0 si U= st pour tout n assez grand
u

n . .n
Aun >0 si u =" pour tout n assez grand
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g * 1 quand p -+ + » donc v(gx {t} x ]Rd} 2 O entraine 1'existence d'un P, tel

que Atgpo*\)(s) > 0. Comne p'zp= AgD,*\)(g) > Agp*\)(e), il est clair d'apres

Py
(2.17) que tP et t © coincident pour n assez grand d&s que D z Py On peut
d n_ o™ p,n n N .
onc poser t =t et remplacer t par t dans (2.16) dés oue pzD, (en marti-

culier A _g%~>4.8). D'autre part, soit A Bh(e) =0 et il vient A Bh(en)->A Bh(B),
tn t t tn t

h,k
soit il existe ko € {1,...,d} tel aue AtB ’ O(g) = 0. Des inégalités

h° sag + 3., pour tout p € N, on déduit ocue :
B "1

wmeN [a,

h’ko n n 2
. B “(g)]=a Asngp*v(e )+ 5

donc pour p suffisamment grand (et p 2 po) il vient :

hk
hk o o 18B 7
vn € N |ASnB ol gaAsngp*v(B) .
(2.16) et (2.17) entrainent alors que s" = t" pour n assez grand ce qui assure
a nouveau :
(2.18) s B 0,828
t

Pour montrer que ™ et t? coincident aussi pour n assez on procéde de facon

analogue. Si At'(\fh(e) = 0 pas de probleme : le choix de ™ est libre. Sinon, il

’\;h,jo, 0
existe jo’ko c {1,...,d} tels que Atc (B) = 0. Or :

Wh,3 0k ook J k
PRI NI S N L VI R CO I R ICRIR
. T T
h,j .k j K
don : [a & 00N s a? b g (@ ¢ 2+ s W Ox(EM] 8 h PO
T r - P r T

Si 1™ ne coincide pas avec t" pour tout n assez grand, il vient donc :

"h’jo’ko n 2a 2a
TN A CIRTRE SERCR

ce qui contredit (2.16). D'ou le résultat puisque la suite t" vérifie bien (2.15).
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() dP-CCS et E?n =(é-—lg>]P entrainent donc, par 1'intermédiaire du lemme

(2.14)  que :
o, BRox P ox™) b, o8, &
oML E * voX™ i> L€ * V).

Ceci ajoute a [Sk-x,8,y] et [Sk-x,s] implique clairement (i) et (ii) du
théoréme (2.11) sont ici vérifiés.

(b) L'additivité de la Lk—convergence assure le résultat. o

3° - Rappel d'un autre théoréme d'identification de la limite :

Le théoréme suivant est énoncé - sous une forme légerement différente - dans [3]
et dans [6] (les conditions de continuité n'y dépendent pas de la probabilité
limite). Cependant, au prix de quelques modifications mineures de la démonstration
donnée dans [3], on obtient 1'énoncé dont nous aurons besoin pour résoudre les
problemes de convergence d'intégrales stochastiques traités dans la suite.

Théordme (3.1) : Soient (X" une suite de semi-martingales d-dimensionnelles

nz0
de c.t. (B, definies sur des bases atochastiques (9", P,
(Bh,C,v) un tuiplet de c.L. akgébriques, P une probabilité sur ﬂDd,g)d) et A

une partie de R" de complémentaire dénombrable vérnifiant :

* | CBF | (Condition de Bonnitude Fonte). 14 existe A :R' R’ ocroissante telle

que + va €D? vt €R" TalCla)) + (|x]%aT) * via) £ A(E)

. ’ dP-CC (Conditions de Continuité IP-ps)

vt eR v B Y Pope o (8hal,Bha), e, la)) est Sh-contine.

h,n h n

. [BA] vt ¢ A Bt - Bf, o X > 0
Yhon Mo

[YA] vt C A Ct - Ci o X i,> 0

$>0

> d
(641 V6 €&, vteA frvy - frvgoX"
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" (Sk) P
X" ?

d

Alons Re processus canonique X sur D7 est une (IP,JQd) semi-mantingale de c.k.

(Bh;c; \)) .

IIT - Convergence fonctionnelle d'intégrales stochastiques.

L'une des difficultés non négligeable de cette partie réside dans la complexité
des calculs auxquels nous serons confrontés. Aussi avons-nous préféré, par souci
d'intelligibilité, ne présenter les démonstrations que dans le cas oll semi-martin-
gales et processus prévisibles intégrés sont unidimensionnels. Au contraire, dans
les énoncés, nous avons pris soin de ne faire aucune restriction de type dimension-
nel afin de donner les résultats dans leur plus grande généralité.

1° - Caractéristiques locales d'un couple (HX,X) :

Dans la suite nous désignerons par h toutes les troncations que 1l'on peut fabri-
quer sur les espaces RP 2 partir d'une troncation réelle h1 fixée. La dimension
de 1'espace sous-jacent sera toujours précisée de fagon claire par le contexte.
D'autre part, X étant une semi-martingale d-dimensionnelle et H un processus

]
prévisible a valeurs dans Iﬁj Qpl#i, localement borné, on notera :

HeX = [ g HX k)

k=1 1sisd"”

Le théoréme qui suit explicite les formules liant les c.l. d'un couple (H-X,X) &
celles de X et a H. En outre, et c'est le point important, il donne une réciproque
affirmant que ces formules caractérisent un tel couple.

Théoreme (1.1) :

(a) Soit X une semi-martingale cddldg d-dimensionnelle sur (Q,%‘JEP) de c.Z.

(Bh,C,v) sous £a troncation h sun RY et H un processus %{pnévaib!,e a vakeurns

4 oR%, x-intégrables. Alons es o.r. (BMH o M) du coupte (H-X,X)

d'+d

dans IR

sous La troncation h sun R sont données pan :

hH,k

(HeBMB - ((Hehx))® - RB(Hex)) v 84 1
. ghik-d’

(1.2) B

IA
B
IA
&

s d+ 1 shsd+d

A
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Hydk e Ay pofd! i d vk )
(1.3) (™50 sy = HO THLCT T T g = €
- L
e+ *k],§j=d, - e et [cfd *J'k]1§.§d ¢
1ehed E=

(1.4) WMlw,ds x dx x dyg) = 1

) . 0(viw,ds x dy)) oi
R _101)

olw,s,y) = (é,HA(w)'y,y) (i.e. La nestriction @ R’ x [1Rd+d'-{0}) de 2'image de v

pat o).

(b) Sodent Y et X deux (9,‘3-:/,3;17’)—Mm4—ma/vt(nga£e respectivement d et
d'-dimensionnelles telles que :

(44)  Les c.k. de (Y,X) sont données pan (1.2), (1.3) et (1.4).

Alons : P-ps Y = HeX.

Pour la démonstration de ce résultat nous renvoyons a 1'article de Jacod [2]-6.
Les formules qu'on y rencontrera different cependant queloue peu de (1.2), (1.3)

et (1.4) en cela qu'elles sont explicitées a 1'aide du processus croissant prévisi-
ble :

d (t " 2
A=z I [dB.| + Tr(Co) + [x|"AT » vy
k=1 ‘0
et des densités de Radon-Nikodym prévisibles :
dB, dc _ du([0,t]xdx)

_ __t
bt = m, Ct = aK et Nt(dx) =

(l1a troncation étant dans ce cas h(x) = |x| TI‘X|>1)-

2° - Théoréme de convergence :

§ a - Enoncé :

Fixons d'abord quelques notations concernant les fonctions & variation bornée sur
les compacts et la topologie de la convergence en variation sur les compacts.



Défindition (1.2) :

(a) Soit § une fonction de R’ dans IRd. On désignena par Ui(ﬁ) La variation
d

de ¢ swi [0,£8]  pour La nonme somme sur R ({.e. |x| = g |xk|).Ug vénifie
k=1
d d 1k
V,t(ﬁ) = kz Vi(ﬂ ). L'indice d sera omis dans La suite.
-1

d

(b) On notera V™ = {§ : R ->1Rd / V& eR’ Vt(é) < + o}, La topologdie (d'e.v.n)

d

de £a convergence en variation sur Les compacts sur V- sera symbolisée par Ve

Théonéme (2.2) : Sodient h une troncation sur Y de paramitre a, (X”)n> o Une
suite de (", F", T P -semi-mantingates cadlag, d-dimensionnetles de c.f.

Qr

(Bh’",cn,v"), (H")n> o une suite de processus z"—pnévux;bf_u Localement bornés

d' ®Rd, H un processus sur lDd,@d—p)LévuibKe Localement borne a

d

valewrs dans IR

Cord, (8%,c,v) un triptet de c.b. akolbriques définies sur

vaLeurns dans R '®1R
(IDd,S)d,@d) et P une probabilité sur trod;fﬁd).
SL

. | cBH | l(Condition de Boanitude de H) : 12 existe M : R' >R’ croissante

telle que : Vo erd  wzo [Hela)] = M(2).

o | dP-CCF | (Condition de Continuité Fonte, P-ps) :

(6) 8" de m%sk) dans W) est Pops continue

(i) ¢ de wh skl dans WP U est Pops continue

(£id) 4 * v de (IDd,Sk) dans (\V’,VK) est P-ps  continue pour toute f
®%).

=~

de BLip

. dP-CCH | (Condition de Continuwité de H, TP-ps) : P-ps vt =20 H, est

Sk-continue.

. 0cG P-ps v est continue en t (i.e X est TP-Quasi-Continue & Gauche)

CBF | (Condition de Bonnitude Forte). 1L existe A : R’ >R’ croissante
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d

va €D? TrlC (o)) ¢ ([x]a1) % vyla) s Al).

2

Waryl™ vt >0 v (e - Ehox) £

sl vis 0 v (M - Bl X g

[Var-81 V4§ € é\LL'}OURd) Vi'(ﬁ V- § * \)oXVL) i> 0

[up-n] V£ >0  sup IH:l - HAoX”I ié‘—> 0
st
IP:(lVl (Sk), .

Alors @ [(a) X est une (IP,Qd)—Aemé—ma/z,téngaJ&e de c.L. (Bh,c,v).

(b) ™" %w(

(Hn-Xn,X") HX,X)®

avoir remarqué que la topologie de convergence en variation sur les compacts est
plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. o

Remarque (2.3) : CBH et [sup-n]l = (vt >0 Ve >0 3n_ €N /nz2 n_=

P (sup ngl z M(t) + 1) < e). Par conséquent, quitte 2 changer M en M+1 dans
sst

CBH on peut avoir a la fois CBH et la prorosition ci-dessus vour la

méme fonction croissante supérieure 2 1 que 1'on notera encore M. C'est ce que
1'on supposera dans la suite.

Pour montrer que la suite " - (Hn-Xn,Xn) est Sk-tendue nous allons nous
appuyer sur le critére C7 de II d'une part et sur le lemme suivant (démontré
dans [3]-chap. I) d'autre part.

Lemme (2.4) : Soit (X"

n

ns( Wne suite de processus cadldg définés sur (@, T PN,

S&, pour tout n, X e décompose en :

X" = un’q * u“»q + wn:q
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avee : (4)  (P* )

/1 ns 0 est Sk-tendue.

(44) w ) est Shk-tendue.

P nzo

«wN >0 alaq)q 0 tendant vers 0 quand ¢ » + o tellfe que

LimP" (sup |aV?Y > a N .
n 42N

(Lid) WN,e > 0 &éim  Tim P (sup [w ) 5 ¢) =

g+t n 5N

AlLons (IP"VL)Vl> 0 est  Sk-zendue.
Kz

Démonstration de (2.2), tension : (On rappelle que dans les preuves d =d' = 1).

On décompose z" dans 1'esprit du lemme (2.4) de la facon suivante :

h ,n n
XY+ (h-h,, s V@™ + by, s [N [h e 1 | O
q 1/ 1/ q
o q a
g = + + +
W ,n n
X4+ (h st gl (hy , ~h)w" (x-hq(x))*ux X
' /a
™a + vea + wtd + Zg

olr hp x) = ph(z:)—) (hp est alors une troncation de parametre pa).
q n,q 2 "'hq’n n
@ WY o :onnote AVY = (JHT+1D.CY 4 ((H“|+1)-(ho-h,/ [+v" le
s t q

processus prévisible croissant associé a la semi-martingale localement de carré
intégrable 2-dimensionnelle ™9, on a clairement : A™4 -< K".g"4

ot K= (JH+n? et @™%= Fg 4 |n —hv {»". or h h/ ¢ &, ® donc

. . 3 2
il existe Tq G_BLip(lR) [Yq = |hq| -|h| +a(q+1)lhq-h|+|hq—h1/q|] telle que :

’q_< T n,q _ Ch’ YO*\’n
et partant, on a :

A4 { Kn-l"n’q.
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De [Var-y] et [Var-§] d'une part, [sun-n] et de la Remarcue (2.3) d'autre part

déduit aisément que si 19 = & + Yg*v et K=(H + D%

(2.5) Vt(l‘n’q-—rq'oxn) —‘-Ji> 0 et sup [Krsl-Kszn| '2 > 0 pour tout t > O.
sst

Par ailleurs on a 1'inégalité :

(2.6) sup [Ker 9 (ke rh) ox | s(sup |K-K_oX™ )1 %X + sup | KP|V, (77 2%-r™0 o,
: s s s s t si't
sst sst sst
a Py . . n
r- étant IP-nps  Sk-continue et Lpnn tendant vers P 1la suite (rtoX )n>0 est
% z
en particulier tendue (sur R). Parallélement sup IKJ;[ est (asymptoticuement)
sst

bornée en probabilité par (M+1)2 donc a fortiori tendue (sur R) ; si bien que,
appliquant (2.5) dans (2.6) on obtient :

sup [KPerm 9K rY _oxP| i> 0.
S s s
sst
K* et P4 (resp. Ket 1%  étant clairement D;_/n (resp. @H-prévisibles, il en
est de méme de K'.r™d (resp. x-r%h donc, pour pourvoir appliquer le critere C7
de II, il reste simplement a vérifier que P-ps K-r? : (ID1 ,Sk) > (]D1,Sk) est

continue. En fait on va méme montrer qu'il y a ici (Sk,U,)-continuité.
q y ) K

dP-CCF et dpP-CCH entrainent en effet que :

-4 GD1,Sk) - (W1 ,V,() est IP-ps continue

-P-ps Vvtz0 K, ~est Sk-continue.

On obtient alors la (Sk,UK)-continuité a 1'aide de 1'inégalité suivante, analogue

2 (2.6) (on Ko
qy N {t n a
(2.6") sup | Kerg) (o )-(K-F)s(a)|§JO[KS(a )-K (0] [drg(a)

+ sw K @™V, (190" -1%w)
sst

et du théoréme de convergence dominée @grace 2 ).
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Finalement on peut donc affirmer que :

vq € N (]PI:Jn q)n>0 est Sk-tendue.
,a'nz
(b) (Vn’q) o 0: On pose B9 = Bh’n + (h1 - h) « V" Grace a. [Var-g] et
'\/VV’\N\:;\‘/\T’\/\: /q q

[Var-y] il vient : Vt(gn’q - B%x™ ;’£—> 0. Or (V4 étant ce qu'on pense !) :
sup |V9-v3ox?| < sup |PR-H_oX"|B oX 4 (1+sup|HY IV @ -Eox™ .
S S s '’s t st
s<t sst s<t
Par des arguments analogues & ceux utilisés pour traiter (2.6) on obtient ici :
vt >0 sup lvg’q—Vgoan i> 0 et partant pZ(Vn’q-,quXn) 1<’£_> 0.
sst

v4 étant (toujours par les mémes méthodes) IPP-ps (Sk,lll()—continue, est en parti-

culier (Sk,Sk)-continue. Par conséquent P & P ce qui assure la

quXn

a
Sk-tendue de (Vn’ ')n; o’

A

D'autre part Sup |AV2’q| sup(IHl;lﬂ)sup |A1_3‘rsl’q| <21 +swp |l-‘rsll)
s<t sst s<t q s<t

v

dton Tm P (swp |V % 22 (1 + M(t)) = C d'apres la Remarcue (2.3).
n st q
N

. e o _a
Le lemme (2.4) (ii) est donc vérifié par ot Jps0o 2vec a3 " g a+ M(N))'

© ™% o ve>0 Pl(sw x| > B) = Ip“(su;t; IX2| > %)
v S<

AANANNANAN sst

Gpl;n)nzo

(2.7) lim sup P"(sup [aXg| > b) = O.
b>+» n €N sst

étant en particulier Sk-tendue, il vient donc :

Or il est clair par ailleurs que :

(sup IWIS"qI > 0) c (sup IAerl| > aq)
sst sst

ce qui allié a (2.7), domne :
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lim Tim P"(sup IWQ’q| >0) =0.
Q>+ sst

On peut donc maintenant conclure grace au lemme (2.4) et & la convergence en loi

i -‘B;Jslp a la Sk-tendue de (IPn) .0
fl ﬁ) Znn=0

§ c - Démonstration du_théoréme (2.2) (b) : identification de_la_limite.

Suivant les hypotheéses QCG et CBF nous ferons ici appel respectivement

aux théorgmes (2.13) de II-2 et (3.1) de II-3 pour parvenir a nos fins.
Ce procéds quelque peu hybride est motivé comme nous leverrons a la troisiéme étave

de la preuve par les problémes que pose la vérification des conditions de cortinui-

té. En effet pour pouvoir espérer vérifier dP-CCS dans le théoréme (2.13)

pour les c.1l. de (H-X,X) (cf théoreme (1.1)) il nous faudrait rajouter aux
hypothéses de continuité de v 1la condition suivante : P-ps o » (a,f*v(a)) de

GDd,Sk) dans (JDd+1 ,Sk) est continue pour toute f €€L GRd).

ip

Or cette nouvelle contrainte, ajoutée a dP-CCF (iii) entraine QCG | .

Pour obtenir un résultat dans le cas ol X n'est pas PP-quasi-continue & gauche,
il fallait donc en revenir au théoréme classique de Jacod [3] rappelé en (3.1)

de II-3 ol les conditions de continuité a remplir sont plus faibles (mais imposert
en contrepartie des contraintes de bornitude...).

Dans le but de ne pas allonger inconsidérément la démonstration et bien cue sous

QCG | les sauts ABh de Bh

soient nuls nous avons maintenu (presque) partout 1'é-

criture formelle générale des c.l. avec leurs sauts ; ceci permettait de mener les
deux preuves de front autant qu'il était possible.

Au vu de § b on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, aue IPnn (S% Q,
Z

2

la Sk-continuité de la seconde projection de DD sur D' (qu'on notera 22 par

référence au processus canonique 2 sur ]Dz), assurant alors cue ZZ((D) =IP. L'uni-

cité de Q que nous nous attacherons 2 montrer en fin de paragraphe entrainera
alors la convergence recherchée.
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Aer eta}\)/\l D'apres théoréme (1.1) de 1-, pour tout n € N, Z" est wne .‘21/“-

hanCan nH

semi-martingale bi-dimensionnelle de c.1. ) var rapport a la

troncation h sur ]RZ. D'autre part, a partir du triplet de c.l. algébriques

(Bh,C,v) et de H, on peut contruire sur ]D1

a 1'aide des formules (1.2), (1.3)
. hH H H . .
et (1.4) un triplet (B>,C',v ). En outre, il est possible de prolonger

H,Bh’H,CH et \)H de facon canonique & ID2 en vosant :

Vo D% o= (a',08)  E() = HGD) B = BHGY), ete

Ainsi prolongé (Bh H CH,v ) constitue évidemment un triplet de c.l. algébriques

sur ]D vérifiant en outre :

(2.8) @M H g2 Ay,

(Dans cette formule les c.l. sont évidemment supposées étendues a gauche et vas a
droite !).

Forts de cette égalité nous écrirons maintenant indifférerment dans la suite
Bh’HoZn Bh,H0 n

ou X", etc.
) e ~h,H ~h,n,H .
Pour conclure cette étape préliminaire calculons C (resp. C ) en fonction
N n
de ! (resp. O

_ %h,H,2,2 _ %h

- LHTLT O CHTLT L gy 2Bl s (Ath’H’1)z
Q<s<e

ot (h! (02w = f (' 0) 20, - Ixdxxdy)

=B+ [he) )P v - T (g B2 (1 est ici wnidimensionnelle).
O<sz.
or Poctlo- 1z BHZ 0P = P et ez (0 BN -
O<sge ° O<ss-
= T a2
O<sse»
2
donc CHBLT L2 8L maeo? - amllew + T HABD? - (o phoba1y2,
0<5<o

- Par des méthodes analogues on trouve :
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G2 2 m e () - H)Tww + 5 (@B (ga B - o BTy
<S<e O

"'h,n,Hn

Ces calculs sont évidemment valables pour C 8}1 o

et

m : Nous allons nous attacher ici & vérifier les trois conditions de con-
vergence des c.1. contenues dans les théorémes d'identification de la limite (2.13)
et (3.1) de II. Pour ce faire il est clair qu'il suffit de démontrer [sup-g],
[sup-y] et [sup-§] associées a (Bh’n’Hn,Cn’l'P,\)n’Hn) et (Bh’H,CH,\)H). En fait,
et sans plus de difficultés, nous allons montrer que ces conditions de convergence
sont mémes vraies en variation. Ceci nous sera utile pour des raisons stochastiaues
en fin d'étape.

Commencons par un lemme préliminaire :

Lemme (2.8) : Soit W :RE >R continue bornée et venifiant :

(u,v) » Wlu,v)

(£)  3A> 0/ wvu,u',veR [W(u,v) - Wu',v)| s Alu-u'

() 3a, >0/ |v| s a, = Wlu,v) = 0.

Alons, sous CBH

, | dP-CCF |, ar-s), [sup-n] et P, SELp on g,
X

W(H,oX",v) v (X", dsxdv)) <, 0.

vt 0 Ry - vt(fo WKL, )" (ds x dv) - JO

Preuve : ergUIt"+VIt1 ot :

B

rt
= Jo [WEHS V) - WCH oX™ v) [ (X", dsxdv)

et v‘; vt([ WEHS, V) G ds x dv) - vOM,ds x dv)))
0

7 s

—
ct

n n n N 5
o (A|HS-Hsz DaZ[W]l,  g()v(X",ds x dv) ob g € 8LipGR,[O,1])

et vérifie gv) =1 si |v|za, g() =0 si |v] = . Par suite

a
-
w? 2

U s (a s [H-HooX™ ) A W] g = v (XM

de Mathématique

&
Bliomnaes®
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g * v étant P-ps Sk-continue d'apres dp-CCF et ]PnXn 6o p

(g * \)t(Xn))nZO est tendue. [sup-n] assure alors clairement que o 0.

Pour V{cl on procede en trois temps :
(1) Tout d'abord, on suppose cue W(u,v) = a(wb(v), a€ Z?b(]R) et be @LiDCIR).

(W ne vérifie pas (i) a priori mais cela n'a aucune importance ici car la quantité

Vfcl existe). I1 vient :
(s n s n
J WEHEL, DV (du x dv) = [ a(F™Md (bxv™)
0 u 0 u u

S S
[ WD Vv (T, u x dv) = [ a@Ddbn) ()
0 0

donc VY = |lall, v, (bxv” - by (X £ .

(2) La convergence en loi ci-dessus se maintient, grice a la sous-additivité de la

variation, lorsoue W £ S =vect{a®b ael R be E . ®)}
%b ® Crip b Lip

(3) D'aprés le théoréme de Stone-Weinstrass il est clair oue /1}8 ® 8L est
b ip

UK—d_ense dans {W € é’bGRZ JR) vérifiant ((i) et) (ii)} et qu'en outre il existe

pour un tel W ume suite WP de ’D/G ®€, vérifiant :
b Lip

U
-w X
~3a>0/WEN |v| s a =W, = 0.
De plus, quitte a changer v oen (HW]-1D v WP A (/w||_+11, on peut supposer

que L = sup |leHm<+ et |[W] =L.

pE N
Posons maintenant A = (sup |I—‘Isll <M(t)) et W =P - W. I1 vient alors :
sst
n ’p ’p
AR A

t‘cA

avec



603
VP - g Vt([ WAV P(ds x dv) - vOP,ds x dv)))
A 0

p
v‘t‘:

]

1o V(| PO RS « av) - v ds x ).
A 0

Soit T € éLipaR) vérifiant FO) =0 si |v| 54 (aaa)

It
-
7}
=

=

\%

2 anAna..

gv) -

On se donmme A,e,n > O :

Ve? 5 Il ey pcey pug-a,a @ * V5 * Bvg O +2LGP 0, 1 x| 540)
+ (X7, [0,t]1x{[x]>A}))

n
< ]|F+°||[_M(t)’M(t)]x[_A,A] x S + 2L xT7,

(Xn)nzo étant Sk-tendue, il existe A >0 et n, €N (cf [3]-V lemme (1.8))

tels que : n 2 n =P (W([0,t] x (x| > A} >-£) < %

16L
De [Var-¢] on déduit alors sans peine, en considérant une fonction de ELiO(]R)
adéquate qu'il existe n, vérifiant :
nzn, ﬁPn(v(Xn,[O,t] x {|x] > Ao}) >1-%E) <%
d'ol : nzn vn, »]Pn(ZLTn>%) < g—“
. . o s . n
D'autre part, toujours grice a la tension de GP;n)nQO et [Var-s8], (S )ngo

est tendue donc :
IN>0/wmeN PYS">N) <3
Soit €N tel que p2 WP i ' i
P, ue p 2 oW ”[—M(t),M(t) [-A A ] < N I1 s'ensuit que
€ n
]Pn(]IWpH[_M(t) ,M(t)JX[-Ao,Ao] >7) <z pour tout n€N et tout b 2 Dy-

D'our : lim Tim PRSP » g) = 0.
P>+ n v



604

Comme par ailleurs V¥p €N 1lim IPn(VI;’p > —;—) =0 d'aprés (2), il vient
n

finalement :
vp €N 1imlP“(v‘t1 >€) £0+0+ TMPVPP > 3)
n n

puisaue P >0 d'apres la Remarque (2.3). On obtient le résultat recherché
en passant a la limite en p. o

« [sup-8]. Soit f €éLiDGR2). Cn pose W(u,v) = f(uv,v) p(u) ol p € E’L-mGR,[O,H),

o(w) =1 si |ul sM(t) et p(w) =0 si |u] z 2M(t).

En reprenant la notation A" = (swp lH’;l < M(t)) du lemme (2.8) on obtient :
sst

"ol N
1 n Vt(f*vn’H - f*vHoXn) i> 0
A

en appliquant (2.8) a W, et partant, ovuisque 1 nL 1 d'aprés la Remarque (2.3),
A

Vt(f*vn’Hn- £rolox™ 2, .

. [sup-g]. Le résultat sur la seconde coordonnée est évident. Pour la premiére on
procéde en deux temps. Tout d'abord, en "coupant'' comme dans le lemme (2.8) et a
1'aide des arguments habituels, on obtient :

1 v AP o € MoV, BV - B + sw [ - B X v, BMox™ £ 0
An t t s<t S S t

et donc Vt(Hn-Eh’n - (H-Bh)oZn) :—Ji-> 0.

Ensuite on applique dans 1'esprit de [sup-¢] ci-avant le lemme (2.8) &

W(u,v) = [th(v) - h(u,")] p(u) (le fait cue la troncation h soit lipschitziemne
permet de montrer que W vérifie les hypothéses du lemme (2.8)) ce qui assure la

convergence de la partie résiduelle.

« [sup-y] . Posent un probléeme le premier terme diagonal et le terme antidiagonal.
Traitons le premier a titre d'exemple. La partie intégrale de Stieltjés en C
vérifie :

h

1 vt((}f‘)z-?:h’“- @808 M0V, (€ n_ghoyny 21‘4(t)sulel;-Hszn|81,2’noXn P.o
A

sst

La partie intégrée par v se traite par le lemme (2.8) appliqué a

Weu,v) = ((h)1? - [h)1%)p ).



605

h h

Peste la partie faisant intervenir les sauts de B™'" et B que 1'on divise elle-

méme en detix. D'une part on obtient aisément :
R0

1 B2 Lw sBYZ2 < B 2aM(t) = lH“A_S’n—(H AB];)oXn
A" o<sst . S S ss A" O<sst ° s

IA

2aM(t) V, (B B o™ B o

IA

et d'autre part :

h,n,H',1 B H, 100y

5 |(AB£1,n,Hn,,1)2 ) (Blsx,HJ 2,8 < 2a v, (8 P,

Ossst

,\7)5 m«/iv‘ém : Attaquons-nous maintenant aux conditions | d-CCS de théoréme (2.13)

(sous QCG |) et dQ-CC du théoréme (3.1). Supposons que nous ayons

démontré que :

0-ps o BYHG) de D dans v2

~h,H

Q-ps a+C 4

(@) de D dans V sont (Sk,VK) continues

vE eé‘LipaRZ) Q-ps o > fx'l(a) de D’ dans V'

I1 est clair que dg-CC sera (largement !) vérifiée car 1a convergence en

variation est plus fine que la convergence simple. Pour se convaincre qu'il en est

de méme pour dQ-CCS sous QCG il suffit de remarquer aue, d'une part

la convergence en variation est plus fine que la Sk-convergence et d'autre part

que tous les ¢ E]D2 tels que \)H continue en s et f » vH (Sk,VK)-continue

en o, l'application o-> (a,f*\)H(a)) est Sk-continue en o. Or, d'apres QcG |,

v, définie sur ]D1, est P-ps continue en s, donc, comme ZZ(Q) =P, v étendue
a D? est Q-ps continue en s. I1 suffit alors de remarquer que :

vs>0 W shaxxay =1,
R%-(0}

pour pouvoir en conclure que Q-ps Woest continue en s.

8(v({s} x dx) otr 8(x) = (Hox ,x)
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Reste donc a motnrer (2.9). Les quantités mises en jeu ne dévendant que de la se-
conde projection de ][)2 sur ]D1 et vu que 22 (@ =1, le probléme se circonscrit
a montrer ces continuités IP-ps pour les c.l. non étendues. Ce "transfert" effec-
tué, on s'apercoit que les techniques & mettre en oeuvre pour résoudre ces questions

sont analogues a celles de 1'étape précédente. Nous ne reviendrons - ravidement -
ici que sur 1'analogue du lemme (2.8) pour illustrer cette similitude.

Lemme (2.8') : Soit W comme dans le lemme (2.8)

( |\ cBa|, | ap-ccr |, | dp-ccH | ) = (P-ps a+I

W(Hs(a),v)v(a,ds x dv)

0

est (Sk,VK) continue de D' dans lDl).

brable de fonctions de éLiDGR) : g,g, les fonctions b constitutives de la

suite WP, On considére donc wn o point de continuité de toutes les fav oour
ces fonctions ainsi que des Hy pour tous les s. Par hypothése 1'ensemble de tels
o est de Q-probabilité 1.

. n Sk
Soit alors o —> a

V(| WO 0 v s - [ WG @) v e dsnd))
0 0]

t .
éI [CA|H ™ -H () [DAZ[W]| ] gv) v(a,dsxdv)+Vt([ WH (™) ,v) (v (" dsxdv) -

0 0
- v(a,dsxdv))).

Le premier terme du second membre tend vers O grice au théoréme de convergence

t
dominée appliqué avec la mesure finie N(ds) [ g(t) v(a,dsx dv). Quant au
0

second on le traite en approchant W par la méme suite wP qu'en (2.8) et en
imitant la preuve qui y est présentée point var point. o

,‘:'N\,\, «,%E‘x‘}?,% : Conditions de bornitude (sous CBF

Te@ + (|x|2a1) el = (41) L @R41)xE InTho s (241) (C+ XPATw0) s (41N

—

d'ou 1la condition recherchée.
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m : Au vu des étapes précédentes et grdce aux théorémes (2.13) et (3.1)
de II, on peut affirmer que le processus canonique sur ]DZ,Z, est une (Q,o/))-

semi-martingale de c.l. (Bh’H,CH,vH) et de loi initiale 6,® £ ol ¢ =]PX .
(o]

D'aprés le théoréme (1.1) (b) il vient :

1 2
Q-os Z = Hez”,

soit encore, vu que ZZ(Q) =P :
Q= (HX,X) ®)

ot X désigne le processus canonique sur D' et HX une version (@Lmesurable)
de la IP-intégrable stochastique de H par rapport a la semi-martingale X. Ceci
détermine entirement @ et assure donc que (Zn)n 50 n'admet qu'une seule valeur

d'adhérence. D'olr 1le résultat final attendu :

sK)
]PIEHn.Xn o FExn

3° - Compléments :

Nous allons voir ici qu'en fait, sous certaines hypothéses d'absolue continuité des
c.l. (Bh,C,v), il est possible d'affaiblir la condition de convergence [sup-n]
dans le théoréme (2.2).

Soit en effet une probabilité P sur (]Dd,o{()d) faisant du processus canoniaue

une o&d—semi-mrtingale de c.l. données par :

t t
(3.7) B}tl(a) = JO b}sl(a)dFs, Ct(a) =J cs(ct)dFS et v(a) = NS(OL,dX)dFS

0

ol les quantités F,bh,c et N vérifient :



(1)

(i1)

(iii)

(s.z)ﬁ

(iv)

~
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F:R >R" est cadlag croissante

vaed!, vez0 bl eR, ¢ est@p et

; Ns(a,dx) € {u mesures positives/u({0}) =0 et u(|x2|/\1)<+oo}

h o®d J ) d
b", c et N(f) sont o) “-prévisibles pour toute f dans eLiDGR )
Sionpose P = (K L naiRy -z wbdpp o2

) ocss. s s CF Niggeas

alors :

~vaeDd vfe 2?LiD0Rd) b)), M) et N(a,f) sont des fonctions

PO + Py . Py
boréliennes de R dans R localement bornées uniformément en «o.

~

-vE e(?Lip(]Rd) P-ps dF-p.s. o> (F(),N@) N (a,6)) est

Sk-continue.

F continue ou vt >0 sup 4 Sw Ns(u,lxleU < + o, Cette
a€D” s€[0,t]

derniére condition entraine, sous (iii),

sup sup (c (o) + Ns(u,lxlzf\ﬂ) < sup %Z(a) +
€D se[0,t] ]Ddx [0,t]
+ sup Ns(a,lxlz,ﬂ) <+
]Ddx[O,t]

et correspond bien entendu, sous sa forme '"'intégrée’, a | CBF

Remarque (3.3) : Notons au passage que, outre ces propriétés, bh,c,N doivent

nécessairement vérifier les relations : P-ps vt >0 ¢ AFt= (b}tl'Nt(h))AFt = 0,

etc.

Théonéme (3.4) : Soient (X"

n R
ns 0 (H )n;O' H comme dans Le théonéme (2.2) et TP

wie probabities swn w00 venigiant -

« X est une W,@d)—éem—maﬂ,t/:ngale dont Les c.L. sont de Ra forme (3.1) et
vérigient (3.2).
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. CBH

. dP-dF-CCH P-ps dFA—p.p. H, est Sk-continu.

* [VM'B]) ‘[VM_Y]I [VM_(S]
< [dF-n] (&) Thexiste A :R >R croissante vérnifiant :

vt >0 ve>0 an ¢ N/nz n =" (sup IH”I z A(2))
€ st

A

€

.. n n
(L) dFA—p.p. Hy-H,oX" = 0

(Sk
P A2l
NG

" (Sk)
Alons IP(H"-X“ o == IP(H-X,X)‘

Démonstration : (abrégée) Nous allons réexaminer certains passages de la preuve du

théoreme (2.2)(b)

(a) Dans un premier temps assurons nous que (Bh,C,v) vérifie la | dP-CCF |. Ceci

est essentiellement évident ; en effet si o Sk, o et b}: est dF S—p.p—continue
en o, il vient par exemple, a 1'aide du théoréme de convergence dominée :

t
B @ - B = JI'O |b}sl(ozn) - b}sl(oz)|dFS —> 0.

Reste a voir, pour ce qui concerne la continuité, ce qu'il en est de 1'affaiblis-

sement de dP-CCH en dP-dF-CCH | . Illustrons a nouveau cette question

a 1'aide du lemme (2.8'). Une relecture de ce lemme montre ainsi qu'un des proble-

mes & résoudre est celui de la convergence vers O de la quantité

t
IO (A]Hs(otn) - Hs(a)I)AZHWHw g(v) v(a,ds x dv).

t
Or cette quantité vaut [ (AIHS(un) = Hy (@) DAW| ON, (a,g) dF_. Soit donc a
0

telle que Hs soit dFS-p.p. Sk-continu en ¢ et o sk, a ; il vient :

dF-p.p  (A|H (™) - H () DAV ING(0,g) >0 quand n > + =
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et (AJH (™ - H@)Da@IWI) NyGa,g) s 2IWl|, Nyla,g) € L' dm

car s » N(a,g) est localement bornée. On peut donc conclure par convergence

dominée.

Les autres actualisations (dans le § b concernant la tension par exemple) se font
de facon analogue.

(b) L'autre type de probléme a résoudre consiste a vérifier que les hypotheses (3.7,
(3.2) et [dF-n] sont ici suffisantes pour suppléer a2 [sup-n] dans la démons-
tration des conditions de convergence [sup-g], [sup—y] et [sup-§] associfes

n
a (B}”"’Hn,cn’Hn,vn’H ) et (Bh’H,CH,vH). Nous allons indiquer comment procéder
sur un exemple (trés) partiel. Tous les autres cas peuvent se traiter de facon

analogue, au prix d'une quantité de calculs... suffisante.

Soient donc € >0 et t >0 (Dorénavant on fera A =M comme c'est loisible)

S S
(s f n gl _ (f B XY 2 ¢) <PP(sup|H5M(D)
522 | 0 R P 0Hu WXl = e slglg s

t
S P, o™y 2 £ ) +IP“([ [[H2-H X A2M(1)]
M(t) 0

|aBlox”| = 5
[dF-n] (1), [Var-8] et (3.1) entrainent :

S S t
Tim P (sup |f r{‘ldBL"“-([ HudBE)oanze)ng_nIPn(f [IHIS‘-HSoxniAzM(t)]|b2(x“))|dpsz )
n sst /0 0 n 0

(3.2) (iii) =K, = B2@)| < +=  donc

sup d
(a,s) €D x[0,t]

t t
h ..n n €
]pn(fo [1H2-Hsoxn|A2M(t)]|bs(x )ldFSz %) g]P“(J(O |Hn—HSoX |a2 M(t)dF 2 K
D'autre part, d'aprés 1'inégalité de Bienaymé-Tchébitcheff et le théoréme de

Fubini, il vient :

t n € 2Kt t n Hn n
JP“(J lH’S‘-HSox ) |AZM(t)dF 2 ﬁt-)g —E—I EN(] -HgoX | AZM(t))dE,
0 0
= %— au moins pour n assez grand

(wour ce faire appliquer [dF-n] (ii) et le théoreme de convergence dominée deux

fois).




Finalement on peut conclure :

sst n
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