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PROCESSUS PONCTUELS STATIONMAIRES
ASYMPTOTIQUEMENT GAUSSIENS ET COMPORTEMENT
ASYMPTOTIQUE DE PROCESSUS DE BRANCHEMEMT
SPATIAUX SUR-CRITIQUES

J. NEVEU

Dans 1'étude asymptotique des processus de branchement spatiaux, on suppose
fréquemment que, a 1'instant initial, le processus est poissonien bien que cette
hypothése ne soit pas naturelle car le caractére poissonien n'est pas préservé par
le mécanisme du branchement. Par contre, la propriété d'un processus nonctuel
stationnaire d'étre asymptotiquement gaussien au sens de la définition du para-
graphe 1, est stable par un branchement stationnaire (Temme 1)

Le résultat que nous démontrons dans le second paragraphe nous parait bien
simplifier 1'étude analytique du comportement asymptotique des processus sur-
critiques. Nous ne 1'avons nas trouvé énoncé dans la Tittérature mais 1'idée qui
lui est sous-jacente est indubitablement tout-a-fait classique. A titre d'illustra-
tion, nous 1'avons appliqué a la démonstration d'un théorgme de Dawson (proposi-
tion 3 b) en profitant de la premiére partie de cette note pour nous affranchir de
1'hypothése poissonienne faite sur le processus initial par cet auteur.

PROCESSUS PONCTUELS STATIONNAIRES SUR Rd ASYPTOTIQUEMENT GAUSSIEMS

Soit N un processus ponctuel sur Rd, de loi stationnaire (i.e. invariante
par les translations de Rd) et de carré intéqrable (i.e. telle que E[N(G)Z] {w
pour tout (= pour un) ouvert borné non vide de Rd). Si X désigne la mesure
de Lebesgue de Rd, les deux premiers moments de N sont alors de la forme
EIN(+)] = 6 A(dx) sur RY,
(1)
EIN@N] = 6% A(dx)A(dy) + A(dx)o(dy-x) sur R x R

pour un réel 6 =z 0 et une mesure de Radon symétrique o sur Rd de sorte que

(1) EINCF)] = 6 A(f) , Var[N(f)] = o(f*f)

au moins pour toute fonction borélienne bornée a suboort compact f : Rd - R

(on note ¥ Ta fonction ¥(x) = f(-x)). Dans Te cas particulier d'un processus
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ponctuel de Poisson stationnaire N, Tla mesure o vaut simplement Beg -

Nous dirons que N est du second ordre si la mesure o est bornée sur Rd;
dans ce cas N(f) est une v.a.r. bien définie et de carré intégrable pour toute
fonction f¢ L1 n L2 (Rd, A) et Tes formules ci-dessus sont valables pour ces
fonctions. Les images d'un tel processus ponctuel N par les homothéties x - ax

*
de Rd (ace R+) sont telles que lorsaue a + «

(2) a? E(1a7® (a0 £2) - 6 fax £(x)19) > o(RD) fax F2(x)

1 2

si fel nL ; le premier membre vaut en effet d'aorés ce qui nrécede

() ™ fao FG)e £ = fdol) FF ) 5 flall 7112

v
et la fonction f*f est continue bornée sur Rd puisque f € LZ, de sorte que

v
le second membre tend vers c(Rd) fxf(o) 1lorsaue a 4 =, Notons que la formule
(2) qui montre que

2™ MN(dx) F(2) > 0 fdx F(x)

dans LZ(Q) lorsque a + » si f € L1 n L2 , entraine par un argument de

densité que cette convergence a lieu aussi dans L1(Q) nour toute f € L1(Rd) .

Nous dirons ensuite qu'un processus ponctuel stationnaire est asymptotique-
ment gaussien s'il est du second ordre et si pour toute fonction f el nL“ , la
variable aléatoire

(3) 221278 (dn) F(2) - 6 fax £(x)]

tend en loi vers une v.a. gaussienne (nécessairement centrée et de variance

égale & o(RY) [dx f(x)2

processus ponctuels de Poisson stationnaires sont asymptotiquement gaussiens
au sens précédent, mais a la différence des processus de Poisson, les processus
asymptotiquement gaussiens jouissent de 1a propriété de stabilité par branchement

d'aprés ce qui précéde). I1 est bien connu que les

que décrit le lemme ci-dessous.

Soit Q wune probabilité définie sur 1'espace Mg des mesures ponctuelles
bornées sur Rd telle que

c: = [ . RDIZ 0(dw) <o .
My
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Associons lui un réel mz2 o , une probabilité u sur Rd et une mesure signée

d

bornée et symétrique C sur Rd x R” par les formules

V() Qlav) = mu() et done [ v(RY alav) < m

J.:
My N

(4)
f L vov(s) Qldv) = m® e +C sur RYx RY;
M
la variable aléatoire v - v(f) sur (ME, Q) nposséde donc alors 1'espérance

d

m u(f) et la variance C(f®f), pour toute fonction borélienne bornée f : R™ - R.

. .V . . s s
Remarquons aussi que si W désigne 1'image de u npar 1'application x » -x de

Rd dans Rd, le produit de convolution *ﬁ est 1'image de la mesure produit

d d

u®u par 1'application (x,y) »x -y de R" x R dans R de sorte que si vy

désigne 1'image de la mesure C ci-dessus nar cette méme aoplication, la derniére
formule (4) entraine que

(4') Iv*xQ(dv)=m2 Wall +y sur Rd,
Etand donné un orocessus ponctuel stationnaire N, sur Rd et une probabi-

1ité Q sur Mf , considérons alors un second processus ponctuel N1 dont la loi

conditionnelle en No soit celle de

X

T e, % Vi si N =X¢
RN

P F A °
et si les vy sont des processus ponctuels indépendants de méme lci 0 (ne

dépendant donc pas de NO). Dans ces conditions, on a la propriété de stabilité
suivante :

LEMME 1.- Pourvu que fv(Rd) Q(dv) < = , le processus ponctuel Ny est station-

naire de carré intégrable dés que N0 l'est et plus précisément
2 v
(5) 8p =m oy 5 oq(e) =m" o x(uxu) +e v .

De plus N1 est_asymptotiquement gaussien dés que NO l'est.
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Démonstration : La premiére partie du lemme est classique et facile a démontrer.

Puisque N1(f) = ;jvj(dy) f(xj +y) lorsque Ng = Z ey o les propriétés des V5
J RN
entrainent que

ECN, ()] = = mfu(dy) Fxg +y) = m Ny (F )
J

N2
E[(N1(f) E[N1(f)/NO]) /NO]

%ffC(dydz) f(x. +y) f(x, + z)
j J J

SN (dx) ffCldydz) f(x +y) flx +2) .

11 s'ensuit que

E[N1(f)] =m e, A(f * ﬁ) =m e, A(f)

de sorte que 6, =m®o, , et que

[}

Var[N1(f)]

Var(N1(f) - E[N1(f)/N0]) + Var(E[N1(f)/NO])

o, Jdx [fC(dydz) Flx +y) flx +2) + m? oo(f*ﬁ*¥*u)

v
8, fy(du) f*ﬁu)+m200*U*ﬁ(f*ﬂ

ce qui donne oy -
Pour établir la seconde partie du lemme, i1 s'agit d'étudier le comnorte-
ment asymptotique (a + <) de la loi de Ta variable aléatoire

X X, +Yy
ity () £E) = 5 foy(dy) FE)
J

a

Mais asymptotiquement les mesures ponctuelles vj n'interviennent que par

leurs masses totales car lorsque a +

_ X, + Y X
(15 v (dy) F—) - 5 v, (RY) F(17) >0
il 2 i .
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7 .
! n L. En effet le premier membre vaut encore

si fel
2™ 0, fax [o(dv) [fo(dy) FEIY) - v(rY) £(X)?
- [1(d) v(dy) v(dz) 15, FEZ) - £ HE) - £, HD) + £, FO)]

\%
et tend vers zéro lorsque a + = par la continuité de f,f . I1 s'agit donc de

démontrer que les lois des v.a.
_d/2 . d dy %3y . X
2, =a [a ? vj(R ) f(?;) o fdx f(E)]

tendent vers une loi gaussienne lorsque a + «
d s
vj(R ) - m, écrivons que

Aprés avoir posé Uj

__-d/2 X5
a T Uj f() + I

Z =
a
J

1= a4/2 [3d I (dx) £(2) - 8 fdx £(x)]

a
U. que
j @

nuis, en désignant par © 1la fonction caractéristique commune des
X X
Elexplit a-9/2 = Uy £ = T oelta /2 £ )
J J
v.a. centrées de variances c , on peut trouver une

Mais comme les Uj sont des
fonction positive continue bornée n sur R+ , nulle a 1'origine telle aue
2

t° n(lt]) (t €R)

<

lo(t) - exo(- § t7)]

et alors
-d/2,.,%; -c .2 -dys 2%
m s - A
E|i ¢lta f= )] exp[jr t<a ? F( a)]|
X -d X
s t? a7 £ Q) nlltlal] £
. a a
J
2 2 -
=t g, fix 7(x) nl[t]a d/2 [F(x)]]
~ 0 lorsque a t+ « par converqence dominée. I1 résulte de ces calculs
que

E[exp(itZa)]
~ .. =d/2 X5 )
= E b J
(E(exp [it a ; Uj f( a)]/No) .oexp(itm Ia))
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= E(exp[:é(—:-t2 a~d jNo(dx) fz(go] . exp(itm Ia)) + 0(1)
lorsque a 4 « .
Mais d'une part la v.a. réelle positive a~ IN (dx) f“ ) converge dans
Lt vers 0, [dx fz(x) lorsque a + = puisque 2 e (R ) tandis que d'autre
part, la Toi de Ia tend, nar hynothese, vers une loi gaussienne centrée de varian-

ce oo(Rd) fdx f2(x) lorsque a + = . Cela imolique facilement que

Zice + m? co(Rd)] [dx fz(x)]

E[exp(itZa)] > exp[%}-t o

Jorsque a + = pour tout t € R et termine la démonstration o

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES PROCESSUS DE BRANCHEMENT SUPER CRITIQUES

Etant donné une probabilité Q sur 1'espace Mg des mesures nonctuelles
finies sur rd , une suite (Nn,n 2z 0) de processus ponctuels sur Rd definis sur

un méme espace de probabilité sera appelé un processus de branchement de loi Q

si pour tout n € N, le processus ponctuel Nn+1 suit conditionnellement nar
rapport a la tribu %ﬁ engendrée par NO,N1,..Nn 1a méme loi que X ey, * Vj
RN
lorsque Hn =Ie, et lorsque les processus nonctuels finis vj sont indépen-
I \
cants entre eux et de méme loi Q (ne dénendant donc nas de 9%). Sur la loi Q,
nous supposerons que C : = jv(Rd)‘ Q(dv) < » et conserverons les notations du
paragrache précédent. Sur le processus ponctuel initial N0 , nous supnoserons soit
d
. = E[M (P ©
que 8, h[“o(n )1 <
soit que la loi de NO est staticnnaire et aue

EIN, ()] = A(s) (» : mesure de Lebesaue)

®
pour un 6/ < = 3 dans le deuxieme cas il est clair que les brocessus ponctuels
Nn ont tous une loi stationnaire (parce que la loi Q des vj ne déoend pas
des x.) .
J)
Au oremier ordre, la nrooriété de branchement imnlique que
% v
E N4 (D)] = m Nowu(f) = m H (Fau)

pour toute fonction borélienne f : Rd + R, quel que soit n et donc aussi que

E ", (D)) = m N (F Ky, kem
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Cette formule suggére évidemment que dans 1'étude du comportement asymototique des

N, » Ta v.a. Nn+k(f) doit étre comnarée a mk Nn(f* Kk) et non nas a mk Nn(f) .
Notons aussi que suivant 1'hypothése faite sur No , la formule nrécédente entrai-
ne que

E[Nn(Rd)] =0 resp. EIN ()] = 6, A(*)

avec dans les deux cas 9n = 90 m'(n € N) .

Le Terme suivant nous parait fondamental dans 1'étude asymptotique des pro-

cessus de branchement super-critiques.

Lemme 2.- Pourvu que m > 1 (cas super-critique), pour tout entier n € N et

toute fonction borélienne f sur rd , on_a quel que soit k €N

Gl
-(n+k) _ o -n Viyo2y o Vo 2
E(lm N (F) = L (F 20 1) = = £l

ou K désigne une constante ne dépendant que de () et ou |||l désigne la

norme  syo [f(x)]| sz E[NO(Rd)] = 0, est supposé fini, resp. la norme de f

dans Lz(Rd,A) st N est _supposé stationnaire d'intensité o_ finie.

(o] (o]

Comme la majoration précédente est uniforme en k , ce lTermme raméne 1'étude

D

du comportement asymptotique de m - Nn(f) (p>w) essentiellement 3 celle de la

suite de fonctions f* ﬁk(k + ) ; or beaucoup de résultats sont connus sur le

comoortement asymptotique de uk*(k > ) | Le lemme précédent est aussi tout-a
fait intuitif : i1 exprime en effet que pour un processus de branchement super-
critique, en dehors de 1'extinction, la loi des grands nombres s'applique au pro-

cessus translaté (N kz 0) des que n est assez arand pour que N, soit

n+k
grand, compte tenu de ce que les pooulations issues des individus de la énieme
génération sont indépendantes et équidistribuées.

Démonstration : Commengons par remarquer aue conditionnellement en 3h et lorsaue
N =X € ’
n j xj
v
Nt (F) = m N (Fall) = 5 Sivy(dy) - mu(dy)s fx;+y)

J
de sorte que

%
E M () = m N (F)1?) = £ FOxg) = N () F(x)
J
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si
F(x) : = ffC(dydz) f(x +y) f(x +2)  (x e RrY .
Comme la mesure C est bornée par hypothese, on a

Bk

2
IFllgy = CH 11715, et 1FILy = ic

si ||C]| = [f|C|(dydz) . I1 s'ensuit immédiatement que

(F) - m N (Fi)1%) = [ E N (d0) F(x)
2

< co, IIf]

E(IN, 4

IA

ot ||f || désigne Ta norme |lf|lsun ou la norme HfH2 selon 1'hypothese faite
V.
sur N . (On notera que les v.a. Nn+1(f) -m Nn(f* g) sont de carrés intéarables

par suite des hypotheses faites sur Q sans supposer nécessairement que No est de
carré intégrable, mais seulement que ® (o)
La démonstration du Temme repose alors 'simplement sur 1'orthogonalité de la

décomposition(
-(n+k) -n vk
Ny (F) = ™ N (F )
- k£1[m'(n+j+1) N (f vk'J'1) _ -(n+j)N (f*vk-J)
j=o0 nejert ! *H " hagtfxus 1

qui provient de ce que chaque terme du second membre appartient a L2(’}n+j+1) et

est orthogonal a L2( 3 .) resp. . Cette orthogonalité entraine en effet avec

n+j
1'inégalité ci-dessus que :

B (ML () = 0™ N (Fi912)

k-1
s xm

-2(n+j+1) 2
Co .. |Ifll
j=o0 n

vi
compte tenu de ce que ||f «w | s ||f|l pour Ta norme sup comme pour la norme

L2 ; enfin puisque en+j =8, m*J | 1a borne précédente est majorée pour tout
k20 par

2 22(n+j+1) n+j 2 C 1 2

zm I e, m NI = sy T I
J=0 m

pourvu que m> 1 o

Pour terminer cette note, montrons que les résultats de la proposition sui-
vante se déduisent facilement et naturellement du lemme précédent. La difficulté
a priori de ces résultats tient a la double présence du paramétre n qui appardit
3 la fois dans la suite Nn et dans la normalisation des fonctions f(x/vh) , mais
le lemme précédent permet précisément de fixer le premier de ces n...
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PROPOSITION .- On suppose que m > 1 et que la probabilité U sur Rd est

centrée de variance finie ; on désigne par G la loi de Gauss centrée sur R~ de

méme _covariance que W .

a) si ENRY) =6, <=, la timite W= Tlinn™" N (R9)
N>

existe p.s. et dans L2. De plus pour toute fonction continue bornée f

m " f N, (dx) f(%) > W [fdG

dans L2 lorsque n + o« ,

b) st NO est stationnaire du second ordre, pour toute fonction f de
L'nlL +d -d
nZ B a2 N () £ - e a(£12) > ¢ AL(F46)2
n (o]
vn
lorsque n » =, la constante c étant donnée par

v(rY)
m(m-1) °

_ d
c = co(R ) + o

En outre, si N0 est _asymptotiquement gaussien, les variables aléatoires

d -d
n% [m™" nZ [N (dx) f(X)- 0, A(F)]
n
convergent en loi vers des variables gaussiennes centrées de variances

c AL(f G)Z] lorsque n » =, pour tout f € L1 n L2 .

Démonstration :
1) D'aprés le lemme, la suite (m™" Nn(Rd) , n20) estune suite de

Cauchy dans L2 et sa limite, soit W, est telle que

Ke

-n dy,2y . 0
E([W - m N, (RT)IT) = — .

3

Cette majoration géométrique entraine la convergence presque sdre. Le résultat est

d'ailleurs bien connu puisque (Nn(Rd), n > 0) est un processus de Galton-Watson !

d

Pour toute fonction borélienne bornée f sur R , le Temme montre que

-(n+k) X -n x +y, vk 2
I Mo (dx) F(=2=) - ™" (dx) Y d
| m M Cdx — m M (dx)f (vm) e ( y)IILZ(Q)
Xe
< 2
< ——noll fllSup
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tandis que Te théoréme de la limite centrale implique que pour toute fonction

continue bornée f sur Rd

Tim [FCY) PR (dy) = ffda
koo = VATR

d

quels que soient x € R~ et n € N fixés. Mais alors

- vk - d
m ann(dx)If(\X/n:;‘;) u(dy) > m "N (RS)SFda

p.S. sur Q car Nn est p.s. un processus ponctuel fini ; cette convergence a
lieu aussi dans L2 car le premier membre est dominé par la suite (m™" Nn(Rd)llfH,

nz 0) qui converge dans L2 . I1 s'ensuit que

Ko
17 I MO (a0 f(2) - R el = —2 )P
>0 m

n+k Tk

lorsque f est une fonction continue bornée sur Rd et i1 ne reste plus qu'a
faire tendre n -+ » dans cette inégalité pour obtenir la premiére partie de la
proposition.

2) Soit f une fonction de L2 a laquelle nous associerons les fonctions

Fiz) = [z + ) W*(dy)  (n, keN)
n+

pour pouvoir écrire que d'aprés le lemme

(n+k)"9/2 g (m= (06D gy

- 2
g (@) F(E2) - TN (dx) FE(\/ik_)] )

n+ n+
s Koy m" A (F2)

Le théorzme de la limite centrale entraine d'autre part que les fonctions
FE tendent dans L2 vers la fonction fxG lorsque k >« car en utilisant la

. . 2
transformation de Fourier sur L

: A AA
SIF7 - fa8l? ax = [IFy - F61° at

l

(D% - 8w 121F0)] at
n+

+0

lorsque Kk + w, n étant fixé

var convergence dominée. Il s'ensuit d'aprés (2') que
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~ o

X ). fe6(-20119)

vn+k vn+k

(n+k) “ E(Im™"fN, (dx)[Fp(

2n I 2
oy IF} - £+6]|2
+ 0

lorsque K + «, n étant fixé.

La conjonction du Temme 2 et du théoreme de la limite centrale entraine

donc que opour tout n € N
-d

— i (n+k) -n 2
llz (n+k) ¢ E((m(N* INn*k dX)f(VEif)_ n an(dx)f* 6( — )1°%)
< X o 2

- A(F7)

tn appliquant 1'éqalité (2) au processus ponctuel stationnaire Nn’ on voit que
-d d

)-0,(n+k)2 A (F+ 6)12)

Tim (n+k)7?-E([m_"an(dx)f* 6(

koo n+

=0 (RN AL (F4 )Y

et comme d'aprés (5)
n-1 .
2 RY =6 R 4z w32 5 pd)
n 0 - 0
j=o0
d d
Y > 0 (RT) + 6, Y(RT)/m(m-1) Torsaue n 4 «,
les premiéres formules de la nartie (b) de la nrobosition se trouvent démontrées.
Sunposons ensuite aue No obéisse au théoréme de la limite centrale et donc

comme 1'établit Te Temme ci-dessous, que Tes Nn obéissent aussi a ce méme théo-
réme. Alors 1'inégalité élémentaire

BT “ g™ N2 2 gx-n? (ten)

et les résultats qui précédent entrainent aue les (fonctions caractéristiaues ®,
des variables aléatoires centrées

+k

-d d
(o) T o MRy (@0f (2 - (i) s 2 ()]
: ViTk s}
et celles WE des variables aléatoires centrées
-d d
() ® 1 g (000 £ 482 - (n4k)Z 6 A(F 4 0)]

vn+k
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sont telles que
Ke
— n 2 20 2
l1m |mn+k(t) - wk(t)l < |t] — A(FT)
oo m

D'autre part, 1'application du théoréme de la limite centrale nous montre que

o -t2 on(Rd) 2
1k1m \vk(t) = exol—— —7r— AFfxG)7]
>0 m

pour tout n fixé et i1 s'ensuit bien que

. . . n -t2 2
Tim @ (t) = Tim lim v (t) = exn(—- ¢ A(fxB)°1) . o

n->e N Ko
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