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PROCESSUS PONCTUELS STATIONNAIRES

ASYMPTOTIQUEMENT GAUSSIENS ET COMPORTERENT

ASYMPTOTIQUE DE PROCESSUS DE BRANCHEMENT

SPATIAUX SUR-CRITIQUES

J. NEVEU

Dans l’étude asymptotique des processus de branchement spatiaux, on suppose

fréquemment que, à l’instant initial, le processus est poissonien bien que cette

hypothèse ne soit pas naturelle car le caractère poissonien n’est pas Dréservé par
le mécanisme du branchement. Par contre, la propriété d’un processus ponctuel
stationnaire d’être asymptotiquement gaussien au sens de la,définition du para-

graphe 1, est stable par un branchement stationnaire (lemme 1)

Le résultat que nous démontrons dans le second paragraphe nous parait bien

simplifier l’étude analytique du comportement asymptotique des processus sur-

critiques. Nous ne l’avons nas trouvé énoncé dans la littérature mais l’idée qui
lui est sous-jacente est indubitablement tout-à-fait classique. A titre d’illustra-

tion, nous l’avons appliqué à la démonstration d’un théorème de Dawson (proposi-
tion 3 b) en profitant de la première partie de cette note pour nous affranchir de

l’hypothèse poissonienne faite sur le processus initial par cet auteur.

PRQCESSUS PONCTUELS STATIONNAIRES SUR Rd ASYMPTOTIQUEMENT GAUSSIENS

Soit N un,processus ponctuel sur Rd, de loi stationnaire (i.e. invariante

par les translations de et de carré intéqrable (i.e. telle que E[N(G)2]  oo

pour tout (= pour un) ouvert borné non vide de Rd). Si À désigne la mesure
de Lebesgue de Rd, les deux premiers moments de N sont alors de la forme

E[11(.)] = e À(dx) sur Rd,
(1)

= e2 + a(dx)Q(dy-x) sur Rd x Rd

pour un réel e > 0 et une mesure de Radon symétrique Q sur Rd de sorte que

(1’) E[N(f)] = e À(f) , Var[N(f)] = a(f4)
au moins pour toute fonction borélienne bornée à support compact f : Rd -~ R

(on note f la fonction ~(x) - f(-x)). Dans le cas particulier d’un processus
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ponctuel de Poisson stationnaire N, la mesure 6 vaut simplement 6e .

Nous dirons que N est du second ordre si la mesure J est bornée sur Qd ;
dans ce cas N(f) est une v.a.r. bien définie et de carré intégrable Dour toute

fonction L2 (Rd, x) et les formules ci-dessus sont valables pour ces

fonctions. Les images d’un tel processus ponctuel N par les homothéties x ~ ax

de R ( a E R+) sont telles que lorsque a fi 00

(2) ad E([a-d ;N(dx) f(~) - e Idx f(x)]2) -~ a(R2) jdx f2(x)
si f E L1 n L2 ; ; le premier membre vaut en effet d’aorès ce qui nrécède

(2’) a-d jd6 f(a)* f(a) = d03C3(x) f*f(x a) ~
et la fonction f*f est continue bornée sur R puisque f E L2, de sorte que

le second membre tend vers f*f(o) lorsque a t oo. Notons que la formule

(2) qui montre que

a-d ;N(dx) f(x a) ~ e jdx f(x)

dans L2(03A9) lorsque a ~ ~ si entraîne car un arqument de

densité que cette convergence a lieu aussi dans L~(s~) cour toute f E L1(Rd) .

Nous dirons ensuite qu’un processus oonctuel stationnaire est asymptotique-
ment gaussien s’il est du second ordre et si pour toute fonction f E , la

variable aléatoire

(3) ;N(dx) f(~) - e jdx f(x)]

tend en loi vers une v.a. gaussienne (nécessairement centrée et de variance

égale à Q(Rd) jdx f(x)2 d’anrès ce qui précède). Il est bien connu que les

processus ponctuels de Poisson stationnaires sont asymptotiquement gaussiens
au sens précédent, mais à la différence des processus de Poisson, les processus

asymptotiquement gaussiens jouissent de la’propriété de stabilité par branchement

que décrit le lemme ci-dessous.

Soit Q une probabilité définie sur l’esoace des mesures ponctuelles

bornées sur Rd telle que

c : _ r~b + [v(Rd)]2 0(dv) .



505

Associons lui un réel m ~ o , une probabilité ~ sur Rd et une mesure signée

bornée et symétrique C sur Rd x Rd par les formules

J M+ b v(.) Q(dv) = m u(.) et donc M+b 03BD(Rd) + Q(dv) = m ,

(4)

Mb Q(dv) - m~ h~u + C sur R~ x Rd ;

la variable aléatoire v -~ v(f) sur ("1b, Q) possède donc alors l’espérance

m u(f) et la variance C(f ® f), pour toute fonction borélienne bornée f : Rd -~ R.

Remarquons aussi que si à désigne l’imaqe de u par l’aDDlication x + -x de

Rd dans Rd, le produit de convolution * est l’image de la mesure produit

par l’application (x,y) -~ x - y de Rd x Rd dans Ra de sorte que si y

désigne l’image de la mesure C ci-dessus car cette même application, la dernière

formule (4) entraîne que

(4’ ) + y sur Rd.

Etand donné un processus ponctuel stationnaire No sur Ra et une probabi-
lité Q sur M, considérons alors un second processus ponctuel N1 1 dont la loi

conditionnelle en P~o soit celle de

/ 

si 

et si les v. sont des processus ponctuels indépendants de même loi Q (ne

dépendant donc pas de No). Dans ces conditions, on a la propriété de stabilité
suivante : :

LEMME 1.- Pourvu que fv(Rd) Q(dv) , le processus ponctuel N1 1 est station-

naire de carré intégrable dès que PJo Z’est et plus précisément

(5) 81 = m e 0 , Q 1 (.) = m2 s 0 *(u * û) + e 0 Y . .

De pZus N1 est asymptotiquement gaussien dès que P!p Z’est.
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Démonstration: La première partie du lemme est classique et facile à démontrer.

Puisque PJ1(f) - f(xj + y) lorsque No = ~ Ex. , les propriétés des vj
J J J 0 

J J 
. J

entraînent que

E[N 1 (f)/^I o l + Y) - m N o (f * û)

E[(N1(f) - E[N1(f)/No])2/No]
- 

C(dydz) f(xj + y) f(xi + z)

- N0(dx) C(dydz) f(x + y) f(x + z) .

Il s’ensuit que

E[N 1 (f)] - m eo a(f * û) - m eo ~(f)

de sorte que e1 - m 03B80 , et que

var(N1 (f) - + 

- e dx C(dydz) f (x + y) f( x + z) + m2 6 (f * û * f v * )
0 0

- e 0 f * f(u) + m2 6a * u * û (f * v f)

ce qui donne o1 .

Pour établir la seconde partie du lemme, il s’agit d’étudier le comporte-

ment asymptotique (a fi ~) de la loi de la variable aléatoire

P! dx f X - ~ v.(d ) f(xj 
+ 

yj 1 ( ) (a) = ~ j J y a
J

Mais asymptotiquement les mesures ponctuelles vj n’interviennent que par

leurs masses totales car lorsque a ~ ~

a - vj(dy) f(xj + y a) -  v . J (Rd) f(xj a)]2) ~ 0
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si f ~ 1,~. En effet le premier membre vaut encore

a_d 6 Jdx Q(d03BD) [Jv(dy) f(x + y) - v(Rd) f(x)]?
- Q(d03BD) 03BD(dy) v(dz) [f * ) - f * () - f * f(Z) + f * f(0)]

v
et tend vers zéro lorsque a fi ce par la continuité de f * f . Il s’agit donc de

démontrer que les lois. des v.a.

- La d F e jdx 

tendent vers une loi gaussienne lorsque a fi ce .

Après avoir Dose. = v.(Rd) - m , écrivons que’ 

J J

a 
- a

où

Ia = ad/2 f(X) - 8 jdx f(x)]
nuis, en désignant par v la fonction caractéristique commune des que

E[exp[it a-d/2 03A3 U. ] = n J
j J a o 

j 
(a)

P1ais comme les U. J sont des v.a. centrées de variances c , ’ on peut trouver une

fonction positive continue bornée n sur R+ , nulle à l’origine telle que

~~(t) - exp(- c t2)~ -‘- (t E R)

et alors

E|03A003C6[ta-d/2f(xj a)] - exp[-c 2 t2 1 .

~ t2 a-d E(03A3 f2(xj 2) ~[|t|a-d 2| f(xj a)|])
= t~ e o fdx f~(x) f(x) ]

+ 0 lorsque par convergence dominée. Il résulte de ces calculs

que

J

= E(E(exp [it a-d/2 J L U . J , ex p( i tm I ))
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= Eexpi-=çC- t2 a -d f2j>i . exp(itm Ia)) + oi>

lorsque a § oJ .

Mais d’une part la v.a. réelle positive a-d No(dx) f2(x a) converge dans

L’ vers 03B80 jdx f2(x) lorsque a § oJ puisque f2 e tandis que d’autre

part, la loi de la tend, nar hypothèse, vers une loi qaussienne centrée de varian-

ce jdx f2(x) lorsque a § oJ 
. Cela implique facilement que

+ t~ [c 6~ + m~ jdx f~(x)]

lorsque a § oJ pour tout t ~ R et termine la démonstration a

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES PROCESSUS DE BRANCHEMENT SUPER CRITIQUES

Etant donné une probabilité Q sur l ’espace Fl§ des mesures ponctuelles

finies sur une suite (Nn,n ~ 0) de processus ponctuels sur Rd définis sur

un même espace de probabilité sera appelé un processus de branchement de loi Q

si pour tout n E N, le processus ponctuel Nn+1 suit conditionnellement nar

rapport à la tribu °q engendrée Par N0,N1,..Nn la même 10i que £. j ~xj 
* Uj .

lorsque i,i = z e et lorsque les processus ponctuels finis v. sont indépen-

dants entre eux et de même ioi Q (ne dénendant donc nas de fl). Sur la ioi Q ,

nous supposerons que c ; = jv(R 
d)2 Q(du)  oJ et conserverons les notations du

paragraphe précédent. Sur le processus ponctuel initial N0, nous supposerons soit

03B80 ; =  m

soit que la loi de M0 est stationnaire et que

= 03B80 x.> (x : mesure de Lebesgue)

pour un 6 o  ~ ; dans le deuxième cas il est clair que les processus ponctuels

j.i ont tous une ioj stationnaire (parce que la ioi 0 des v. ne dépend pas

des xj) .
Au premier ordre, la propriété de branchement implique que

E Jn[Nn+1(f)] = m = m 

pour toute fonction borélienne f : Rd + R+ , quel que soit n et donc aussi que

E = mk Nn(f* k) (n, k ~ N)
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Cette formule suggère évidemment que dans l’étude du comportement asymptotique des

N , la v.a. doit être comparée à mk et non nas à mk 
Notons aussi que suivant l’hypothèse faite sur No , la formule précédente entraî-
ne que

8 n resn. 8 n À(.)
avec dans les deux cas en = eo mn(n E N) .

Le lemme suivant nous Daraît fondamental dans l’étude asymptotique des pro-
cessus de branchement super-critiques.

Lemme 2.- Pourvu que m > 1 (cas super-critique), pour tout entier n F et

toute fonction boréZienne f sur Rd , on a quel que soit k F N

E([m-(n+k)Nn+k(f) - m-n Nn(f* k)]2) ~ k03B80 n Ilfll1. 

n+k ~ m

où K désigne une constante ne dépendant que de Q et où If Il désigne la

norme suD si g est supposé fini resp. Za norme de f

dans L2(Rd’À) si N 0 est supposé stationnaire d’intensité e 0 finie.

Comme la majoration précédente est uniforme en k , ce lemme ramène l’étude
du conportement asymptotique de essentiellement à celle de la

suite de fonctions .~ ~) ; or beaucoup de résultats sont connus sur le

comportement asymptotique de uk*(k -~ ~) ! Le lemme précédent est aussi tout-à
fait intuitif : i il exprime en effet que Dour un nrocessus de branchement super-
critique, en dehors de l’extinction, la loi des grands nombres s’applique au Dro-

cessus translaté (P~n+k , k 3 0) dès que n est assez grand oour que N soit

grand, compte tenu de ce que les populations issues des individus de la énième
génération sont indépendantes et équidistribuées.

Démonstration : Commençons car remarquer que conditionnellement et lorsque

Nn=03A3~xj,

Nn+1(f) - m Nn(f * ) - 03A3[03BDj(dy) - m (dy)] f(xj + y)
de sorte que 

En([Mn+1(f) - mNn(f* )]2) j F(xj) 
- n F(x)
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si

F(x) : = C(dydz) f(x + y) f(x + z) (x C Rd) .
Comme la mesure C est bornée par hypothèse, on a

~F~sup ~ ~C~ ~f~2sup et 2
si |C| (dydz) . Il s’ensuit immédiatement que

E([N n+1 (f) - m Nn(f* û)]2) = j E Pa n (dx) F(x)

- C03B8n ~f~2
où Il f Il dés i g n e la norme ~f ~

sup 
ou la norme Il f Il 2 selon l’ hypothèse faite

v

sur ’Vo . (On notera que les v.a. Nn+1(f) - m Nn(f* ) sont de carrés intégrables

par suite des hypothèses faites sur Q sans supposer nécessairement que No est de

carré intégrable, mais seulement que eo  ~) .

La démonstration du lemme repose alors simplement sur l’orthogonalité de la

décomposition
m-(n+k) N (f) - m n N (f n+k n 

*

- 

k_1 
_(n+j+1) i 

. f vk_j_1 _ m_(n+j)Pi f * vk_j)

qui provient de ce que chaque terme du second membre apnartient à LZ( ~’ +~+ ) et
. 

est orthogonal à L2( ~ +.) resp.. Cette orthogonalité entraîne en effet avec
l’inégalité ci-dessus que:

E ([ m - (n+k) Nn+k (f) - m n N n (f * k)]2)

 k_1 m _2(n+j+1) C Il f 2
j =o

compte tenu de ce que Il f * ~~ Il ‘ Il f Il pour la norme sup comme pour 1 a norme

L2 ; enfin puisque e +. - e 
0 

la borne précédente est majorée aour tout

k ~ 0 par

03A3 m
-2(n+j+1) 

C03B80 mn+j ~ f~2 = C m(m-1) 1 mn ~ f~2
pourvu que m > 1 0

Pour terminer cette note, montrons que les résultats de la proposition sui-

vante se déduisent facilement et naturellement du lemme précédent. La difficulté

a priori de ces résultats tient à la double présence du paramètre n qui apparâit

à la fois dans la suite Nn et dans la normalisation des fonctions mais

le lemme précédent permet précisément de fixer le premier de ces n...
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PROPOSITION .- On su~ppose que m > 1 et que la probabilité u sur pa est
centrée de variance finie ; on désigne par G la loi de Gauss centrée sur Ra de

même covariance que y .

a) Si 6 limite W = lim m n N (Rd)

existe p.s. et dans L2. De plus pour toute fonction continue bornée f

Nn(dx) f(x n) ~ W jfdG
dans L 

z 
lorsque n + ce B/n
b) Si PJo est stationnaire du second ordre, pour toute fonction f de

L 1 n L 2 +d -d

n’~ E([m-n nZ jN (dx) f(~) - eoÀ(f)]2) + c a[(f *G)2]n 
B/n 

o

lorsque n + ce, la constante c étant donnée_par

c = °

En outre, si No est asymptotiquement gaussien, Zes variables aléatoires
d -d

f( X ) - e 
o 

x(f)] ]

convergent en loi vers des variables aussiennes centrées de variances

] lorsque our tout 
1 

.

Démonstration :

1) D’après le lemme, la suite (m n P!n(!;d) , n ~ 0) est une suite de

Cauchy dans L2 et sa limite, soit W, est telle que

E([W - m-n .

m
Cette majoration géométrique entraîne la convergence oresque sûre. Le résultat est

d’ailleurs bien connu puisque (Nn(Rd), n > 0) est un orocessus de Galton-Watson !

Pour toute fonction borélienne bornée f sur Rd, le lemme montre que

f( x + ) - m-n 

~ 

K03B80 mn~ f~
2sup
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tandis que le théorème de la limite centrale implique que pour toute fonction

continue bornée f sur Rd

lim jfdG
k  B/n+k

quels que soient x E Rd et n E N fixés. Mais alors

+ 

~ B/nT1’ 
~

p.s. sur 03A9 car Nn est p.s. un processus ponctuel fini ; cette convergence a

lieu aussi dans L car le premier membre est dominé car la suite (m n 

n ~ 0) qui converge dans L2 . . Il s’ensuit que

lim~m-(n+k)Nn+k(dx) f(x n+k) - m-n Nn (Rd)fdG~2 ~ K03B8 mn ~f~2

lorsque f est une fonction continue bornée sur Rd et il ne reste plus qu’à
faire tendre n -~ ~ dans cette -inégalité pour obtenir la première partie de la

proposition.

2) Soit f une fonction de L2 à laquelle nous associerons les fonctions

Fn(z) = ff(z +-~-) ) (n, k E N)k v~’

pour pouvoir écrire que d’après le lemme

(n+k)-d/2 n+k n k n+

s m n a(f2)

Le théorème de la limite centrale entraîne d’autre part que les fonctions

tendent dans L2 vers la fonction f * G lorsque car en utilisant la

transformation de Fourier sur L2

|Fnk - f*G|2 dx = |nk |2 dt

= |(-t)k - (t)|2|(t)|2 dt’ 

- ~ 0

lorsque k + n étant fixé

~ar convergence dominée. Il s’ensuit (2’) que
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_d
f*G( x )1l2)n k 

v~-

- ~ 0

lorsque K -~ co, n étant fixe.

La conjonction du lemme 2 et du théorème de la limite centrale entraîne
donc que cour tout n E N

- d

lim (n+k)2 E(]m-(n+k)Nn 1 (dx)f( x )- 

~ K03B8o mn 03BB (f2)
En appliquant l’éqalité (2) au processus ponctuel stationnaire Nn, on voit que" 

- d 
’ 

d 

lim (n+k)~ 
k-,~ n o

= ~[ ( f* ;)~l
et comme d’après (5)

m-2n03C3n(Rd) = ao ( R d) +.L n-1 
1 
m-(j+2) 03B8o 03B3(Rd)

~ 03C3o(Rd) + e 03B3(Rd)/m(m-1) lorsque n t ~,

les premières formules de la nartie (b) de la proposition se trouvent démontrées.
Sunoosons ensuite que N obéisse au théorème de la limite centrale et donc

comme l’établit le lemme ci-dessous, que les tJn obéissent aussi à ce même théo-
rème. Alors l’inégalité élémentaire

et les résultats qui orécèdent . entraînent que les (fonctions caractéristiques 
des variables aléatoires centrées 

n+k

- a d 
[m -( n+k) fNn-’ k (dx) f(x n+k) - (n+k) 

2 d 

e À (f)](n+k)4 -d [m-(n+k)Nn+k(dx)f(x n+k - (n+k)2 d03B80 03BB(f)]

et celles ~k des variables aléatoires centrées
- d d

(n+k)~ jPJ (dx) f * G( x ) - (n+k)~ e 
o G)]~ 

n+k °
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sont tel l es que

lim |03C6n+k(t) - 03C8nk(t)|2 ~ |t|2K03B80 mn 03BB(f2)
k-~ m

D’autre oart, l’application du théorème de la limite centrale nous montre que

_ 2 0 (Rd) 2
lim ~k(t) - exD[-~--~2014~(f~G)’-] J
k-~ m

pour tout n fixe et il s’ensuit bien que

n -t2 2
1-im lim ~k(t) - exn(- c a( (f * G) ~ ) . o

n~o k-~°
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