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GROSSISSEMENT D'UNE FILTRATION

ET RETOURNEMENT DU TEMPS D'UNE DIFFUSION

E.PARDOUX

1. Introduction .

Soit { X, .0 < £t <1} un processus de diffusion dansimd

solution de 1'E.D.S:
dXt = b(t,Xt)dt + o (t,Xt)dwt

ol {wt,O < t <1} est un mouvement brownien standard dansimg .
Continuant le travail de [2 ], nous nous posons la question suivante:
existe-t-il un brownien standard dans Iiz {wt,o St <1 1} et des coef-
ficients { b(t,x), o(t,x);0 < t < 1,x € IRd} tels que le processus
Xt = X, 40 < t €1, soit solution de :
dX, = b(t,X)dt + o(t,X,) dW

t t

Notre méthode consiste 3 identifier {Wt} ,en résolvant un
probléme de grossissement de filtration . On pourrait probablement
déduire le résultat ci-dessous de ceux de Jeulin [4] et de Jacod
[3] , mais cela ne semble pas possible de fagon directe sans faire
des hypothéses plus fortes que celles que nous utilisons ici. En ou-
tre, il nous paralt intéressant de donner une démonstration "directe"
du résultat. On trouvera dans 1l'introduction de[2 ] une bibliographie

sur le retournement du temps des diffusions .

2. Le résultat.

On suppose définis sur un espace de probabilité( @,F,P)

un vecteur aléatoire XO 2 valeurs dansiIRd et un mouvement brownien
standard {Wt,o <t <11} & valeurs dans ]Rl indépendant de XO .

i d
Soit b, ol(i =1,...,y5 ) des applications mesurables de [0,1] x R

a valeurs dans Rd qui satisfont :

3K > 0.t.q. V(t,x,y) € [0,1 1 x r? x IRq

2 . .

(H1) Ib(t,x)-b(t,y) | + £ | o {t,x)= o (t,y)| < Kix-yl
1
|

2 .
Ib(t,x) 1+ £ lo-(t,x) 1< K(1 + Ix| )
1

Soit {Xt,t € [0,1 ] } le processus de Markov solution de
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1'E.D.S. au sens de Ito :

(1) X, = X+ gtb(s,xs)ds + gtal(s,xs)dw; ,0< t <1
Ici et dans la suite, nous utilisons la convention de sommation sur
indices répétés .

Pour t € [0,1] , On pose :

ét

Ao { WoW t<s<1}

tI
o
Gt désignera la tribu obtenue en complétant Gt par les ensembles de
P-mesure nulle de F , et :
t t

t _
H™ A G v o(Xl) =G v o(Xt)

(c*r et (6%} sont des " filtrations rétrogrades ",
i.e. des suites décroissantes de tribus . Il est clair que

{Wt—W t € [0,1]} est un "Gt—mouvement brownien rétrograde ",i.e.

1'
VO<s<t<1,Ws-Wt
N(O, (t-s)I), indépendant de Gt. La question posée est : {Wt~wl} est-il

est un vecteur aléatoire caussien de loi

une " Ht—semimartingale rétrograde " ? Et si oui , quelle est sa dé-

composition de Doob-Meyer ?

Pour pouvoir donner une réponse 3 ces questions , formulons

tout d'abord une seconde hypothé&se :

(i) la loi de X_admet une densité Py €L2(1Rd; ——g§~i );
© 1+]x|

pour un certain k € IN

2
9 ai. o a *

(H2) (11) —= € 1¥(Jo,11x ®%),0n a(t,x)s o(t,x) o (t,x),

39X, 0X. N

i 3

i

et o désigne la matrice d x & , de colonnes o yi=l..8 .

On trouvera dans [2] 1la démonstration (purement analyti-
que) du :
Lemme 2.1. Si(H1)et(H2)sont satisfaites, alors pour presque tout t
dans [0,1], la loi de X, posséde unedensité p(t,x),et Im€ IN tel que :

2 .
m)-l(Pz(t,X)+ Z(Ol-Vp)z(t,x))dx dt < =
1

I PRSTPY
o R
oli V désigne le gradient par rapport ad x, et , le produit scalaire

dans IRd .
O
Notons que dans 1'énoncé ci-dessus Vp est pris au sens
des distributions. Grice & (Hl), on peut multinlier cette distribution
i P . NP . .
par o¢7,et le résultat du lemme signifie en particulier que les dis-

tributions ot ., 1 =1... ¢ , sont des fonctions de Lioc(]o,l[x IRd).
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On a le :

Théoréme 2.2. Supposons (H1) et (H2) satisfaites . Alors le processus
{ﬁt,t € [0,1]1} ,dont la i-@me composante est donnée par :

i _ i i 1 -1 .. i
W, = W L { p(s,Xs) div (o p)(s,XS)ds
est un HE mouvement brownien rétrograde (ici et dans toute la suite,
chaque terme contenant p_l est remplacé par zéro lorsque p est nul ).

Ce résultat sera démontré au § 4 .

Remarque 2.3. Il est clair que si 1'on remplace X dans (H2)par

X (tO > 0), on a le théoré&me 2.2. avec O remplacé par t, - En parti-
o

culier ,si(H2) est vraie avec Xo remplacé par Xt , v tO > 0, alors
o

{wt,t €1 0,1] } est un HE mouvement brownien rétrograde . Signalons

en outre que(ii) dans (H2) peut &tre remplacée par 1'hypothése :

3 a >0.t.q. a(t,x) = o I, V(t,x) € [0,1] x m@ .
O

Remarque 2.4. Il est clair que { t;p(t,xt)= C } est p.s. de mesure

de Lebesgue nulle. Donc le choix d'une valeur 3 donner a 1'expression
contenant p_l, lorsque p est nul, est arbitraire . Signalons que
zheng [7 ] a montré que sous certaines conditions supplémentaires de
régularité sur p , le processus (t,Xt)ne rencontre p.s. jamais l'en-
semble{(t,x);p(t,x) =0 } . O
Définissons ce que nous appellerons " intégrale de Ito

rétrograde ". Si {ﬁt,t € [0,1 ]}lest un HE mouvement brownien rétrogra-

de, et { wt,t €[0,1 ] } un processus nE adapté 3 trajectoires conti-

nues, on nose :

1 - n-1 - N
® dW._ = lim T -W
{ ¥s S poe  i=0 0 (th )
i+l i+l 1
— 4+ n n _ - n _ .n
ou t = to < tl <... <tn =1, et Gn s?p ti+1 ti > O,quand n - «

On déduit alors du théoréme 2.2. le :

Corollaire 2.4. (1) {Xt,t € [0,1] } est solution de 1'E.D.S.rétrograde:
_ = i ~i
dx, = b(t,X)dt + o (t,X,) @ dwy

ol : b, (£,%) 2 b, (£,%)-(p(t,x) 7" .aixj (a

ijp)(t,x)
(ii) {it ,t € [0,1] } est solution de 1'E.D.S :
- -, = i, = =i
dx, = b(t,X)dt + o (t,X,)dW,
ol : b (t,x)= - b(1-t,x), o(t,x)= - o(l-t,x), et W_=W .
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Preuve : (i) résulte du théoréme 2.2., en tenant compte de la cor-
rection intégrale de Ito progressive-intégrale de Ito rétrograde . (ii)
résulte de (i) en changeant t en 1-t

O

3. Deux Lemmes.

Nous rappelons tout d'abord un résultat qui est démontré

dans [2 ] :

Lemme 3.1 . Supposons (H1l) et (H2) satisfaites . Alors(cl.Vp)(t,x)= o]

dt x dx p.p. sur l'ensemble {(t,x) €[0,1] x IRd; p(t,x)=01}, i=1,..,4% .
[m]

Lemme 3.2. Supposons (H1l)satisfaite. Soit g mesurable bornée , de

]Rd a valeurs dans IR, 3 support compact . Fixons t € [0,1 ] . Pour

(s,x)€ [ O,t Ix IRd , on pose
v(s,x) = E [g(Xt)/ X, =x ]
Alors , YV n €N,

sup Id (1+1x1™ V2(S,X) dx < o
Oss<t R

Preuve : Soit ¢ € CZ(IRd), t.g. o(x) =o(Ix] ),
avec p : IR+—» [ 1,+ » [ fonction strictement croissante, telle que
p(u) = u, pour u > 2 . On pose P (x)= Log ¢(x), et on note Psx la loi

de {Xu,u € [ s,1 1}, sachant que XS = x. Sous Psx'

£
VX = v (x)+ i (b(X,) -7y (X )+ % Tr [a(xu)azw(xu)] ydu +

t
+ £ V(X)) o(x )aw
Il résulte du choix de © que les intégrands sous les intégrales par

rapport a du et & dwu sont des processus bornés . Donc 3 ¢ t.q. :

(XD = v ()] < c(t-s) + M7 |

s
ol {Mu’ u €[s,1 ]} est une martingale continue avec Mz= O et

< MS>t < c(t-s) .
Soit k € R, - {0} et x € ]Rd,t.q. Ixl > k.

p__( IX

<
SX tI k)

1]

Pop ( V(X< y(K))

A

Pox (T ¥ X)) = v (x)1> y(x) -y (k))

<p_( |M§| > p(x)- v(k)- c(t-s))

2 exp [- )= vik)- c(t-s)) 2
2 ¢ (t-s)

N

1
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pourvu que V¥ (x) = ¥ (k)+ c(t-s). La derniére inégalité& est bien con-

nue (cf.par ex. [6,page 87 1 ).

Posons A = Sup _ | g(x) | et B = Sup Ix|.
x erd X € Sup (q)
2 2
vi(s,x) <A PSX(Xt < B)
2 _him- v @) -c-)1%

S 2 A" exp
2 ct

v s €[lo,t ], Vx t.g. V¥(x) = ¥(B)+ ct . Soit D = 2 tel que

v(x) = Y(B) + ct , dés que Ixl =D

2
[ g +ixI™)vi(s,xax < 2% | QtlxPax+ 28 [ (14]x]|DexpluK) =0 7y gy
R {IxI<D {|x[>p} 2 ct

Il reste donc 3 montrer :
J (+1x1®) exp( = (Loglx| - a)2

) dx < » , Va ,>0;D > 2

{1x1> D } B
Or, & un facteur prés qui dépend de la dimension d, l'expression ci-
dessus vaut : 2

f °°[edu + g(n+d)u ] expl- iB:%l_ Jdu < =

Log D

4. Preuve du théoréme 2.2

Gr&ce aux Lemmes 2.1 et 3.1 , le processus

s . . . i
wio=wt -t - fl div (o7 p) (u,Xy)
t t 1 du
t p(u,X))
est bien dé&fini . Posons :
{O si IXll < n
T =
n

1 si IXll > n

{Tn,n € N } est une suite de "Ht-temps d'arrét rétrogrades". Nous

- .
allons montrer que VvVt € [0,1 ];i =1,..,%;n € N, Wt vT est une
n
variable aléatoire intégrable,et que si O <s <t <1,
~i ~i t
(2) E(Wt vT Ws v T / H) =0
n n
Ceci suffira a montrer que {wt, t €[ 0,1]} est une Ht—martingale lo-
cale rétrograde, donc un Ht—mouvement brownien, compte tenu de sa

variation quadratique



i i t
E(W - W /HT)
tv T s vT,

v étant défini comme au lemme 3.2,

= lx 1< n)
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i it
E(wt W /H)
i i

1{|x1|< n} E(wt wS /xt)

avec g satisfaisant les mé&mes con-

ditions, appliquons formellement la formule de Ito pour différentier

la martingale v(u,Xu). On obtient formellement (dans ce qui suit ,

l'indice i est fixé )

EL(W-W1)g(X,) ]

simd

D'oll, aprés

S . | i
E[(Wt—Ws) fvv o

t, i
E é (67 ¥ v) (u, X,

i
(u,Xx,) qu ]

)du

th p(u,X)(oi vv) (u,x)dx du

intégration par parties

() B [oi-whoxpr = - j, 4iv(o™p) (a,x)v (u,x)dx au

s R

Admettons un instant cette égalité . Gr&ce au lemme 3.1,

t
4) [~
s T4

D'aprés(4), il résulte
qui apparait sous 1l'espérance dans
tégrable , V g bornée et & support

. i
. div (© p)(u,Xu)

Donc E du
¢ s Ppux)
et, en choisissant t = 1 et g(x)=
-1 .. i
v.a.r. [ (p(u,x)) div (o7 p) (u,

t VTn
est intégrable, et d'aprés(3)+ (4)

div(cip)(u,x)v(u,x)dx du = E[g(Xt)f

t div(uip)(u,Xu)
S P(ulxu)

dul

des lemmes 2.1 et 3.2 que la v.a.r.
le membre de droite de (4) est in-

compact .
I/Ht) < © p.s.,
1 {Ixl< n }' ©n obtient que la

i
tvT

Xu)du est intégrable. Donc W
n

.
B

i1t t -1 o
E(W-W_/H )= - E( i (p(u,x)) 7 div(o™p) (u,X,)au/H")

ce qui entraine (2).

Il ne nous reste plus qu'ad démontrer le :

Lemme 4.1.

Preuve : Supposons tout d'abord
sont de classe C2 en x et o
que g est de classe C~

Afors - cf.
Kolmogorov :

A

du

a4 support compact dans

[1 ] -v est de classe C

L'égalité (3) est satisfaite .

, outre (H1) et (H2), que b et o

(0,11 x r?, et

1,2 . P
'", et satisfait 1'équation de

(u,x) + L v(u,x) =0
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00 L est le générateur infinitésimal de {Xt} .
Alors les calculs qui ménent ci-dessus & (3) sont justifiés, toutes
les intégrabilités découlant aisément du fait que o est a support
compact .

Revenons aux hypothé&ses du théoréme, en supposant encore g
de classe C° . On peut construire une suite { bn’ o in € N } de
coefficients qui satisfont les conditions ci-dessus, satisfont(H1)
et (HZ)uniformément en n, et tels que V R > O ,

. e . .
lim IT sup ( Ib(s,x)—bn(s,x) [+ X |ol(s,x)— cl(s,x)|)ds =0
n->e o lx|<R 1 o
Alors , vn € IN,
n i t . in n
(37) E [(Wt —Ws)g(Xt)] = - i {Rddlv(onp ) (u,x)v (u,x)dx du
En outre,d'aprés [6] ,P)_ = P , et P" = P. On peut donc
ux ux

passer & la limite dans le membre de gauche de (3n), et de plus

vl u,x) » v(u,x) , vV{u,x) .

D'autre part, il résulte de la preuve du Lemme 3.2 que | vn(s,x)l est
majorée par une fonction indépendante de n, et qui appartient a

L2( ]Jo,1 [x ]Rd ;(1+|x|m) dt dx).
d

ponc v@ - v dans L2( lo,1 [x R ;(1+|x|m)dt dx).

Il résulte du Lemme 2.1 que div( oipn) reste dans un borné
de Lz( ]1o,1[ x IRd;(l+|xlm)_1 dt dx) donc, gquitte & extraire une sous-
suite , div(oipn) converge faiblement dans
L?( 1o,1 [x RS ; (1+1x1™ !

mite au sens des distributions de la méme suite, qui est div(clp).

dt dx) . Sa limite ne peut qu'étre la li-
On peut donc prendre la limite dans le second membre de (3n). (3) est

établi avec g de classe c” . Le passage a g mesurable borné et a

support compact quelconque est facile .

5. Conclusion .

Avec des hypothéses tré&s proches de celles de [2] ,mais
cependant un peu plus rigides , la méthode de grossissement de filtra-
tion donne un résultat de retournement du temps plus complet, puisqu'-
elle permet d'identifier non seulement b et o , mais aussi W ,y compris
lorsque o est dégénéré . Le résultat démontré ici avait &té annoncé

dans [5] , et utilisé dans 1'étude du probléme de lissage non linéaire.
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