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APPLICATION DU CALCUL DE MALLIAVIN AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES SUR LE PLAN

David Nualart
Facultat de Matematiques
Universitat de Barcelona
Gran Via 585, 08007 Barcelona. Espagne.

1. Introduction. On considére un processus a deux indices, m-dimensionnel

X = {(Xi,...,Xr;), zeRE} solution du systéme d'équations différentielles sto-

chastiques suivant:

2]

i i i SR -
XZ = X +j [Aj(Xr)dwr + Ao(Xr)dr], i=l,...,m,
[O,Z]
ou W = {(wzl,...,w:), zeRf_} est un drap brownien d-dimensionnel, X

est un point fix de R qui représente la valeur constante du processus
X sur les axes, et les coefficients A} (1<i<m, 0<j<d) sont des fonc-

tions C® avec toutes les dérivées bornées.

Dans ce cas, on sait (voir [2], [4] et [11]) que ce systéme admet une

solution continue unique. Alors, l'objet de cet article et d'étudier 1le probléme

suivant:
Probléme: A quelles conditions de non dégénerescence sur les coefficients A}
la loi du vecteur aléatoire Xz admet-elle une densité, éventuellement c®,

par rapport a la mesure de Lebesgue, pour tout point z hors des axes.

I1 faut remarquer d'abord que le processus X ne vérifie pas de bonnes
propriétés Markoviennes. Par exemple, la restriction de ce processus le long
d'une courbe croissante et continue n'est pas une diffusion. En conséquence
on ne peut pas espérer que la loi de Xz soit la solution d'une équation
aux dérivées partielles du second ordre comme 1'équation de Kolmogofov dans
le cas d'un indice. Pour cette raison, les méthodes analytiques usuelles ne

sont pas valables pour traiter le probléme précédent.

Dans le cas des équations différentielles stochastiques ordinaires, Mallia-
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vin a introduit ([6]) des techniques probabilistes pour démontrer 1'existence
et la régularité de la densité de la solution sous les hypothéses du type Hor-
mander. Les idées de Malliavin ont été développées par Stroock ([9]), Shige-
kawa ([8]), 1lkeda-Watanabe ([5]) et d'autres auteurs. D'autre part,
Bismut ([1]) a wutilisé une approche différente basée sur la transformation

de Girsanov, qui permet d'obtenir une formule d'intégration par parties.

Alors, nous allons utiliser la méthode de Malliavin pour traiter le problé-
me de l'existence d'une densité pour la loi de XZ. Le résultat principal
(proposition 2.2) établit qu'une condition suffisante est que 1'algébre engendrée
par les champs vectoriels Apseeeshy (par rapport a 1l'opération AViA].) au
point x est de dimension m. On montrera aussi des versions légérement
plus fortes de ce résultat qui font intervenir le champ AO. 11 semble raison-
nable de conjecturer que la densité est C° sous ces hypothéses, mais nous
n'étudierons pas cette question ici. Dans [7] on prouve le caractére C°
de la densité sos une hypothese plus forte que celle de la proposition 2.2,

en considérant seulement les produits de la forme

v v v . .
Ai (Ai("'(Ai Ai ))eod), 1§11,...,1n§d ,
1 2 n-1 'n

au lieu de toute 1l'algebre.

On remarque d'abord que les différents critéres pour 1'existence et la
régularité de la densité d'une fonctionnelle du mouvement brownien basés sur
le calcul de Malliavin, se généralisent de fagon immédiate au cas d'une fonc-
tionnelle du drap brownien. Nous allons introduire quelques notations et défi-

nitions préliminaires.

(2,F,P) sera l'espace de probabilité canonique associé au drap brownien

d-dimensionnel W. C'est a dire,

Q ={w: Ri—» ]Rd ;  continue et nulle sur les axes},

A

P est la mesure de Wiener & deux indices et F est la tribu de Borel de

2 complétée par P.
Pour tout z € R_z'_ on écrit RZ = [0,z].

Soit H 1'ensemble des fonctions we€®R  telles que

wi(z) = al(r) ar ,

R
z

pour tous i=1,...,d, z EIR_%, ou u')i € LZ(R_%) . H est un espacede Hilbert
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avec le produit scalaire
< > % y slr) al(r) ar
wWq oW = .
P2°H T &4 Rf 1 2

Une fonctionnelle réguliére est une application F:a — R du type sui-
vant F(w) = f(m(zl),...,w(zn)), ou ZseeesZy € Rf et f est une fonction
c” telle que elle et toutes ses dérivées sont a croissance polynomiale. On

définit d'abord les opérateurs différentiels de Malliavin sur les fonctionnelles

réguliéres:
nod oy ] .
DpF(o) = 3 3 —5 (u(z),..opw(z Dbz, si heH, et
i=1 j=1 3%;
n d 22¢
LF(@) = 2 3 —5— (ulz)),eeulz))) Tizpzy) -
i,k=1 j=1 axj 3 X

ou T(z;,z ) = (Xi/\ xk)(yi/\yk), si oz, = (xi,yi), i=l,...,n, désigne la

fonction de covariance du drap brownien.

L'opérateur L peut &tre introduit aussi comme 1l'opérateur de multiplica-
tion par -n  sur chaque composante de la décomposition de Lz(n,F,P) en

chaos de Wiener:

P

L2(a,F,p) = z .
n=0

Alors le domaine de l'operateur L, Dom L est l'ensemble des fonctionnelles
F € Lz(ﬂ,/‘—,P) telles que

> n2E[pron (F)z] <o,

n=0 n
Les fonctionnelles réguliéres forment un sousensemble dense de Dom L pour

la norme IFI2 + |DF|2 + ILFIZ.

On peut énoncer le résultat fondamental suivant.

Théoréme 1.1. (cf. [5],[6],(8],[12]). Soit F: @ — R™, F = (F',...,F™)
une application mesurable telle que,
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(i) F' et <DFi,DFj>H sont dans Dom L pour tous i,j=1,...,m.
(ii) Le déterminant de Malliavin 4 =det(<DF,DFI> ) vérifie &> 0, p.s.

Alors sous ces conditions, la loi du vecteur aléatoire F est absolument

N

continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

2. Application aux équations différentielles stochastiques. Soit W = ((wi,...,wd)

’

z€ Rf_} un processus de Wiener & deux indices, d-dimensionnel, défini dans
1'espace de probabilité canonique (2,F,P). On choisit des fonctions infiniment
différentiables A}, i=l,...,m, j=0,1,....,d, avec toutes les dérivées bornées.

2

Alors, on peut considérer le processus stochastique X = {X;, z€R7, i=1,..,m}

solution du systéme d'équations différentielles stochastiques

i i i j
Xst = x + j‘R Aj(Xr) dWr s (2.1)
st

m

avec x€R, et en supposant dW: = dr.

I1 s'agit d'imposer certaines conditions de non-dégénerescence aux coeffi-
cients Aji de fagon que, en un point (s,t) hors des axes, le vecteur aléa-
toire Xst ait une loi absolument continue par rapport a la mesure de Lebes-
gue. Pour cela il faut introduire d'abord quelques notations.

Si Bl’BZ"” sont des champs vectoriels C sur R™ et A ERTREE
sont des nombres réels non negatifs, on écrira

Bl(Tl) = Bl ’
B31Dj132 si Tt o,

v
(B,%8)) (x)7y) = BBy 1o <=

0 si > T ,
- sl(p ¥
B *(By*By) I (1y,7,,75) = Bl(Dsz)(DkBs) 1“15 0 < 13} +

ik
BIBX(D.D, B.) 1 .
+ BB, i’k°3 {115-:3, 12_<_13}

En général, si S/n désigne 1'ensemble des applications
v: {1,2,...,n-1} — {2,...,n}

telles que wv(i) >1i pour tout i, on écrira
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avec la convention

[1 D, = identité, et [1 Lo,«1(t) = 1,
{j: v (j)=i} j {j: v (j)=i} ’ i

si 1'ensemble { j: v (j)=i} est vide.

On remarque la propriété suivante de cette opération qu'on vient d'intro-

duire:

Si Tli tzi...i Tn’ alors,

Vin¥/nV v
[Bl*(Bz*(...(Bn_l*Bn)...)](11,...,Tn) = Bl(BZ(B (...(Bn_an)...).

D'autre part, pour > Ty >eee? T, Cette opération donne une valeur égale

a zero.

On considére les champs vectoriels de la forme

j'[o,uk [Ai *(A, *(... (A, *A. )...)] (Tl,...,rn_l,l) 1 dr., (2.3)

1 2 'n-1 'n {j:1;=0) )

ol k = card {j: ij=0}, il,...,in = 0,1,...,d, in;éO, et 1.€[0,1] pour

j=1,...,n-1. Par convention, si 1'ensemble {j: iJ.:O} est vide, on prend

simplement le champ
A, *(Ai *(...(Ai *Ai )...)(tl,...,rn_l,l).
1 2 n-1 'n

On peut énoncer alors le résultat suivant.

Théoréme 2.1. On suppose que l'hypothése suivante est satisfaite:

(H) L'espace vectoriel engendré par les champs de la forme (2.3) au point x a

une dimension égale & m.
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Alors, sous cette condition, la loi du vecteur X_ .~ en un point (s,t)

tel que st#0, est absolument continue.

Démonstration. On fixe un point z=(s,t) avec st#0. Nous allons vérifier

que le vecteur Xst satisfait les deux conditions du théoréme 1.1. On suppose

connu le fait que la condition (i) est satisfaite (cf. [7]). En plus, on sait

que la matrice de Malliavin de XSt est égale a
i . d i .
< DX, DXJ oy = X £, (z,r) €] (z,r) dr, (2.4)
h=1JR
st
ou {C;(z,r), r <z} est la solution de 1'équation linéaire
i
. . A
i i h 1 h
E].(z,r) = Aj(xr) +Sr,z] a (x,) Ej (u,r) AW, ,

avec i=1,...,m; j=1,...,d.

En appliquant la méthode de variation des constantes on peut aussi écrire
E}(Z,r) = CL(z,r)A;((Xr), ou LL(Z,r) représente la solution du systéme li-
néaire
3A,

i i h
cj(z,r) =8, + o

1 h
(X ) & (u,r) dW . (2.5)
J r,z)1 % J b

i .
Nous allons montrer d'abord que le processus & .(u,r) a une version
continue en (u,r) dans la région {(u,r)e RZ: r<u}. Pour voir cela on va

déduire les estimations suivantes, pour r<u, r'<u' et p>2

E(|z(u,r)-2(u',r")|P) < cpu-:(lc (u,r)=2(u,r) [P+ E(]2 (u,r)-2(u',e")|PN<

A

Cp(z)(lr—r'lp/2+ lu-u'|P/2) . (2.6)

Alors, le critére de Kolmogorov et 1'inégalité (2.6) permettent de choisir
une version continue de ¢(u,r). La démonstration des inégalités (2.6) utilise
une méthode standard basée sur l'application des inégalités de Burkholder
et de Holder. En effet, on a, d'une part

i
3A 2 p/2
h .
E(Ic(u,r')—c(u',r')lp) = E(|) (j a—é(xv)cl.(v,r)dw ) )<
~. ' "yt ] v
i,j [r',u) a[r%u'] 1
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aA 2 p/2
Y
< Cplz) CI{xtulafr',wl | sup E(I2 (5o (X)) | e (v,0)IP) +
- P v,reR, 1,1 X1
e letalafe w1 1P? sup E(] X <—A£ (X, n2? IC(v,r)Ip)}i
vreR i,1,h
<c (2 lu-u P2
P
compte tenu du fait que les dérivées aA:l/'c)x1 sont bornées, et que

sup  E(lz(u,n)|P) <= .
u,reRZ

D'autre part, on a

Aﬁ

p/2
E(lg (u,r)-2(u,e)|P) < C g IZ(j — )z (v r)-t; (v r ))dw )2 | )+
p [rvr',u] x ]

aAi p/2
. E(IZ( 3;— (x)ejtv 0?7
[ryu] =[r',u]

3 p/2
+ E(IZ(j‘ aAh (X,)85(v, Ha2 Py <
[r',u)-[r,u]

< C (z) [ Ir—r'lp/2 + j E(IC(v,r)—C(v,r')lp)dv],
P [tvr',u]

et le lemme de Gronwall (adapté aux fonctions de deux variables) nous permet
de finir la démonstration des inégalités (2.6).

Soit A = detl(< DX , DXsJ,t>H) le déterminant de Malliavin associé au
vecteur aléatoire Xst' On doit montrer que 4> 0, p.s. Supposons, au con-
traire, que P{det A=0}> 0 et nous allons voir que cela est contradictoire

avec 1'hypothése (H). On introduit d'abord les espaces vectoriels

Ko(w) = <A[(X, (0)), 0<€<o, jl,...,d>,
et

pour tout we g et o €(0,s].
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Ces espaces ont les propriétés suivantes:

(a) L'espace KO+(w) est p.s. constant, a cause de la loi du O0-1.
(b) Soit p(w) = inf{o > 0: dim K (w) > dim KO+}. Alors p(w)> 0 p.s.,

et p est un temps d'arrdt par rapport a la filtration {I-;t, g>0}.

Soit Q 1la forme quadratique associée & la matrice < DX;t, sz;t>H .

Pour tout A¢ R™ on a
Q) = Y, & Hz,r))?
j=1 t

On sait que 0 < P{det A=0} = P{|

processus &(z,r) on obtient

f Q(x)=0}. Par la continuité en r du

P (3re R™: |-, Z AA(X N2 =0, vo<si>o.

En utlisant les propriétés (a) et (b) on en déduit 1l'existence d'un élément A,
|x|=1, orthogonal a K0+. C'est a dire, tel que, p.s.,

AAL(X ) =0, pour o<p(w) et j=1,..,d. (2.7)

Nous allons voir que cet élément X  est orthogonal a tout champ vectoriel
de la forme (2.3), évalué au point x, ce qui nous améne a une contradic-
tion avec 1'hypothése (H). Pour poursuivre la démonstration nous avons besoin
de quelques définitions préliminaires. Soit r 1'ensemble des courbes conti-
nues ¢ : [0,t] — R™. si Y: R™x .I.I.XRm — R" est une fonction

C et n est une mesure finie sur [O,t]n on définit 1'application

Y(u): r— R™ par

(u)
YU (o) =j[o P Y(¢(tl),...,¢(tn)) u(drl,...,dtn).

On écrira aussi Y(u)(¢) = < Y(¢),u>. En particulier, si n=1 et n est éga-
le a §, nous écrirons Y' au lieu de Y(GT) et nous aurons Y (¢)=Y(o(t)).
Le nombre n >1 sera appelé l'ordre de 1'élément Y(M ).

Soit V 1'ensemble des combinaisons linéaires finies i a]Y(pj) .  Remar-
i1
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quons qu'un élément ye)
dire, aue deux €léments Y(“), Z(v) différents peuvent donner lieu & la méme
application de T dans RrR™

(v) (w)

Si Z est un élément d'ordre 1 et Y est d'ordre n, on définit

un nouvel élément Z(\,)*Y(u)E V' de la fagon suivante

n
[20)ey (W) () - > 26 (o)) D (olxy),enn,0(x 1 v (do) -
[O,t]n+1 k=1 axli( 1 N o <yl
wldrg,.ee,do ). (2.8)
Nous allons considérer les éléments de la forme AL, j=1,..,d, t€[0,t]
et Aél), ou 1 désigne la mesure de Lebesgue sur 0,t]. C'est a dire,
A6 = Ao,
et t
ag ) = [ agteto)) d.
0 0 0

Soit V) = {A§, i=1,..,d}, et

V. = {A(Ol)*n, Al*n; od ne V. h=1,..,d et Tt€[0,t]},

j h -1
pour j>1.
On écrit aussi
Ve = UV
=0
Nous allons voir que, p.s., pour tout nelV_ on a
i
Ay ni(Xg) =0, (2.9)

pour tout o<p(w) ,

En prenant o =0, (2.9) entrafne l'orthogonalité de A avec tout champ de
la forme (2.3). En effet, en utilisant la définition (2.8) dans le cas d'une
fonction constante ¢ (T)=x, on obtient recursivement que pour tous i
=0,1,...,d, et Tj € [0,t] on a

S
1’ ’"n

T T
Al (ALt ) L) 0 -
1 2 'n-1 'n

est considéré ici comme un couple (Y,u) : c'est a
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= [A, *(A, (*...(A, *A, )..))(t,,cc0, 1 ,t) Il dt, ,
y[o,t]k o 1 ip ! U gy

T,
ou k = card {j: ij=0} et on convient que AiJ = Aél) si i]. = 0.
j
La démonstration de (2.9) se fera par induction sur n. 11 est clair
que (2.9) est vrai si ne V. Supposons que (2.9) est satisfait par n eV

n-1°
Un élément n € Vn—l est une combinaison linéaire finie d'éléments d'ordre

n, c'est a dire,

M
n(e) = % ."[o,t]“ Yj(¢(11),...,®(1n)) uj(drl,...,drn).

On sait par hypothése, que

M
Z o= D f Yix  ,...X ) w.(dt,,...,dT) =0 (2.10)
‘ st Jlo,)™ 1 9y oyt 31 n

pour o< pl(w).

Le processus { Z;, 920} est une semimartingale continue qui admet une
représentation intégrale du type suivant:

n

% Zn o] ( )§ Lx, oAl x ) d]
* A ' X y--o,X X X dedt
[ j=1 k,k' R 1 8Xk8)(k ng £t hzl% %3 Ah £t

La variation quadratique de cette semimartingale doit &tre nulle pour

g<p(w), ce qui entraine

i
M n Y.
1
. dt,,...,d =0
]Zl kz-:l )\Lj‘[ o ax—-———l(k thl’ XETn)Ah(XET)l{ii Tk}u( T )
- - 0,t 1

(2.11)

pour tous £ < p(w), t<t, h=l,...,d. C'est a dire,
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pour g <p(w), t<t, h=l,...,d.

D'autre part, en dérivant par rapport a o la partie & variation finie

de la semimartingale Z on obtient

o

M n "k ayl

DI Ag(X o ) — gy reeesXgr Mt | wldry,nnnnde) +

k=1 x n
[0,t] " =¥ 1

lArll( OAL(X D) dr-

Mz
w_Ms
ﬁ\-——:
o
=,
= I
k)
R
e
>
-
~
RS
<
-
~
=
l
TMea

. u(dtl,...,drn) =0. (2.12)

Le daixiéme terme de 1'expression (2.12) est nul. Pour voir cela on écrit que

la variation quadratique de la semimartingale (2.11) est nulle:

oY D — e XX ) AKX, AL (X, )
i 71 k=l [ 3x1'3x11< £y £t h*“g1’"h £t

0,t]"

u(drl,...,drn) +

M n ay! aA}
i _h l .
o2 glf £ (X, ,..0X )3,)(1'(;\<ET )Ah.(XET.)l{TiTk}l{T.ir}
=1Jio 1 n

° u(dTl,---,dTn) = 07 (2«13)

pour tous E<p(w) et h,h'=l,...,d.

Si on prend h=h', le premier terme de (2.13) est symétrique en (t,T')
tandis que le deuxiéme est nul pour <'> 1. Cela entraine, par continuité
que le premier terme est nul pour tout couple (t,t') et, en particulier,
pour t=t'. En conséquence, (2.12) implique

N (A(l)

ce qui compléte la démonstration du théoréme. O
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Les champs vectoriels de la forme (2.3) peuvent &tre calculés recursive-
ment. Cependant il serait intéressant d'avoir une formulation plus explicite
de la condition (H). Comme conséquence du théoréme 2.1, nous avons d'abord

le résultat suivant.

Proposition 2.2. On suppose l'hypothése suivante:

(H') L'algébre engendrée par les champs vectoriels A Ay (par rapport

IERRE

S e v : : .
a l'opération AiAj) au point x est de dimension m.

Alors, sous cette condition la loi du vecteur Xst en un point (s,t)

hors des axes est absolument continue.

Démonstration. Il suffit de voir que (H') entraine (H). On introduit les

espaces vectoriels suivants:

»40 = algébre (par rapport a l'opération AZA].) engendrée par les champs vec-
toriels Al""’Ad au point x.
41 = espace vectoriel engendré par les champs de la forme (2.3), au point x.

h Ny
I

, = espace vectoriel engendré par les champs Al(x),...,Ad(x), et

m n 1
2 IT¢ II o) sl
Lol =l isl Gav(i= 5 5

ol n>2, ve€ yn, et kl"”’k =1,...,d.

On sait que dim/IO =m et il faut voir que dim ’41 = m. Il est clair que
/IOC ’42' Alors nous allons montrer que ,42c ,41. Pour toute veyn, n> 2,on

considére 1'ensemble défini par

...,‘[n_l)e [0,1]n_1: T, <1

i 2T (1) pour i=1l,...,n-1},

v 1’

ol =1 L'inclusion AZC /!1 découle alors de la formule (2.2) et du fait que

les fonctions {1 veyn} sont linéairement indépendantes. Nous allons prou-

Dy’
ver cette indépendance linéaire par induction. Pour n=2 cette propriété est evi

dente. On considére, pour n > 2, une combinaison linéaire

Pour toute vevY on définit Sey , par O(i) = v(i+l) et on écrit a

<y &

n
a, si v(1) = k, k=2,...,n. On sait que
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n
Z Z a\)lD (T)=07

i=2 vey i v(l1)=1 v

n-1 . n-2 - - )

pour tout t€ [0,1] Soit 1€ [0,1] , T = (?1""’Tn—2 . On peut ordon

ner les coordonnées de T en sens croissant:

(sans perte de généralité on supposerd qu'elles sont différentes). Alors, en

choisissant un élément T dans chacun des intervalles (?k_ , %k) (par
convention T, =0) on obtient i1 J
0
n-2
a 1l (‘t,"r‘,...,-'f_)=0
5] vey iv(1)=k; v'D, 171 n-2
pour j=1,...,n-2, d'ou
k
R a.l, (7)) =0
VEY, 1 Vv DG

pour tout k=2,...,n, et par induction tous les coefficients doivent étre nuls.O0

L'hypothése (H') peut &tre renforcée moyennant 1'utilisation du champ
vectoriel AO. Mais nous n'avons pas su trouver une expression simple des
champs vectoriels de la forme (2.3) en termes de l'opération v quand un
ou plusieurs facteurs sont égaux a AO. Pour le cas particulier de deux ou

trois facteurs on a le résultat suivant:

Proposition 2.3. La proposition 2.2 est encore vraie si dans 1'hypothése (H')

on prend l'espace vectoriel engendré par 1'algébre x40 et par les champs

vectoriels
v v v VAV v v VoAV
AJA (AGADTAL L AG(ATAD, (ATAQ)T Ay AJ(AA)
AY(AYA.) - %(Ang)vA., 1< 1,j< d.

001 i

Démonstration. 11 suffit de faire les calculs suivants:
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(a) Pour ' n=1, 1
¥* v
L (AO Ai)(’rl,l) dTl = AOA1

(b) Pour n=2, on prend i,=0, i,=0 et i,=i dans (2.3) et on obtient

1 3

2

L
* -
y [A (Ag*A,) ](r grldmdr, _j ) [AO DllAO D 2A ]1{T<12]d11d12 +
(0,112 (0,1] =

1 1,
+ [AO Ay D) Dy Al drjdr, =
[0,1]

2 15
1 11 l2 1 l2 N 107 v
=3 A DllAO Dlei + AO AOD1 D, 2A = AO(AOAi) - 'z‘(AOAO)
Si il=0, i2=j, 13=i, on a,
5' . 11 12 1 1
(0.1] [AO (Aj*Ai)] (tl,rz,l)drl = Ay DIIAJ D12A + A A D 1D 2A ,

et finalement, si il=j, iz=0, i3=i, on a

y [ 1. b2 L1
A (Ag¥A) 1(x,7,,1)d 5, = (1-<)A'D, AZD, A, + A'aD D A,
o, 1 RotA I rp T AT, 5 P10 PR Ay AL DA

pour tous T,T, efo,1].

On remarque que la condition (H') est strictement plus faible que la con-
dition de Hormander restreinte qui apparait dans le cas des équations différen-
tielles stochastiques & un indice. En effet, 1'hypothése de Hormander utilise
1'algébre de Lie engendrée par les champs vectoriels Al""’Ad qui est plus

petite que 1l'algébre engendrée par 1l'opération " V',

Par contre, la condition (H) du théoréme 2.1 n'est pas comparable & la
condition de Hormander génétrale. En effet, si nous développons 1'hypothése
(H), nous n'obtenons pas l'algébre engendrée par AO’Al""’Ad avec l'opé-
ration " V'". En effet, d'une part, s'il y a plus d'un facteur égal a Ay
on trouve des combinaisons linéaires comme Ag(AgAi) - %(A‘Z)AO)VAi. D'autre
part, avec la méthode employée dans la démonstration du théoréeme 2.1, on

ne peut pas faire sortir les produits du type Ang' Pour faire apparaitre
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Dans ce cas on a

aMc = () e Al =(9).

1
A cause de la proposition 2.3, le vecteur Xst a une loi absolument continue.
Par contre la condition de Hormander générale n'est pas satisfaite parce que
[AO’AI] = 0. Cela concorde avec le fait que dans le cas d'un indice la
solution du systéme stochastique précédent a une loi singuliére:
1 2 Wirdt
Xt + Xt = e
1 2 Wit
Xt - Xt = e
(3) Considérons l'exemple suivant,
1
Xst = Wgp
2 1
Xt = J‘R X, dz ,
st
ol
m-2, d-1, x=(0,0), A, = (%) et Ay = (2
=&y =Ly ’ ’ 1 O O Xl

Dans ce cas, l'hypothése (H) du théoréme 2.1 n'est pas satisfaite. Cependant,
2
st)
dégénerée. Cet exemple montre la nécessité d'utiliser des produits du type

le vecteur aléatoire (Xit, X a une loi Gaussienne 2-dimensionnelle, non-
AYAO qui n'apparaissent pas dans 1'hypothése (H) comme nous avons déja
remarqué.

Finalement nous voulons indiquer deux possibles extensions du théoréme
2.1:

(i) En utilisant les techniques de 1'article [7] on pourrait essayer de montrer
le caractére C® de la densité de X
2.1,

st? Sous les hypothéses du théoréme

(ii) On peut considérer le cas ol la valeur du processus XZ sur les axes
n'est pas constante. C'est a dire, X o = 8(s)+f(0) et Xg; = 8(0)+£(t),

ou g,f: ]R+——>R sont des fonctions réguliéres. Dans cette situation,
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ces termes il faudrait wutiliser les valeurs du processus £(z,r) dans les

points z & l'intérieur de [0,z].

Exemples:

(1) On considére le systéme (m+l)-dimensionnel

1
XZ = wZ ’
i i-1 .
X, = X_ “daw_, pour 2<i<m,
z r r - =
Rz
m+1 m+1
XT 1 s . XTHaw .
z
Dans ce cas, d=1, et A1 = (1,X1,X2,...,Xm—1,xm+l). Les champs vectoriels
A, AlAl’ AY(A‘{Al),..., AX(AX m+l (A\17A1)...) sont linéairement indépen-

dants au point (0,...,0,1). En conséquence le vecteur aléatoire XZ a une
loi absolument continue en tout point hors des axes. On remarque que les

m  premiéres coordonnées sont les intégrales stochastiques itérées

WZ, J‘ j‘ Wdw) dW yeoos

et que la derniére coordonnée est la solution de 1'équation linéaire

Y =1+ Y dw .
z rr
R,

©

D'aprés les résultats de[7), on sait, en plus, que la densité de X, es C.
Dans cet exemple les conditions de Hormander ne sont pas satisfaites et

la solution du méme systéme stochastique pour le Brownien & un parametre

a une loi singuliére, d'aprés la formule d'Itd.

(2) Soit xl x2 .
m=2, d=1, A1 = 2] A0 = 1 et x=1q5]-
e X

xtoo1 s xtaw X% 4z
st R z VA R z
st st
2 1
Xst = X dWZ + X~ dz
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il faudrait écrire les conditions de non-degenerescence en termes des fonctions

f et g, et des champs vectoriels Ai'
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