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APPLICATION DU CALCUL DE MALLIAVIN AUX ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES SUR LE PLAN

David Nualart
Facultat de Matemàtiques
Universitat de Barcelona

Gran Via 585, 08007 Barcelona. Espagne.

1. Introduction. On considère un processus à deux indices, m-dimensionnel

X = { ( X1, ... , XZ ) , z E solution du système d’équations différentielles sto-

chastiques suivant:

Xiz = xi + °[0,z] [Aij(Xr) dWjr + Ai0(Xr )dr], i=1,...,m,

où W = { ( W1, ... , Wd), z E R+ } est un drap brownien d-dimensionnel, x
z z +

est un point fix de Rm qui représente la valeur constante du processus

X sur les axes, et les coefficients A1 ( 1  i  m, 0  j  d) sont des fonc-

tions C°° avec toutes les dérivées bornées.

Dans ce cas, on sait (voir [ 2 ] , [ 4 ] et [ 11] ) que ce système admet une
solution continue unique. Alors, l’objet de cet article et d’étudier le problème
suivant:

Problème: À quelles conditions de non dégénerescence sur les coefficients 
la loi du vecteur aléatoire Xz admet-elle une densité, éventuellement C°°,

par rapport à la mesure de Lebesgue, pour tout point z hors des axes. 
,

Il faut remarquer d’abord que le processus X ne vérifie pas de bonnes

propriétés Markoviennes. Par exemple, la restriction de ce processus le long
d’une courbe croissante et continue n’est pas une diffusion. En conséquence
on ne peut pas espérer que la loi de X z soit la solution d’une équation
aux dérivées partielles du second ordre comme l’équation de Kolmogorov dans
le cas d’un indice. Pour cette raison, les méthodes analytiques usuelles ne

sont pas valables pour traiter le problème précédent.

Dans le cas des équations différentielles stochastiques ordinaires, Mallia-
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vin a introduit ( [ 6 ] ) des techniques probabilistes pour démontrer l’existence

et la régularité de la densité de la solution sous les hypothèses du type Hör-
mander. Les idées de Malliavin ont été développées par Stroock ( [ 9] ) , Shige-
kawa ( [ 8] ) , Ikeda-Watanabe ( [ 5 ] ) et d’autres auteurs. D’autre part,

Bismut ( [ 1] ) a utilisé une approche différente basée sur la transformation

de Girsanov, qui permet d’obtenir une formule d’intégration par parties.

Alors, nous allons utiliser la méthode de Malliavin pour traiter le problè-
me de l’existence d’une densité pour la loi de Xz. Le résultat principal

(proposition 2.2) établit qu’une condition suffisante est que l’algèbre engendrée
par les champs vectoriels A1, " , , Ad (par rapport à l’opération au

point x est de dimension m. On montrera aussi des versions légèrement
plus fortes de ce résultat qui font intervenir le champ A0. Il semble raison-

nable de conjecturer que la densité est COO sous ces hypothèses, mais nous

n’étudierons pas cette question ici. Dans [7] on prouve le caractère C°°

de la densité sous une hypothèse plus forte que celle de la proposition 2.2,

en considérant seulement les produits de la forme

Ai~1 (Ai~2(...(Ai~n-1Ain))...), 1 ~ i1,...,in ~ d ,

au lieu de toute l’algèbre.

On remarque d’abord que les différents critères pour l’existence et la

régularité de la densité d’une fonctionnelle du mouvement brownien basés sur

le calcul de Malliavin, se généralisent de façon immédiate au cas d’une fonc-

tionnelle du drap brownien. Nous allons introduire quelques notations et défi-

nitions préliminaires.

sera l’espace de probabilité canonique associé au drap brownien

d-dimensionnel W. C’est à dire,

03A9 = {03C9 : R2+ ~ Rd ; 03C9 continue et nulle sur les axes},

P est la mesure de Wiener à deux indices et F est la tribu de Borel de

s~ complétée par P.

Pour tout z E R2 on écrit R = [O,z].

Soit H l’ensemble des fonctions telles que

03C9i(z) = Rz 03C9i(r) dr ,

pour tous i=1, ... , d, où H est un espace de Hilbert
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avec le produit scalaire

d r .
03C91,03C92>H = 03A3 R2+ 03C9il(r) 03C9i2(r) dr.

Une fonctionnelle régulière est une application ~ R du type sui-

vant F(03C9) = f(03C9(z1),..,03C9(zn)), où z1,...,zn ~ IR2+ et f est une fonction

C~ telle que elle et toutes ses dérivées sont à croissance polynomiale. On

définit d’abord les opérateurs différentiels de Malliavin sur les fonctionnelles

ré gulières :

> = Y Z -~- ))h~(zJ, si heH, et
" 

i=lj=l 3x~ 1 
~ 

LF(03C9) = ~2f ~xji ~xjk (03C9(z1),...,03C9(zn)) 0393(zi,zk) -
- ~f ~xji (03C9(z1),...,03C9(zn)) 03C9j(zi),

où > = si zi = (xi,yi), i=l,...,n, désigne la

fonction de covariance du drap brownien.

L’opérateur L peut être introduit aussi comme l’opérateur de multiplica-
tion par -n sur chaque composante de la décomposition de en

chaos de Wiener :

L~(~~,P)= 0 Z .

n=0 ~

Alors le domaine de l’opérateur L, Dom L est l’ensemble des fonctionnelles

F e telles que

~ (F)~] ]  ~ . .
n=0 "n

Les fonctionnelles régulières forment un sousensemble dense de Dom L pour

la norme ~F~2 + ~DF~2 + ~LF~2.

On peut énoncer le résultat fondamental suivant.

Théorème 1.1. . (cf. [5L[6L[8],[12]). Soit F: ~20142014~ ]R~, F= (F~...,F~)
une application mesurable telle que,
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( i ) F1 et sont dans Dom L pour tous i,j=l,...,m.
(ii) Le déterminant de Malliavin vérifie ~ > 0, . s .

Alors sous ces conditions, la loi du vecteur aléatoire F est absolument

continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

2. . Application aux équations différentielles stochastiques. . Soit W = i ( W1, ... , 
z~ R2+} un processus de Wiener à deux indices, d-dimensionnel, défini dans

l’espace de probabilité canonique (s~ , È , P ) . On choisit des fonctions infiniment

différentiables i=l,...,m, j=o,1, .... , d, avec toutes les dérivées bornées.

Alors, on peut considérer le processus stochastique X = { XZ, z E IR+, i=1, .. , m~

solution du système d’équations différentielles stochastiques

Xist = xi + Rst 

Aij(Xr) dWjr 

, (2.1)

avec xE Rm, et en supposant dWor = dr.

Il s’agit d’imposer certaines conditions de non-dégénerescence aux coeffi-
cients A1 J de façon que, en un point (s,t) hors des axes, le vecteur aléa-

toire Xst ait une loi absolument continue par rapport à la mesure de Lebes-

gue. Pour cela il faut introduire d’abord quelques notations. 

Si B1, B2, ... sont des champs vectoriels sur 1Rm et T 1, T2’ ...
sont des nombres réels non negatifs, on écrira

B1(03C41) = B1 ,

BjiDjB2 
si 03C41 ~ 03C42 ,

(B1*B2)(03C41,03C42) = B~1B2 1{03C41~03C42 }= 0 si 03C41 > 03C42 ,
(B *(B *B )~(T1~~ ~T ) - Bi(D.BZ)(DkB ) 1{~ ~ T ~ T } +

+ 

{T 1- T 3’ ,~~ . 
~

En général, si yn désigne l’ensemble des applications

v : { 1,2,...,n-1 } -’ {2,...,n}

telles que v ( i ) > i pour tout i, on écrira
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1

[B1*(B2*... (Bn-1*Bn)...)] n(T1,T2,...,Tn) -
m n

- L L ~ ( . ~ 1 "C.] (T.) ( . ~ D Bli03BD~yn l1,...,ln-1=1 i=1

(2.2)

avec la convention

03A0 Dlj 
= identité, et 03A0 1

[ 0,03C4i](03C4j) = 1,

si l’ensemble {j: v ( j )=i } est vide.

On remarque la propriété suivante de cette opération qu’ on vient d’ intro-
duire:

Si 03C41 ~ T 2  ...  T n, alors,

[ B1*(B2*(...(Bn-1*Bn)...)](T1,...,Tn) - Bl(BZ(B3(...(Bri 1Bn)...).
D’ autre part, pour T1 > T2 > , , , > T n, cette opération donne une valeur égale
à zero..

On considère les champs vectoriels de la forme

r 
k ~Ai *(Ai *(...(Ai *Ai )...)] (’~1,...,T _ ,l) ~ dT., (2.3)Il 2 n-1 n n 1 

ij:i.=Ol J
J

où k = card {j: ij=Ol , il, ... , in = 0, l, ... , d, in~0, et T . E [ 0,1 J pour
j=1, ... , n-1. Par convention, si l’ensemble {j: i =0} est vide, J on prendJ
simplement le champ

Ai1 *(Ai2 *(...(Ain-1 *Ain )...)(03C41,...,03C4n-1,1).

On peut énoncer alors le résultat suivant.

Théorème 2.1. Un suppose ue l’ hypothèse suivante est satisfaite:

( H ) L’espace vectoriel engendré par les champs de la forme ( 2.3 ) au point x _a
une dimension égale à m.
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Alors, sous cette condition, la loi du vecteur Xst en un point ( s,t )

tel que est absolument continue.

Démonstra tion. On fixe un point z=( s, t ) avec Nous allons vérifier

que le vecteur Xst satisf ait les deux conditions du théorème 1.1. On suppose

connu le fait que la condition (i) est satisfaite (cf. [ 7] ). En plus, on sait

que la matrice de Malliavin de Xst est égale à

 DXist, DXjst>H = 03A3 st 03BEih(z,r) 03BEjh(z,r) dr, (2.4)

où 03BEi(z, r ) , r  z} est la solution de l’équation linéaire
J

03BEij(z,r) = Aij (Xr) + [r,z] 

~Aih ~xl 
(Xu)03BElj (u,r) dWhu

avec i=1,...,m; j=1,...,d.

En appliquant la méthode de variation des constantes on peut aussi écrire

03BEij(z,r) = 03B6 ik (z,r)Akj(Xr), où 03B6i k (z,r) représente la solution du système li-

néa ire

03B6ij(z,r) = 03B4ij + [r,z]~Aih ~xl (Xu) 03B6lj(u,r) dWhu . (2.5)j j u J u

Nous allons montrer d’abord que le processus ~ 1 ( u, r ) a une version
J

continue en (u, r ) dans la région { ( u, r ) E Rz: r  u? . Pour voir cela on va

déduire les estimations suivantes, pour r  u, r’  u’ et p > 2

E( ~ ~(u,r)-~(u’,r’ ) ~ p) ~ C P (E( ~ ~ (u,r)-~(u~r’ ) ~p)+ E( ~ ~ 
(u~r’ )-~ (u~ ,r’ ) ~P)) ~

 C (z)(~r-r’~P/2 + (2.6)
P

Alors, le critére de Kolmogorov et l’ inégalité ( 2.6 ) permettent de choisir

une version continue de ~ ( u, r ) . La démonstration des inégalités ( 2.6 ) utilise

une méthode standard basée sur l’application des inégalités de Burkholder

et de Hdlder. En effet, on a, d’ une part

E(|03B6 (u,r’)-03B6(u’ ,r’) |p) = E(|03A3 ( [r’,u] 0394 [r’,u’] ~ Aih ~ x1 (Xv)03B6lj(v,r)dWhv)
2 |p/2 ) ~

i~j (r~,u] p [ r’,u 
, 

] ax 1 v j v -
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i

aA~ 2 p/2 
p

 C (z) ~ { ~[r’~uJ~[r~~u~] ~p sup E(~~ (ax ’ (Xv)) j (~(v,r)) ) +

a Ah ~ p/2
+ ([r’,u]o[r’,u’]~p/~ sup E(~,~ (aX (Xv)) ~ 

 C (z) ~u-u’~p/2 ,

compte tenu du fait que les dérivées a Ah/ ax 1 sont bornées, et que

sup E(~~(u,r)~p)  ~ . .
u, rE R z

D’ autre part, on a

E(|03B6(u,r)-03B6(u,r’)|p) ~ Cp{ E(|([rvr’,u]~Aih ~xl (Xv)(03B6lj(v,r)-03B6lj(v,r’))dWhv)2|p/2)+E(|03B6(u,r)-03B6(u,r’)|p) ~ Cp{ E(|03A3([rvr’,u]
~xl (Xv)(03B6lj(v,r)-03B6lj(v,r’))dWhv)2

| )+

+ E(|([r,u]-[r’,u] ~Aih ~xl (Xv )03B6lj(v,r)dWhv)2 |p/2 ) +

+ E(| (
[r’,u]-[r,u] ~Aih ~xl (Xv)03B6lj(v,r’)dWhv)2|p/2 ) } 

~

~ Cp
(z) [ |r-r’ |p/2 + [rv r’,u] 

E( |03B6 (v,r)-03B6(v,r’) |p)dv],

et le lemme de Gronwall (adapté aux fonctions de deux variables) nous permet
de finir la démonstration des inégalités (2.6) .

Soit e - det(DXist, DXjst>H) le déterminant de Malliavin associé au

vecteur aléatoire Xst. On doit montrer que Q > 0, p.s. Supposons, au con-

traire, que P~ det e =0) > 0 et nous allons voir que cela est contradictoire

avec l’ hypothèse ( H ) . On introduit d’abord les espaces vectoriels

KQ(w) _ 0  ~  Q, j=1,...,d>~
et

K0+(03C9) = ~ K03C3 (03C9) ,

pour tout w E 03A9 et 03C3 E (O,s ].
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Ces espaces ont les propriétés suivantes :

(a) L’espace K 0+ w ) est p. s . constant, à cause de la loi du 0-1.

( b ) Soit p ( ~ ) = inf { ~ > 0 : dim > dim KO+~ . Alors p (w ) > 0 p . s . ,

et p est un temps d’arrêt par rapport à la filtration {F03C3t, o > 0 } .

Soit Q la forme quadratique associée à la matrice  

Pour tout a E lRm on a

Q ( À ) * 

d 
i $ ( Z , 2 

dr .Q(03BB) = Rst (03BBi03BElj(z,r))2 dr.

On sait que 0  P {det o =0 1 = P inf Q( a )=0}. Par la continuité en r du

processus 03BE ( z, r ) on obtient 

P {~ 03BB ~ Rm: |03BB|=1, (03BBj Aij(X))2 = 0, ~ 03C3 ~ s} > 0.

j=1 
i J ~t

En utilisant les propriétés (a) et (b) on en déduit l’existence d’un élément ~ ,

orthogonal à KO+. C’est à dire, tel que, p . s . ,

pour et j=1,..,d. ° (2.7)

Nous allons voir que cet élément a est orthogonal à tout champ vectoriel

de la forme (2.3), évalué au point x, ce qui nous amène à une contradic-

tion avec l’hypothèse (H). Pour poursuivre la démonstration nous avons besoin

de quelques définitions préliminaires. Soit 0393 l’ensemble des courbes conti-

nues 03C6 : [ O,t ] ~ Rm. Si Y: Rm  Rm ~ Rm est une fonction

C~ et u est une mesure finie sur [ on définit l’application
r - par

Y(u )(~) - y(~ (T1),...,~ (Tn)) u (dTl,...,dTn).

On écrira aussi Y(u ) (~ ) -  Y(~ ), B.1>. En particulier, si n=1 et u est éga-
le à ô nous écrirons YT au lieu de et nous aurons 

Le nombre n > 1 sera appelé l’ordre de l’élément Y ( u ) .

Soit V l’ensemble des combinaisons linéaires finies § Remar-
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quons qu’un élément ) 
est considéré ici comme un couple (Y, Jl) ; c’est à

dire, que deux éléments y ( u ) , Z différents peuvent donner lieu à la même

application de r dans ]R .

Si Z
(03BD) 

est un élément d’ordre 1 et Y(
) 

est d’ordre n, on définit

un nouvel élément Z(03BD)*Y( )~ V de la façon suivante

[Z(03BD)*Y( )](03C6) = [0,t]n+1  Zi(03C6(03C3)) ~Y ~xki (03C6(03C41),...,03C6(03C4n ))1{03C3~03C4k} 03BD(d03C3) .

(2.8)

Nous allons considérer les éléments de la forme A  , j=1, .. , d, T E [ 0, t ]
et A 0 ( 1 ) , où 1 désigne la mesure de Lebesgue sur ~0, t ] . C’est à dire,

A(03C4)j(03C6) = Aj(03C6(03C4)),
et 

A(l)0(03C6) = t0A0(03C6(03C4)) d03C4.
Soit V 0 = f At, j=1, .. , d ~ , et

, h=l,..,d et 

pour j ~ 1.

On écrit aussi

ce

~~ = U V .. .J

Nous allons voir que, p. s., pour tout ~~V~ on a

ai = 0 , (2.9)

pour tout op((jo) , ,

En prenant Q =0, (2.9) entraîne l’orthogonalité de X avec tout champ de

la forme (2.3). En effet, en utilisant la définition (2.8) dans le cas d’une

fonction constante W (T )=x, on obtient recursivement que pour tous 1 , ... ,i =
=0,1,...,d, et T. J E [0, t 1 on a

Ail’~(AT2’°(... (Â n-1*At ) ...) (x) =
1 12 ln-1 ln
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- [0, t ] k [Ai 1 *(Ai 2 (*...(A1 n-1 *Ai n )...)] (T1,..., Tn-l,t) {j : .=0 } dT , J
J

où k = card {j: ij=0} et on convient que ATJ - A ( 1 ) si i . - 0.
J lj 0 J

La démonstration de (2.9) se fera par induction sur n. Il est clair

que (2.9) est vrai si n E l/0 . Supposons que (2.9) est satisfait par n E Un_1’
Un élément n E Vn-1 est une combinaison linéaire finie d’éléments d’ordre

n, c’est à dire,

~ ( 03C6) = 

[0,t]n Yj(03C6(03C41),...,03C6(03C4n)) j(d03C41,...,d03C4n).

On sait par hypothèse, que

Z03C3 = 03BBi 

[ 0, t]
n Yij(X 03C3 03C41,...,X03C303C4n) j(d03C4 1,...,d03C4n) = 0 (2.10)

pour 03C3  03C1 (03C9).

Le processus { Z Q, Q? 0 } est une semimartingale continue qui admet une

représentation intégrale du type suivant:

Z03C3= Z0 +[0,t]n [R03C303C4k 03BBi ~Yij ~xkl (X03BE
03C41

,...,X03BE 03C4n
)Alh(X03BE03C4)dWh03BE03C4] (d03C41 ,...,d03C4n) +

+ [0,t]n [R03C3,03C4k^03C4k’ 03BBi ~2Yij ~xkl~xk’l’ (X03BE03C41,...,X03BE03C4n)Aln(X03BE03C4)Al’h (X03BE03C4)d03BEd 03C4]

. u(d T1,...,dTn).

La variation quadratique de cette semimartingale doit être nulle pour

Q  p ( w ) , ce qui entraîne

03BBi[0,t]n ~Yij ~xkl( X03BE 03C41
,..., X03BE 03C4n

) Alh( X03BE 03C4) 1 { 03C4 ~ 03C4k }
(d 03C4

1, ..., d 03C4 n) = 0

, (2.11)

pour tous 03BE  p ( w ) , T  t, h=1, ... , ,de C’ est à dire,

03BBi(A03C4h*~)i (X 03C3) = 0 ,
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pour Q p(w), T  t, h=l,...,d.

D’autre part, en dérivant par rapport à a la partie à variation finie.

de la semimartingale on obtient

03BBi [0,t]n[03C4k0Al0(X03C303C4)~Yij ~xkl (X03C303C41,...,X03C303C4n)d03C4] (d03C41,...,d03C4n) +
+ 03BBi [0,t]n[03C4k^03C4k’0~2Yij ~xkl~xk’l’(X03C303C41,...,X03C303C4n) Alh(X03C303C4)Al’h(X03C303C4)d03C4].
’ u (d T1,...,dTn) = 0 . ° (2.12)

Le dixième terme de l’expression (2.12) est nul. Pour voir cela on écrit que

la variation quadratique de la semimartingale (2.Il) est nulle:

03BBi [0,t]n ~2Yij ~xk’l’~xkl (X03BE03C41,...,x03BE03C4n) Alh(X03BE03C4)Al’h’(X03BE03C4’)

1{03C4~ 03C4k}1{03C4’~ 03C4k’} (d03C41,..,d03C4n) +

+ 03BBi [0,t]n ~Yij ~xkl (X03BE03C41 ,...,X03BE03C4n)~Alh ~xl’(X03BE03C4)Al’h’(X03BE 03C4’)1{03C4~03C4 k}1{03C4’~03C4}
.

’ 
= 0, (2.13)

pour tous ~  p (w ) et h, h’=1, ... ,d.

Si on prend h=h’, le premier terme de (2.13) est symétrique en ( T , T’ )
tandis que le deuxième est nul pour T’ > T . Cela entraîne, par continuité

que le premier terme est nul pour tout couple ( ~r, T’ ) et, en particulier,

pour T = T’ . En conséquence, ( 2.12 ) implique

03BBi(A(l)0* ~ )i(X03C3.) = 0,

ce qui complète la démonstration du théorème. 0 ;
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Les champs vectoriels de la forme (2.3) peuvent être calculés recursive-

ment. Cependant il serait intéressant d’avoir une formulation plus explicite
de la condition (H). Comme conséquence du théorème 2.1, nous avons d’abord

le résultat suivant.

Proposition 2.2. On suppose l’hypothèse suivante:

( H’ ) L’algèbre engendrée par les champs vectoriels A1, ... , Ad ( par rapport
à l’opération au point x est de dimension m.

Alors, sous cette condition la loi du vecteur Xst en un oint (s,t)

hors des axes est absolument continue.

Démonstration. Il suffit de voir que (H’ ) entraîne (H). On introduit les

espaces vectoriels suivants:

A0 = algèbre (par rapport à l’opération A?A.) engendrée par les champs vec-

toriels A1, ... ,Ad au point x.

espace vectoriel engendré par les champs de la forme (2.3), au point x.

~42 = espace vectoriel engendré par les champs A1 ( x ) , ... , Ad ( x ) , et

m n i

( 03A0 Dlj) Aliki(x) ) ,

où n ~ 2, 03BD ~ yn, et k1, ...,kn=1, ..., d.

On sait que dimA0 = m et il faut voir que dim Al = m. Il est clair que

Alors nous allons montrer que Pour toute vE n > 2, on

considère l’ensemble défini par

Dv - { ( T1,...,Tn-1) E [0,1] n-1 : Ti  Tv(i) pour i=1,...,n-1},

où découle alors de la formule (2.2) et du fait que

les fonctions {1D03BD , 03BD~yn} sont linéairement indépendantes. Nous allons prou-

ver cette indépendance linéaire par induction. Pour n=2 cette propriété est evi
dente. On considère, pour n > 2, une combinaison linéaire

a03BD1D03BD = 0 .

Pour toute v E Y 
n 

on définit v E y n- 1 par v (i) = v ( i+1 ) et on écrit 

av si v ( 1 ) = k, k=2, ... , n. On sait que
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n

i=2 vE00FF : v(1 )=i avlD v (T) - 0 ~
n

pour tout T E [ 0,1] n 1. Soit T E [ 0,1 ] n-2, T - ( T 1 ~ ’ ’ ’’ T n-2 ) ’ On peut ordon

ner les coordonnées de  en sens croissant:

p  ik  ... Tk  
1

1 2 n-2

(sans perte de généralité on supposera qu’elles sont différentes). Alors, en

choisissant un élément 1: 1 
dans chacun des intervalles ( T k . J-1 , Tk . ) J (par

convention Tk =0) on obtient 
)-1 )

0

n-2

L L av 1D ( Tl,Tl,...,Tn-2) - 0
i=j i 

B) 
v 

n

pour j=1,...,n-2, d’où

ak1D () = 0v Dv

pour tout k=2, ... ,n, et par induction tous les coefficients doivent être nuls.0

L’ hypothèse ( H’ ) peut être renforcée moyennant l’utilisation du champ

vectoriel A . Mais nous n’ avons pas su trouver une expression simple des

champs vectoriels de la forme ( 2.3 ) en termes de l’opération ° quand un

ou plusieurs facteurs sont égaux à A~. Pour le cas particulier de deux ou

trois facteurs on a le résultat suivant:

Proposition 2.3. La proposition 2.2 est encore vraie si dans l’ hypothèse (H’ )

on prend l’espace vectoriel engendré par l algèbre ~~ et par les champs

vectoriels

A~0Ai, (A~0Aj)~Ai , A~0(A~jAi), (A~jA0)~Ai, A~j(A~0Ai)Oi 0~ 1 ~ J 1 J l

_et

A~0(A~0Ai) - (A~0A0) ~Ai, 1~ i,j ~ d.

Démonstration. Il suffit de faire les calculs suivants:
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(a) Pour n=1,

10
(A0*Ai) ( 03C41,1) d 03C41 = A~0Ai.

(b) Pour n=2, on prend i1=0, i2=0 et i3=i dans ( 2.3 ) et on obtient

[0,1]2 [A0*(A0*Ai)] (03C41,03C42,1)d03C41d03C42 = [0,1]2 [Al10Dl1 Al20Dl2 Ai]1{03C41 ~03C42 ]d03C41d03C42 +

+[0,1]2[A l10Al20Dl1Dl2Ai] d 03C41d 03C42 =

[ 0,1] 
2 1 2

=  Al10Dl1Al20Dl2Ai + Al10 Al20Dl
1
Dl

2
Ai = A~0 ( A~0Ai) - ( A~0A0) ~ 

Ai.

Si i1=0, i2=j, i3=i, on a,

[ 0,1]
[A0* (Aj*Ai )] (03C41,03C4 2,1) d03C41 = 03C42Al10Dl

1 Al2jDl2Ai + Al10 Al2jDl 1
Dl

2
Ai ,

et finalement, si i1=j, i2=0, i3=i, on a

[ 0,1]
[ Aj* ( A0*Ai) ] ( 03C4

1,
03C4 2,1)d 03C4

2 
= (1- 03C41)Al1j Dl1Al20Dl2Ai + Al1j Al20Dl1Dl2Ai ,

pour tous 03C41,03C4 2 E [ 0,1 ] .

On remarque que la condition (H’ ) est strictement plus faible que la con-

dition de Hörmander restreinte qui apparaît dans le cas des équations différen-
tielles stochastiques à un indice. En effet, l’ hypothèse de Hörmander utilise

l’algèbre de Lie engendrée par les champs vectoriels Al, ... , Ad qui est plus

petite que l’algèbre engendrée par l’opération Il ’il ".

Par contre, la condition (H ) du théorème 2.1 n’ est pas comparable à la

condition de Hörmander générale. En effet, si nous développons l’ hypothèse
( H ) , nous n’obtenons pas l’algèbre engendrée par A~, A1, ... , Ad avec l’opé-
ration " ’il ". En effet, d’ une part, s’ il y a plus d’ un facteur égal à Ap
on trouve des combinaisons linéaires comme 

a 
Ai. D’ autre

part, avec la méthode employée dans la démonstration du théorème 2.1, on

ne peut pas faire sortir les produits du type Pour faire apparaître
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Dans ce cas on a

A~x)=(~) et =(;).
A cause de la proposition 2.3, le vecteur Xst a une loi absolument continue.

Par contre la condition de Hormander générale n’est pas satisfaite parce que

] = 0. Cela concorde avec le fait que dans le cas d’un indice la

solution du système stochastique précédent a une loi singulière:

X1t 
+ X2t 
= 

eWt+t

X1t - X2t = eWt-3 2t .

(3) Considérons l’exemple suivant,

X1st = Wst ,

X2st = Rst X1z dz ,
où

m=2, d=l, x=(0,0), A~=(~) et A - ~ . °
Dans ce cas, l’hypothèse (H) du théorème 2.1 n’est pas satisfaite. Cependant,
le vecteur aléatoire a une loi Gaussienne 2-dimensionnelle, non-

dégénerée. Cet exemple montre la nécessité d’utiliser des produits du type

qui n’apparaissent pas dans l’hypothèse (H) comme nous avons déjà
remarqué.

Finalement nous voulons indiquer deux possibles extensions du théorème

2.1:

( i ) En utilisant les techniques de l’article [7] on pourrait essayer de montrer

le caractère C°° de la densité de X , sous les hypothèses du théorème

2.1.

(ii) On peut considérer le cas où la valeur du processus X sur les axes

n’est pas constante. C’est à dire, XsO = g(s)+f(0) et XOt = g(0)+f(t),
où g, f : ----~ ~ m sont des fonctions régulières. Dans cette situation,
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ces termes il faudrait utiliser les valeurs du processus ~ (z,r) dans les

points z à l’ intérieur de [ 0, z ] .

Exemples:

( 1 ) On considère le système (m+D-dimensionnel

X1z = Wz ,

XZ = t pour 2  i  m,~ 

Xm+1_ 1 + dW .
z - 

R r r

Dans ce cas, d=1, et Al - ( 1, xl, x2 ~ , , , ~ xm-1 ~ xm+1 ) , Les champs vectoriels

A1, A~1A1, A~1(A~1A1),..., A~1(A~1 m+1 sont linéairement indépen-
dants au point (0, ... ,0,1 ) . En conséquence le vecteur aléatoire Xz a une

loi absolument continue en tout point hors des axes. On remarque que les

m premières coordonnées de Xz sont les intégrales stochastiques itérées

Wz, Rz WdW, Rz ( Ru 
WdW) dWu ,...,

et que la dernière coordonnée est la solution de l’équation linéaire

Yz = 1 + Rz YrdWr.
D’après les résultats de [7], on sait, en plus, que la densité de Xz es C .

Dans cet exemple les conditions de Hormander ne sont pas satisfaites et

la solution du même système stochastique pour le Brownien à un paramètre
a une loi singulière, d’après la formule d’ Itô.

(2) Soit 

m=2, d=1, A1 - 2 , Ap=~~ et ~~o)-
Le système stochastique est

X1st = 1 + 

Rst X1zdWz 
+ 

Rst X2z 
dz ,

Xst = XZ dWz + dz .

Rst Rst
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il faudrait écrire les conditions de non-dégénerescence en termes des fonctions
f et g, et des champs vectoriels Ai.
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