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SUR LA POSITIVITE DE CERTAINS OPERATEURS

par J. Ruiz de Chavez

Cette note fait suite à notre exposé [1] sur les travaux de Surgailis,
paru dans le volume précédent du séminaire.

Soit t l’espace de Fock construit sur l’espace de Hilbert ,dt).
Soit A une contraction de H : on peut lui associer de manière naturelle

une contraction t(A) de §, entièrement caractérisée par la propriété

(1) ~(A)~(f) _ e. (Af) pour f cH

est l’exponentielle de Wick. Le problème traité par Surgailis con-
siste à chercher quelle est la condition que l’on doit imposer à A pour

que t(A) soit une contraction positive, au sens que voici.

Soit (Xt) une martingale localement de carré intégrable, nulle en 0, de
crochet X,X>t=t . Si ~ est la tribu engendrée par les v.a. Xt, les déve-
loppements en intégrales stochastiques multiples permettent d’identifier

l’espace de Fock à un sous-espace de Z2(~). Nous nous intéressons au cas
où ~=Z2(~) tout entier, et la positivité de ~(A) ( notion qui dépend du
choix de la martingale X ) signifie que cet opérateur transforme les v.a.

positives en v.a. positives.
Le cas où X est un mouvement brownien et celui où X est un processus

de Poisson compensé sont traités dans [1]. Cette note a pour but de montrer

comment on peut traiter le cas où

(2) Xt = t01 03C1s(dNs-03C12sds)
où p est une fonction localement intégrable, partout ~0, et (Nt) est un

processus de Poisson d’intensité p2ds . Ce cas se ramène très simplement
à celui du processus de Poisson compensé usuel, traité par Surgailis. Nous

profitons aussi de cette occasion pour montrer la nécessité des conditions

de Surgailis ( établie par celui-ci, mais non exposée dans [1] ).

Rappelons d’abord le théorème de Surgailis :
THEOREME ( Cas où p=1 ). Pour soit un opérateur positif, il faut

et il suffit que A soit un noyau sousmarkovien tel gue 03BBA~03BB , où 03BB est

la mesure de Lebesguesur ~+ . .

Démonstration. La suffisance a été traitée dans il]. Etablissons la néces-

sité. Nous avons pour toute fonction f de L2(À), à support dans un in-

tervalle borné [0,t] ( et donc intégrable )
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(3) e(f) = (1+f(s)) ( S, ensemble des sauts )
seS

Si f ne satisfait pas aux hypothèses ci-dessus, l’expression est celle
de l’exponentielle de Doléans, plus compliquée :

(4) e(f) = exp(/ f dX 
o s s 

seS s

Prenons d’abord dans (3) f>-1 . Alors e(f)>0, donc la positivité de ~(A)
entraîne p.s.. D’après l’expression (4)

f>-1 i => -1 p.p..

Prenant nous avons nf>-1 pour tout n entier, donc -1

p.p., et 0 p.p.. Comme A est une contraction de L2 on peut
faire tendre t vers +o~, donc A est positif . Prenant ensuite 

on voit que p.p., donc A est un pseudonoyau sousmarkovien :
on peut le régulariser en un vrai noyau sousmarkovien.

Soit f positive, à support dans [O,t]. On a alors d’après (3) 
e-~{f), Comme ~(A) préserve les constantes ( prendre f=0 dans (1)), la
positivité de f(A) entraîne ~(Af)~ e-03BB(f), donc en prenant une espérance
conditionnelle par rapport à ~ ~-.) ~ e ~(f). Nous pouvons
utiliser l’expression (1) pour évaluer cela, et remarquer que 
avec probabilité >0 : dans un tel ) se réduit à

). Par conséquent 
’

exp(-uo(Afs)ds ) ~ exp(-~ofs ds )

Faisant tendre u vers +00 , on voit que On lève ensuite la
condition de support sur f , et le théorème est établi.

Le cas de l’espace de Fock construit au dessus de L2(G), où G est une
mesure localement bornée sur ~+ , se ramène au précédent par un changement
de temps déterministe : l’espace de Fock s’identifie à l’espace L ? (~), où
~ est la tribu engendrée par le processus de Poisson compensé

(5) Yt = Nt - Q([O,tJ)
d’intensité Q , et la condition de positivité de 03A6(A) est 03B8A~03B8 au lieu de

.

- Nous revenons alors à (2) : désignons par 9 la mesure p2(t)dt : l’espa-
ce Z2(~) est aussi bien engendré par X (2) que par Y (5), et nous avons

un isomorphisme ff/p de L2(À) sur Z2(9) , qui se prolonge en un isomor-
phisme des espaces de Fock correspondants, et qui lorsqu’on identifie ces
espaces de Fock à Z2(~) est simplement l’identité. En effet, dans le pre-
mier espace do Fock, si f est bornée à support dans [0,t], on lit t(f)
comme la variable aléatoire
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e- fs03C1sds  (1 + f(s) 03C1(s) )

tandis que, dans le second espace de Fock, ~(g) - (1+g ) se lit

pour g=f / p seS s

Q(ds) ÎÎ( 1 + (s ) )

qui a bien la même valeur. Pour obtenir la condition de positivité cher-

chée, il suffit donc d’écrire que iAi-1 satisfait à la condition de posi-
tivité de Surgailis. Autrement dit :

THEOREME. Pour qu’une contraction A de Z2(1) soit telle que réserve

la positivité dans Z~(~), il faut et il suffit qu’il existe un noyau sous-
markovien B , tel ~ue et tel que l’on ait

(6) Af = our p

Ou encore, que l’opérateur soit régularisable en un noyau
p

sousmarkovien B diminuant Q .

Si l’on interprète l’espace de Fock comme espace Z2 associé au mouve-
ment brownien, la condition de positivité de se réduit à la propriété
de contraction. Le mouvement brownien est limite de tous les processus de

Poisson compensés Xt construits ci-dessus lorsque l’intensité tend vers

l’infini, la hauteur des sauts ( non nécessairement positive ) 1/ps tendant
vers 0 , La très grande variété de contractions satisfaisant à (6) justifie
intuitivement la disparition de toute condition à la limite, mais il semble

difficile de transformer cela en une démonstration entièrement probabiliste

pour le cas brownien.
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