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RENORMALISATION ET CONVERGENCE EN LOI POUR LES TEMPS LOCAUX
D'INTERSECTION DU MOUVEMENT BROWNIEN DANS R3.

1. Introduction et énoncé des résultats.

Soit (Bt’t > 0) mouvement Brownien a valeurs dans Rd (d =2, ou 3), issu de 0.

Notons par ailleurs, pour tout t > 0, Tt = {(s,u)eRE t0<s<ux<t).

D'aprés Rosen [ 2], i1 existe une fonction : (y,t) -~ a(y ; Tt) continue sur

GRd ~ {0}) «x R, telle que, pour toute fonction f : Rd +R_, borélienne, on ait :

t t
JO ds Js du f(B-By) = fdy f(y) aly ;5 T,).

aly 3 Tt) est la mesure donnée a 1'ensemble Tt par le temps local d'intersection

de B, au point y (pour la définition compléte de ce temps local, voir Rosen
[2] et Le Gall [ 1]).

On montre aisément que, pour tout t >0 fixé, oly ; Tt) §§%> « ;3 cette

"explosion" est diie aux recoupements immédiats de la trajectoire Brownienne

(Bu+v ; V> 0), considérée a partir de n'importe quel réel u > 0, avec elle-méme.

En dimension d = 2, Varadhan [ 5] a montré que, néanmoins :

maly ; Tt) -t log 4 converge dans Lz, lorsque y - 0 ;
Iyl
ce résultat, que 1'on désigne souvent sous le terme de “"renormalisation de
Varadhan" a été trés récemment expliqué de différentes manidres (voir Rosen [3],
Le Gal1 [ 1], Yor [ 61).
L'objet principal du présent travail est de démontrer la modification suivante du
résultat de Varadhan, pour la dimension d = 3.

Théoréme : On a :

1 : ¢y, (d).
maly 5 T,) = =) t >0) 5> (B

R £
NV Iyl
g
by

(1.a) (B 2B, 5 > 0)
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ou (Bt’t > 0) désigne un mouvement Brownien réel issu de 0, indépendant de B,

et (d) <indique la convergence en loi associde & la topologie la convergence com—

. 4
pacte sur l'espace canonique Cr, ; R”).

Le théoréme admet diverses variantes et extensions que nous énoncons maintenant.

Proposition 1 : Soit f : &’ + IR, continue, d support compact. Alors le processus
4

d valeurs dans IR

1 st tn (dy
(B,; {n I dsf du f(n(B ~B )) - & | fly)} ; t>0)
t Tog 7 0 s s u 2n lyl

converge en loi vers :

. 1 .
(B, ; 5 (ff(y)dy)Bt s t>0),

le couple (B,B) étant distribué comme dans le théoréme.
Nous étudions maintenant les distributions asymptotiques de (o(0 5 Ti),t > 0)
ol Ti = {(s,u)EIRE :0<S<u-8< t-§}.

Proposition 2 : Posons, pour tout t >0, y 20, § >0 :

o, (t) = 2maly ; 1) - - ; ot) = 2maco ; Tg) -t g1,
y vl TN

Alors, pour tout t > 0,

1

2
_ |y| (P)
(1.b) ® (£) - © (t) lﬁ> 0.

Y
log ——

lyl
En conséquence,

1

. .8 2 1 (d.f), . .
(B, ; (2ma(0 ; 1%) B(——)) (&L >(B, 5 /38, ; t > 0)
1 /s Bl
Log 3 1

le couple (B,B) étant distribué comme dans le théoréme, et (d.f) indiquant la

convergence en loi des marginales de rang fint.
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Remarque : I1 devrait é&tre possible de remplacer, dans 1'énoncé de la proposition,
(d.f) par (d), comme dans 1'énoncé du théoreme. Cependant, une difficulté technique
(mineure ?) nous empéche de le faire ; voir le paragraphe (3.2), pour les détails.

Nous présentons enfin une troisiéme variante du théoréme, en considérant, pour le
mouvement Brownien (Bt) a valeurs dans Rd (d > 4), une quantité qui joue le

role de 2maly ; Tt) -t pour la dimension d = 3.
lyl

Y

Proposition 3 : Soit (Bt s t > 0) mouvement Brownien d valeurs dans IRd, d » 4.

Alors :
t t
w s —L @t tyis0
73 % Jo s  |B-Byl® |yl
log — u s Y ¥

ly|

1
converge en loi vers : (Bt; [73:§773:§7] /ZBt; t>0), ou (Bt’ t > 0) désigne un

mouvement Brownien réel indépendant de B.

En conclusion de cette Introduction, rappelons que J. Westwater
(Comm. Math. Physics, 72, 131-174, 1980) a montré que, en dimension d = 3, pour
tout g>0,et t>0 fixés, les probabilités

(y) & - galy 3 Tt)

n o W

¢ Elexp - guly 5 Ty
(ot W désigne la mesure de Wiener restreinte a c{Bu 3 u < t}) convergent étroi-
tement, 1'espace C([0,t] ; R%)
uniforme. Les probabilités limites "g ainsi obtenues sont étrangeéres entre elles

étant muni de la topologie de la convergence

ainsi qu'a W. I1 serait trés intéressant de relier ces résultats et le théoreme
ci-dessus.
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2. Démonstration du théoréme :

(2.1) Nous montrerons, dans un premier temps, la convergence en loi des mar-
ginales de rang fini des processus considérés en (1.a), puis, dans un deuxiéme
temps, que les lois de ces processus sont tendues, lorsque y - 0.

Les deux parties de la démonstration reposent sur la formule de Tanaka - Rosen

sujvante :
t 1 1 t u
(2.a) J ds{———— - —} = - J (dB,, 3 So()')) - 2raly 5 Ty,
ol
b B, -B_-y
(2.6)  (y) = [ ds —b S (a<b),

3
a  |B-B-yl
et ( ; ) indique le produit scalaire usuel dans Rs.

(voir Rosen [ 41 pour la démonstration d'origine de la formule (2.a), et Yor [61
pour quelques précisions supplémentaires).

(2.2) (i) Considérons, pour 1'instant, t> 0 fixé.

t t
Lorsque y -~ 0, Te terme ——95———~—converge en probabilité vers I

0 IBt-BS-yI

ds
0 IBt-BSI

On en déduit, en notant dorénavant o(r) = /|log r| (r>0) :

t
(2.¢) U tomaly 3 T.) - 53 o =t [ (dBy 5 Sp(y)),
eo(lyl) Yyl ye0 e(lyD Yo °

ou le signe ~ signifie que la différence des deux termes ci-dessus converge en
>0

Y
probabilité vers 0, lorsque y - 0.

Montrons maintenant 1'existence d'une limite en loi, pour u> 0 fixé, de :

B~y Yiyi2 Bt
(2.d) 1 quyy (@ 1 (Mg s ()1 S
plyD ° o(lyD {0 Boyl® olly]) I0 i B-1]3

les deux identités en loi étant conséquences des propriétés classiques d'invariance
en lToi du mouvement Brownien.
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(ii) Pour simplifier 1'écriture, (Bt) désigne, dans les calculs qui

suivent, un mouvement Brownien issu de -1. On a, d'apreés la formule d'Itd :

1
B B t o' (B )-dB t B
(2.e) t_ .2, J u u . dv -—!~§,
1Bl Bl 70 [Bl o |8,|

ot 1'on a adopté la notation de Krylov ({91, p. 21) pour le champ de matrices

(% "(x) ; xeR®~ (0})  défini par :
c?:}(x) = 845 " T—:% (1<, <3).
La matrice 00’1(x) est caractérisée par :
00’1(x)-x =0 00’1(x)-y'= y, si (xsy) =60

On a, d'apres la formule (2.e) :

0,1
2.9) 1 [t Bv . 1 Jt o (Bu)-dBu
) 1, 1% (t>=) *() o Bl

Notons {Xt = (Xl ;i =1,2,3) 3 t >0} 1la martingale tri-dimensionnelle :

0,1
to (Bu)-dBu

X =
t
0 lBuI
On a alors :
iy2
<Xi>t - Jt _QE'Z o2>1(8,) - [t o 7 (1- (BU)z),
B 1< Y Jo Bl B,
u u u
et, pour i=zJ:
. t t gl gJ
iy, - du 0,1 _ du u Cu
s - | 2l - | (-1) .
’ t i, ju 2 2
0 I8,I° 0|8, 18|
Nous montrons maintenant le
Lemme 1 :
1) 1 <Xi>t %;%> 2/3 et 1 <X7’,XJ>t %_)%‘» 0 (i 2 4).

log t log t
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2) X, ——>

Viog £ ¢t

L. . . N 3 .
ou N3 désigne une variable gaussienne, & valeurs dans R » centrée, et ayant pour

1 (d) 2,1/
(EJ 2 Ny,

covariance la matrice identité.

Démonstration : a) Remarquons tout d'abord que, si 1'on note Ct = JO T§§T?3 on a :
s
1 p.s.
(2.9) c > 1.
log t t Do
t

, . s . . 1 ds .S.
On se raméne aisément a montrer que, si (Bt) est issu de 0, Tog t J1 TE_T? %:;»>1_
S

Soit a > 1. On peut appliquer le théoreme ergodique a 1'expression :

p ds 1 N K
J ‘Izz'N'ZCOT,
k=0

N _ _ 1 .. .
ol C = ———123 et B (Tw) = ;37; B, (s > 0), ce qui implique (2.9).

b) D'aprés la décomposition en skew-product du mouvement Brownien
(Bt) (cf : Itd - Mc Kean [7], p.270), i1 existe un mouvement Brownien standard

(et,t > 0) sur la sphere Sy, tel que :

B, = lBtIect.
On en déduit :

. C .
! X', = ! J Yaunt - (e;)zl.
log t Tog t /0

A T'aide de (2.g), on peut se ramener a considérer, Torsque T(= log t) » o,

T .
1'expression : %—J du [1 - (9;)2] qui, d'aprés le théoreéme ergodique, converge
0

p.s. vers [o(de) [1 - (ei)z], ol o(de) désigne Ta probabilité uniforme sur la
sphere 52'

e i2 1 i 2, 2
On a, par symétrie : fo(de) (8')° = 3> et donc :  fo(de) [1 -(8')“] = 3
La premiére partie de 1'assertion 1) est démontrée.

Le méme raisonnement et 1'égalité : fo(de) ol od - 0 (i=J) impliquent 1a
seconde partie de 1'assertion 1).
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c) La seconde assertion du lemme découle maintenant aisément de la
premigre, et d'une version asymptotique du théoréme de représentation
- dl a F. Knight [8] - d'un nombre fini de martingales continues orthogonales comme
mouvements Browniens réels indépendants changés de temps.

Remarque : La méthode développée ci-dessus pour parvenir a la conclusion du lemme 1
n‘est qu'un exemple - particuliérement explicite - d'application de la méthode gé-
nérale de Papanicolaou - Stroock - Varadhan [10].

(ii1) Revenons & la formule (2.c). On trouve, & 1'aide de 1'équivalence (2.d) :

1
o(lyl)

(a partir de maintenant, (Bt) désigne a nouveau un mouvement Brownien issu de 0).

(2.h)

(d) 2\¢/
So(¥) g 23177 Ny

Remarquons ensuite que, pour Up < Uy <...< U, 0na:
2.6) = (5, 1,5.200 5.0 Do 2 DL )
o(lyl) ly[-0

~

oll (Ng1) ; 1<1i<n) sont n variables gaussiennes indépendantes, chacune

d'elles étant distribuée comme N3.

En effet, i1 est immédiat que le membre de gauche de (2.i) est ~ & :
y->0

1 Uy ) Un
(S _"(y),S, “(y)s...,S (¥)),
olly]) oV Uy Y Un-1 Y

vecteur qui est composé de n variables réelles indépendantes.

Le résultat (2.i) découle alors immédiatement de (2.h).

Nous utilisons maintenant (2.i), avec n = 2, pour étudier le comportement asympto-
tique de 1'intégrale stochastique qui figure en (2.a), c'est-a-dire :

(2.5)  M(y) = — [twa ; sU(y)).
t D(|Y|) 0 u 0

Montrons tout d'abord que, pour t fixé, le processus croissant :
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1 u 2
M)y = —r j du [s4(y)]
‘ t ]Og T—l- 0 °
y

converge dans L° vers une constante (précisément, vers (4t)).

En effet, on a :

t
(2.k) EL<M (y)>,] = ]_1“”1* Jo du E[|Sg()')|2] —_— t(%) E(|N3[2) = 4t
0g —

lyl
et :

t t

(2.0)  E[(<M (y)>,)%] = —2 du [ av ECISU) 2 1SV ()14 — (at)2

) () ———1—2“09“) {Oujuv 15912 IsVv)|
y

3 1'aide de (2.i) [voir (2.3), (i), pour la justification des passages a la limite].
De 1a méme facon, on montre que, pour tout t >0 :

1 [t
o(lyl) 70

converge vers 0 dans LZ, ce dont on déduit aisément :

M (y).B>, =

: (su(y)’ du

. . (d.f) . .

avec (et) mouvement Brownien réel indépendant de (Bt), ot (d.f) indique la

convergence en loi des marginales de rang fini. Ainsi la convergence en loi des
marginales de rang fini des processus considérés en (1.a) est démontrée, a 1'aide
de 1'équivalence (2.c).

(2.3) (i) Avant de commencer la seconde partie de la démonstration du théore-
me, il nous faut déja justifier les passages a la limite en (2.k) et (2.2). Ces
passages a la limite peuvent étre justifiés grdce au théoréme de convergence domi-
née d'une part, et au résultat de convergence en loi (2.1) d'autre part, & 1'aide
des majorations suivantes :

Lemme 2 : On a :

t
1) pour tout k>0, sup E[( 1 J ds Z)k] < o
t>2 log t 70 IBS—JI
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2) pour tout k>0, et T> 0,

1 U k
sup A E| | —— s%(y)|"| <
w5 |2 < tellyl) ° ]

Démonstration : 1) I1 existe, d'aprés la formule d'Itd, un mouvement Brownien réel
(B, ou > 0) tel que :

(2.m) log |B, - 1] = >
) t 2 Z°
IBS-1| 0 |BS-1|
t ds . .
Posons Ct = JO ]E_:XT?. On montre aisément, a 1'aide de (2.m), que, pour tout k>0,
s

E[Ct] < =, puis, toujours a 1'aide de (2.m), et des inégalités de Burkholder -
Gundy, on obtient :

K2

£rck) < ¢ (E|T0g[B,-111%1 + Ec¢, D)

< ¢, (E[|Tog|By S E[C 172,

1
En résolvant cette inégalité du second degré en x = E[Ct] /2, on obtient finale-

ment : E[Ct] = 0((1og t)k) (t > =).

2) On obtient de méme, a partir de la formule (2.e), dans laquelle
on remplace (B,) par (B,-y), avec 1'aide des inégalités de Burkholder - Gundy :
t t

u 5/2
e[ U 4] < i+ —— ([ == 7Z]s
[p T - KovDE e(yDF [Jo 185yl ]

<——-——/r{1 + (109 ——-2‘)/
(1og(| l)) ly|
Yy

d'aprés la premidre partie du lemme. La seconde assertion est maintenant démontrée.

(i) Pour terminer la démonstration du théoreme, i1 suffit de montrer

que, pour tout T >0, les lois des processus

t
M (y) = J, (B, 5 shw) (O<t<T)

o(|Y|)
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t
1 ds (0<t<T)

et Rt(y) =
D(IYI) 0 lBt-BS-yI

sont tendues, lorsque y - 0. Nous montrons en fait que ces deux familles de
processus satisfont le critére de Kolmogorov.
En effet, ona, pour O0<s<t<T,et k>2:

c t k
LMy (y) = M1*1 < — ef(] auisiin(® 2]
o(lyl) s

(t-s)Z jtd Erlsiy) (%)
-s u
RNTIL : o

¥/2

< ck(t-s) R

d'aprés la seconde assertion du lemme 2, appliquée avec y suffisamment petit.

D'autre part, on a :

ELIR.(y) - Rs(y)lk]

c t S
@ <—Ep e M ([ L Lk,
o(lyl) s |By-B,vl 0 [By-By-yl  [Bg-B -yl
S qu K
La premiére espérance est égale a : E[(J T_—_—T) ], expression qu'il est aisé
0 B -y
u

k
de majorer par ck(t-s) /2, indépendamment de y, grice a la formule :

t du
(2.0) lBt-yl = |y| + By + J s
70 |B-y]

avec (Bt) mouvement Brownien réel issu de 0.

Ensuite, on réécrit la seconde espérance qui figure en (2.n) sous la forme :

s
6k(y ; S,t) = E[lJ du { ! - }Ik]
0 B~ (y+2)] |Bé'Y|

oll T'on a posé : z = -Bt + Bs’ variable aléatoire indépendante du mouvement

Brownien B) = B - B._, (u<s).
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Réécrivons maintenant 1'expression (2.0) de facon développée, en remplacant
lBt-yI par |B; - (y+z)| d'une part, puis lB;-yI d'autre part. I1 vient :

B, - (ys2)| - [By-y]

(2'p) t Bl_( ) Bl_
=f (dB) 3 el Y +Isdu{ L S N
0 1B,-(y+z)|  [B}-yl 0 1B, -(y+2)|  [B-yl

Pour estimer 1'intégrand qui figure dans 1'intégrale stochastique ci-dessus, on
utilise 1'inégalité élémentaire :
2|a-b|
_a__L‘ < )
lal  [b] lal

On a alors, a 1'aide de (2.p), et des inégalités de Burkholder - Gundy :

2
_ LI L N
6k(y s Sat) < Ck E[lZl + (JO du W) ]
%/ 2
K Iyt 1 %o
<c, E(1z|™) E(1 + ( d ) 9)
R

k/ k
< ¢, (t-s) 2 (1 (1og ﬁg) /2),

d'aprés la premigre partie du lemme 2.
Finalement, en reportant ces inégalités en {2.n), on obtient :

k
2,

EIRy(y) - RIM) < ¢ (t-s

indépendamment de y, choisi suffisamment petit (en fonction seulement de T).
Ceci termine completement la démonstration du théoreme.

3. Démonstration des propositions.

Les trois paragraphes ci-dessous sont consacrés aux démonstrations respectives

des propositions 1, 2, 3.

(3.1) Réécrivons 1'expression :

t gt
L J ds J du f(n(B,-B)) - = 9 £(y))
/Tog n 0 s Iyl
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sous la forme :

1 1 Y. t
(3.a) = Jdy f(y) —— 2ma(L 3 T,) - }.
2 | Togm onot |

A 1'aide de la formule de Tanaka - Rosen, et des notations utilisées en (2.3), (ii),
on a:

t
2ra( 5 T,) - L -J (B, 3 s¥) - A1og e LACOR
g Jo Mo 0T ly|
n

Pour tout y = 0, on a : E{sup |R (X)| > 0, a 1'aide des majorations faites
[t<T t'n ](nmi
n (2.3), (ii) ; d'autre part E[sup |Rt(y)|] est bornée, lorsque y reste
t<T

dans un voisinage de 0.

D'aprés le théoreme de convergence dominée , on a donc :

fdy 1£(y)] —— V|10g - E[sup|R,(L)] > 0.
vTog n | ly] [t<TI e ]WIT»T

Nous pouvons donc remplacer 1'expression (3.a) par :

1
vlog n

t
(3.2') 3t fdy £(y) [, e, s suc,

et, a 1'aide de la fin de (2.2), (ii), la proposition 1 sera démontrée dés que 1'on
aura prouvé :

(3.b) [dy|f(y)| > 0.

N->oo

t
e[ sup J (dB 3 sU) - sud
quﬁf77 [t<T I 0 u on on x]

On majore cette expression, a 1'aide des inégalités de Burkholder - Gundy, par :

(3.b')  cfdy |f(y)ljt duly—— Er]s¥) - s¥y 2y)*e,
0 Tog n o'n on :

Remarquons maintenant que par scaling, on a, pour u ety fixés :

nu B -y B_-1
suY) - s¥cdy (@) J ds(-2—y - ),
en on 0 IB-yl® B

et il est facile de voir que cette intégrale (en ds) est absolument convergente
lorsque n » o,
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Ainsi, S (Su(%) - Sg(%)) converge en probabilité vers 0 lorsque n » =.
vlog n 0

On déduit des majorations de la partie 2 du lemme 2 que cette convergence a lieu,

en fait, dans tout Lp, et, a 1'aide du théoréeme de convergence dominée, que 1'ex-

pression (3.b') converge vers 0, Torsque n - w.

(3.2) Le rdle joué par la formule (2.a) pour la démonstration du théoréme est
maintenant tenu par la formule :

t-§
[ ds{ 1 - }

s+5” B!
(3.c)
t ru-8 B -B
-] (@B, 5| o ds o) - 2m(0 1.
8 0 IBU—le
Posons & = lylz. On a alors :
T_ofe 1 — (zmafo; 18 - g
o(lyl) o(lyl) /s |B,]
_ S 1,8 2,8
= -Mt - Rt + Rt s
t (u-8)" B -B
8 1 u-'s
ol M, = f (dB. 3 J ds )
Eoayl Jo o 8,8, 1
(t-8)" t-6
R”‘S:-L——J ds ——— ; RE>S = ] { ds(———— - E(- ).
o(ly]) 0 |B,-B.| o(lyl) 70 B, 5B | 1:N

Nous montrerons les trois résultats suivants, dont découle a fortiori le résultat
(1.b) :

8 2 .
(3.d) E[ii$ Mg - M(Y)] ]y:zf 03

1

(3.e) pour tout t>0, Ry

) 2,8, (P .
+ IR %3%> 03

(3.f) les lois des processus (Rl’6 ; t <T) sont tendues, lorsque § - 0.

Remarque : Si 1'on pouvait montrer également que les lois des processus (Ri’é; t<T),

sont tendues, on pourrait remplacer, dans 1'énoncé de la proposition 2, (d.f)
par (d).
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(ii) En remplacant les martingales qui figurent en (3.d) par leurs
processus croissants, on peut majorer 1'espérance en question par :

A JT [ (u-8)* B -B u B -B-y
du E “ ds -———-f ds .
o(1yN? Jo 0 881> o I8, B-yl3

D'aprés la deuxieme partie du lemme 2, la contribution a 1'intégrale en (du) de
1'intervalle (0,8) est 0(s). D'autre part, on peut réécrire 1'intégrale restante,
aprés avoir fait les opérations - maintenant habituelles - de retournement du mou-
vement Brownien au temps u, et de scaling, sous la forme :

(3.9) h<a>sm:—5[:dug[u:/5ds]_zz_rg-j:/‘sd _Hl

Pour la seconde intégrale en (ds), on peut remplacer sans probléme 1'intervalle

d'intégration (0 ; E) par (1 ; %). De plus, on montre aisément que :

Bs
J ds ‘ ——————§‘ < @ Pp.S.,
1 |B | |Bs—1|
1 u/6 B Bs-1
et donc, pour tout u >0, J’ -———75 ""“‘“3} converge en proba-
(1ogg)172 1 IB[°  [B-1] '

bilité vers 0, lorsque & > 0. En outre, une 1égére modification de la partie 2
du Temme 2 montre que 1'expression ci-dessus est bornéedans tout espace Lp, indé-
pendamment de u < T, lorsque & - 0.

En conséquence, 1'expression h(8) qui figure en (3.g) tend vers 0 lorsque &-0.
L'assertion (3.e) est immédiate en ce qui concerne (Rl’é) ; d'autre part,
on obtient aisément, a 1'aide de 1'indépendance des accroissements du mouvement
o 2,62, 1
Brownien : E[(R{*°)°] = ———— 0(1) =0 0
(Tog )

Pour montrer 1'assertion (3.f), on s'inspire beaucoup des majorations faites en
(2.3), (ii) ; en effet, on a :

1,6 _ o1,6(k
ECIR.® - R[N

(t-8)* (s-8)"
<__f:.k_k_/~ {EM L)k]w[(J PR B Nk
(Tog 172 (s-6)" [By-B,| 0 |B,-B,|  1B¢-B,|
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Dans la premiére espérance, (Bt'Bt—a) joue le rdle pris par y en (2.3), (ii),

alors que, dans la seconde espérance, (B_-B

s 5-6)’ resp : (Bt'Bs)’ joue le rdle pris

par y, resp : z, précédemment, et on obtient encore, finalement :

K2

1,6 _ ol:8/k _
E[IRt Rg "1 < ¢ (t s) ' °,

pour & suffisamment petit. .
(3.3) (Bt) désigne maintenant un mouvement Brownien a valeurs dans R4 (d>4).
Remarquons tout d'abord que, pour tout p >0, on a :

(t 1 1

ds{ - }
Jo |B,-B-yIP IyI”

(3.h)

rt ru Bu-BS-y
- . p(p+2-n)
p| (dB, ) ds ) + plp2en) |

t t 1
ds du
e el
0 0 |Bu B, y|

B -v|P*
0 s 1B,-Bs y|
Cette formule, valable pour tout y = 0, est une conséquence immédiate de la

formule d'Itd, et du théoreme de Fubini, applicables sans probleme grdace a la non-
existence de couples (s,u) tels que : Bu-BS =Y.

A 1'aide de la formule (3.h), priée avec p = 1, la démonstration de la
proposition 3 se ramene a 1'étude asymptotique de :
t

(dB
0

1

(8, 3 L5 Sk,

log —
lyl
en reprenant les notations du paragraphe 2. Les arguments de la démonstration -du

théoreme sont toujours valables, les seules modifications a faire étant celles des
constantes suivantes : dans la formule (2.e), 1'intégrale en (dv) doit étre affectée

- rt
du coefficient (g—l) : dans le lemme 1, si 1'on note C_= _ds ,avec (B,) mouvement
2 t g 8 |? t

Brownien, & valeurs dans Rd, issu de 1, alors : TE%_f Ct %i§i> H%Z’ puis, on

déduit du théoreme ergodique que, avec les notations du Temme 1 :

1 i .5, d-1 .
Tog t x>y 2+w > (d-2) (1 <1<d), et donc que

(d). d-1 \/»
et v @@ e
ol Nd désigne une variable gaussienne a valeurs dans Rd, centrée, et ayant pour

covariance la matrice identité.
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