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COMPLEMENTS AUX FORMULES DE TANAKA-ROSEN.

Marc YOR

1. Introduction :

(1.1) Soit (Bt,t > 0) mouvement Brownien & valeurs dans Rn, n=2,o0u3,

issu de 0. Considérons, pour tout ensemble T© borélien, borné, de RE, Ta mesure

A (dx), définie sur ®", ARM) par :

(1.2) (9 = Jf ds du g(B,-B ),
r

pour toute fonction g : R" »-R+, borélienne.

D'aprés Rosen [ 5], xr(dx) est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue (dx). Plus précisément, i1 existe une fonction a(x ; T) continue sur

R" ~ {0}, telle que :

(1.6)  a.(g) = fdx g(x) alx 3 1).

On appellera (a{x 5 T), T ej}ﬂRi)) Te temps local d'intersection au point x du
mouvement Brownien (Bt,t > 0).

Le Gall [ 4] montre que 1'on peut construire trés simplement ces temps locaux d'in-
tersection 2 partir des temps locaux d'intersection associés a deux mouvements
Browniens indépendants (Bs,s >0) et (Bb,u > 0) ; ces derniers temps locaux - dont
1'existence a été obtenue par Geman - Horowitz - Rosen [ 3] - sont définis de la

méme facon que ci-dessus a partir de la formule (1.a), o 1'on a changé (Bs-Bu) en
(Bs'Bb)' De plus,lorsque n = 2, Le Gall [ 4] montre que pour tout ensemble borné
T € ;ESGRE), la fonction (y(x ; T) dgf alx 3 1) - E(a{x 5 T)) 5 x =0) se prolonge

en une fonction continue sur tout le plan, ce qui lui permet d'obtenir la conver-
gence en probabilité, lorsque k » =, de :

2
(1.c) k Jfr ds du{g(k(B,-B)) - Ela(k(B-B,))1}

2

vers (0 ; r), pour toute fonction g : R a—R+, continue, a support compact, et

d'intégrale 1.
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Cette convergence a été démontrée initialement - pour 1'essentiel - par Varadhan

[ 8] pour T = [0,1]2, et la soustraction de 1'espérance effectuée en (1.c) est
souvent appellée renormalisation de Varadhan.

(1.2) De son coté, Rosen [ 6] a dégagé, en dimension 2, une "formule de
Tanaka" :

t
JO ds (K(B,-B.-y) - K(y))

t
J du K(B-B.-y) + aly 5 Ty)

t u t
= J (dB, 5 J ds VK(B -B.,-y)) + [ ds
s

0 /0

ol Tt = {(s,u)e RE :0<s<u<t}, K estune certaine fonction solution de
. 1 ~ 1 1
(%~A-1)K=- 8,5 €t yﬂRz\{O} (précisément, K(z) ==K (v2|z|) ; noter K(z),%, ¢ Tog T;T).

L'objet principal de ce travail est de montrer que 1'on peut remplacer Ta fonction

K(z) par Tog|z| ; la formule (1.d) devient alors :

t
[ ¢s c10018,-8g-y| - Toglyl}

0
(1.e)
Jt (dB j“ as 0By s T (y = 0)
= ; s + maly ; = 0).
o Y’ Jp lBu-BS~y|2 T Y

On déduit ensuite aisément de la formule (1.e) - que nous appellerons formule de
Tanaka - Rosen - la convergence dans L2 de
maly 5 Ty) - t log 4 , lorsque |y| » 0,
[yl
résultat que Rosen ([7]) obtient également, avec un peu plus de difficulté, a partir
de (1.d) ; le 1lien avec les résultats de Varadhan et Le Gall est ainsi établi pour
r=T,.

(1.3) Remarquons maintenant que la formule (1.e) a un air de parenté évident
avec la formule de Tanaka :

. t
- - - - a
(1.f) |Bt al |B0 al + JO sgn(Bs a)st + Lt’



334

ol (Bt) désigne un mouvement Brownien réel, et (Li) son temps local en a€R.

Toutefois, une différence essentielle entre les deux formules est que 1'intégrand
qui figure dans 1'intégrale stochastique en (1.e) posséde une singularité en t/r’

alors que celui qui figure en (1.f) est borné, quoique discontinu. Cette remarque
nous a amené a remplacer dans la formule (1.e) la fonction (log r) par ¢(r), pour
une classe générale de fonctions ¢, par analogie avec ce qui a été fait en dimen-
sion 1, ol plusieurs auteurs (Fukushima [ 21, Yamada [ 91, Yamada - Oshima [10],
Yor [11]) ont remplacé dans la formule (1.f), Ta fonction |x| par une fonction
dont la dérivée, au sens des distributions, appartient a L%oc(dx).

(1.4) La généralisation ainsi obtenue de la formule (1.e) peut encore étre
étendue en toute dimension n > 3. Remarquons en particulier que, pour n >3, la

formule (1.e) devient :

t
J ds {1og|Bt-BS-y| - loaly|}

(1.9)
Jt t Bu-Bs-y ) t t 1
= (dB;st +v[dsjdu ,
u J » R
0 0 |Bu-Bs-y| 0 s lBu B, y|
n-2

ol v =5 et y € R" < {0}.

Nous étendons encore la formule (1.g), en dimension n = 3, a une classe de
fonctions o(r), qui vérifient (entre autres) la condition |¢'(r)| < 92 au voisi-
nage de O. '

On dégage en particulier, en s'inspirant de Rosen (161), la formule :

t
J ds —1—— - 1)
0 |B,-Be-yl vl

(1.h)
t u B -B_-y
- | (4B ;| ds *2 ) - 2maly 3 Ty) (y = 0)
J0 u I BB,y | " t

(1a seule différence, par rapport & Rosen [ 6], est que 1'on explicite ici 1'inté-
grand qui figure dans 1'intégrale stochastique).
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(1.5) Pour terminer cette introduction, indiquons les propriétés de continuité
des temps locaux d'intersection, en dimension n = 2 ou 3, qui jouent un réle im-
portant dans les démonstrations ci-dessous :

(1.1) pour tout t > 0, 1'application : y » aly 3 Tt) est localement
lipschitzienne, d'ordre (% - ¢), pour tout e >0, lorsque y décrit

R" ~ {0}.

(1.3) pour tous t >0, et § <t, 1'application : y » aly ; Ti) est localement
lipschitzienne, d'ordre % - ¢, pour tout e > 0, lorsque y décrit R".
§
(on note Tt 1'ensemble {(s,u) € RE t0< s <u-8<t-§}).

En fait, lorsque n = 2, on peut remplacer, dans les deux cas, (%—-e) par (1-¢),

mais nous n'utiliserons pas ce raffinement.
Ces résultats ont été obtenus respectivement par Le Gall [4] et Rosen [5].

2. Etude en dimension 2.

(2.1) Le résultat principal de ce travail est le

Théoréme 1 : Soit ¢ : 10,»[ ~IR, fonction de classe CZ, telle qu’il existe o > O,

3 -
pour lequel {’ du u /2 OL]ct)"(u)|<m. Alors :
Jo+ -

(z) On a, pour tout y = 0 :

t
[ o tels, 8,010 - oty
0

(2.a)
Jt u Bu—BS—y [ I
= (dB ;J ds ————— ¢'(|B -B ~y|)) + @ (t),
o % Jo  |B-B—yl u s ¥
u s
-t t
ou ® (t) = lim p.s. U dsJ dulAtb(lB -B ~y|) + me¢'(e) af -T)]
— 0 0 0 2 e u s L
avec Aerb(r) = 1(r>€) {¢ (r) + ¢"(r)}.

(ZZ) D'autre part, pour tout & > 0, et t>6, ona:
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t-8
J dse(|B,-B,|) - 6(|B,, B 1))
0

(2.D)

t u-3 Bu—Bs s
j (dB_, ds —2—— ¢'(|B. -B_|)) + @ (t),
§ Jo |8 -5, w8

s -8 t ; s
ou : ®°(t) = lim p.s. I ds J duz b 8(|B-B|) + weo’(e) al0 ;5 Tp).
0 0 546 e v '

Les démonstrations des points (i) et (ii) sont tout & fait semblables ; on ne don-
nera donc les détails que pour 1'assertion (i).

On considere tout d'abord la fonction Fe(x) = ¢(e + |x-y|), et on applique la
formule d'It6 au processus (Fg(Bt'Bs)’t >s). I1 vient :

t

t
(2.c)  F_(B,8) - F(0) = [ (dB 5 uF (8,80)) + 3| awor (8,080,
S

s
On intégre ensuite les deux membres de cette identité par rapport a (ds), sur
(0,t). I1 reste enfin a faire tendre ¢ vers 0. On décompose la démonstration en 3
étapes, qui concernent respectivement 1e membre de gauche de (2.a), et les 2 expres-
sions figurant dans le membre de droite de (2.a).

Etape 1 : Le membre de gauche obtenu a partir de (2.c) est :

t
JO ds{p(e + |By-Be-y|) - o(e + ly)3.

Le processus (|Bt-BS-y| ; 0<s<t) nes'annulant presque siirement pas, 1'ex-

pression ci-dessus converge, lorsque e - 0, vers le membre de gauche de (2.a).

Etape 2 : Nous commencons par établir une inégalité a priori concernant

m{h) = Jt

) u B -B_-y
. (dB, J ds 2>~ h(|B,-B,-y|)),

0 lBu-BS-y|
en supposant tout d'abord h : [0,[ e»R+, continue, bornée.
On obtient aisément :

Erm™)? < E[J; du (J: ds h(|B,-B.-y[))?]

(2.d)
<t E[(JZ ds h(IBS-yl))Z].
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Considérons maintenant le processus de Bessel Rt = ]Bt-y|, et remarquons que 1'on

a, d'aprés la formule d'Itd :
t t
(2.e)  g(R) = g(R) + fo ds, 9'(R)) + IO ds h(R.),

avec (Bt) mouvement Brownien réel, nul en 0, et g la fonction nulle en O,

définie par :

(2.F) g'(r) =

siro

r
[ du uh(u)
0

(g est solution de 1'équation : %~(ﬂ%gtl + g"(r)) = h(r)).

Utilisons 1'identité (2.e) pour estimer (2.d). I1 vient, si 1'on note gi(y) le

temps Tocal en a du processus (R ), et y, =1+ sup |B | :
t t s<t S

t
ecmi)?) < ct<e[J0 dslg'(1Bg-y|))?] + E(al[Be=y]) - oIy D]
<ct (€[] * dalg @) ) + ([ F 2 '@y

<ot £ty w) +uy) [ dale'(@)?] (24(y) = sup 22(y))
a

<Ctilepy) + wll, ||j;t da(g (a))?,

On utilise maintenant 1'inégalité de Hardy dans L2 : pour tout A = 0, et toute
fonction f ¢ L2(0,A),

A 2 o h o2

J ds — (J du f(u))" < 4 J du 7 (u)

0 X 0 0
pour obtenir, a2 1'aide de 1'expression de g' en fonction de h (égalité (2.f))
le

Lemme : Il existe vy : R, ~R, telle que, pour toute fonction h continue,

h :R, >R, on ait, pour tout y tel que : |y| <1 :
u
el )2y < yet) ||I tar o W o) |,
1
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(h)

Ainsi, 1'application : h ~» Mt se prolonge par continuité en une application

de LZ([0,1], r dr) dans LZ(Q) (on se restreint ici aux fonctions h a support

dans [0,1]). Si ¢ : 10,o[ >R est de classe Cz, et vérifie :

3/ -
dr r /27¢ |¢"(r)| < =, pour certain a >0, alors h = ¢' appartient
10,1
0+ ]s[
s 42 2 .
a L°([0,11,r° dr). En effet, on a :

1 1 1 - 1
2 vy 3,7 w2 [ dr )
JO dr r (Jr du [¢"(w)])" < (JO du u [o"(u)]) JO ;1:2&—-< .

Finalement, 1'intégrale stochastique obtenue a partir de (2.c) :

u
ds VFE(Bu'Bs))

Jt ds Jt (dB, 5 vF_(B-BJ)) = J; (dB, 3 Jo

0 S

converge bien en probabilité,lorsque e -~ 0, vers 1'intégrale stochastique qui
figure en (2.a) (et Torsque ¢ est & support compact, cette convergence a lieu
dans LZ(Q)).

Etape 3 : I1 s'agit maintenant d'étudier la convergence, lorsque ¢ - 0, du dernier

terme provenant de (2.c), qui est :

1t t o' (e+r)
?.[O ds Js du (——+ ¢"(e + r)}lr=|BU-Bs-y|

1 . ¢I(€+r) "
—~2—LR2 dx alx 3 T‘t) = T + ¢ (€+V’)lr=|x_yl

I A R ORI (T
0

ot olr ;T )

2 .
t) -1 J dea(y + re'® 5 T

2w 0
b ¢' (e+r) -
Posons J(a,b)(E) = [a dr rit——=+ ¢"(e + r)} alr ; Tt)'
La fonction : r-> ofr ; Tt) étant continue sur 10,[, et & support borné, la

convergence de J(1 co)(e), lorsque ¢ > 0, ne pose pas de probleme. En ce qui

concerne J(0,1)(e), on écrit :
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1 '
Io,1(0) = jo dr reE) L)y Gl 5 T - aly 5 T,)

(2.9) ,
+ oz(_Y H Tt) [0 dr {¢'(€+Y‘) + r ¢Il(€+r) }.

_ 1/ -a
A 1'aide de 1'inégalité : [a(r ; Tt) - aly 3 Tt)l < Cw r /2 , valable pour r

suffisamment petit (d'aprés (1.1)), on montre aisément que la premitre intégrale
qui figure en (2.g) converge, lorsque e - 0, vers :

1 !
jo ar reT )y e s T - ey 5 T

intégrale qui est absolument convergente.

D'autre part, aprés intégration par parties, on voit que Ta seconde intégrale con-
verge lorsque e > 0, vers ¢'(1). Finalement, on a obtenu la convergence de

J(0 m)(e), lorsque ¢ - 0, vers la quantité suivante :

J(0,)(04) = JT dr r{fléfl— +¢"(r)} alr Tt)'

1 '
+ JO dr r{i-éfl +¢"(r)} [alr Te) = aly 3 T+ aly s Te) ot (1).

Les mémes arguments permettent de démontrer que qy(t) = "J(O m)(0+), ce qui ter-

mine la démonstration de la formule (2.a).

(2.2) Plutdt que de donner dés maintenant des exemples d'application des
formules (2.a) et (2.b), nous comparons Tes comportements asymptotiques de @y(t) et

¢6(t), lorsque y et s tendent vers 0. On a le :

Théoréme 2 : Soit t > 0, et ¢ : 10,»[ >R, fonction de classe 02, telle que :

3, ~a
a) il existe a >0 tel que [ dr r /2 [¢"(r)| < =
J
0+ 2
. , « 2 —r//2€
b) il existe € >0 tel que : dr r ¢" (r)e <w

Alors :

Lim {® (t) + t ¢(|y|)} = 1im {(0°(t) + ¢ ELo(|B])13,
lyl-o ¥ 550
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les deux limites étant des limites en probabilité (1).

Démonstration : D'aprés le lemme dégagé dans 1'étape 2, chacune des intégrales
stochastiques qui figurent dans les formules (2.a) et (2.b) converge en probabilité
lorsque |y| » 0, et & » 0, vers la méme limite. On a donc, d'aprés ces 2 formules:

t-s
lim (o, (t) + t 6(ly])) = Tim (0(t) + j ds o(|B, B |))
550 0

S+6
Remarquons maintenant que, a 1'aide de b), on a :
(2.h) 5 E[62([B,[)] —p> O

: §!/1ss0"

2 N 2, .72 .
En effet, 6 E[¢"(|B.|)] = dr r ¢°(r)e 50> 0» par convergence dominée.
$ 0 §

A 1'aide de (2.h) principalement, on montre maintenant :

2
) -t ELe([B )] 5557 O

s+6 s| »O

t-s
(2.4) Jo ds ¢(|B

ce qui terminera la démonstration du théoreme 2.

t-8
D'aprés (2.h), on peut remplacer, en (2.i), J ds ¢(IBS+6 - BSI) par
0

). Posons maintenant $g = E[¢(|BGI)], et %6(r) = ¢o(r) - 36'

t
Jo ds ¢([B, -B,|

Ona :
t — 2
ELf 05 (018, 48,1) - 3%
t t N
=2 Jo ds JS s' E[8,(1B, B 1) §,(1B, Bil)]
(*) t SA(S+6)v N
=2 Jo ds JS ds' E[¢,([By,,-BI) ¢ (|BS +5 B D1

t S+§
<z ] dsj ds* ELP([B1)T = 2ts E[67(1B,])1,
0 s

(1) dans la suite, sauf précision contraire, toutes les limites de v.a sont des
Timites en probabilité.
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et, d'aprés (2.h), cette derniére expression tend vers 0, lorsque & - O.
(Soulignons que 1'identité () provient de ce que les accroissements du mouvement

Brownien sont indépendants).

(2.3) Nous donnons maintenant quelques exemples d'applications particuliérement
intéressantes des théoremes 1 et 2.

@ #(r)=Tog r . On a alors a_¢(r) = 0, pour tout e >0, et Ta formule (1.a)
devient :

t
[ " ¢stiogiB 8-yl - Togly])
0

(2.3)

t u Bu-BS-y
-y s [ e ) ety 5 Ty,
0 0 [B, Byl
De plus, d'aprés le théoreme 2,y(Tt) = l]}m [na(y ; Tt) -t log T%T] existe, en
y|-0
probabilité, et 1'on a :

(2.k) [t ds ToglB,-B_| = [  (dB. ; [u s sy, )

) 0 RO I Y 8 -g |2 | t°
Remarquons que la formule (2.j) permet également de donner une interprétation de
aly ; Tt) comme limite de temps locaux. Pour cela, notons X:(Z) le temps Tocal
au niveau a de la martingale Tocale 1ongt-zl. On a alors la
Proposition : Les identitéssuivantes sont satisfaites :
N

t o _
ds{kt (Bs+y) - AS

1) na(y;T)'—‘limlJ
0

(B +y)}
t Jeseo 2 8 4

t-§
P T | -N -N
2) wa(o ; Tt) = lim 3 J ds{At (BS) - AS+6(BS)}.
N~ 0
Démonstration : Pour montrer 1), par exemple, on utilise la formule de Tanaka :
t B -B_-y
- - + _ + - . u S -
((log|B,-B.-y[) + N)* - (Togly| + N) [S (8, s =T g sy

u s

+ 3 05" By - 2N Bg)).

On intégre ensuite les deux membres par rapport & (ds) sur (0,t), puis on fait
tendre N vers + o,
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(:) ¢(r)=(1og r)2. On a alors : %—A€¢(r) = Nrse )b/ o» et, d'aprés les

théoremes 1 et 2,

t t 1 lBu'Bs'yl>€ 1
¢y(t 11m I ds J du — % - 2n(log =) aly ; Tt)
0 s |B,-Bs-vl €
existe, ainsi que :  lim {m (t) + t 1og|y|) }.

y->0

(:) ¢(r)=r_8. Lorsque 0 <B < %3 ¢ satisfait les hypothéses du théoreme 1.
On a alors :

(t) o [ : e )]
o (t) = lim [J ds du —E——— - —Zaly 5 T
y -0 o s 2|Bu-BS-y|B+2 ef t

et IJ}TO (@ (t) + 3(|yls) existe.

3. Etude en dimension n > 3 :

(3.1) Le cas des dimensions n > &4 pose beaucoup moins de problemes que celui

des dimensions n=2, ou 3, car la trajectoire Brownienne n'admet p.s. pas de points
doubles (en fait, on utilise aussi la propriété : pour y = 0, i1 n'existe pas
de réels s,u> 0 tels que Bu-BS=y).

Soit donc ¢ : 10,o[ >R, fonction de classe C2. On obtient alors sans
difficulté les variantes suivantes des identités (1.a) et (1.b) :

t
JO ds (o(|B,-B.-y[) - ¢(Iy])}

(3.a)

t u B -B_-y
- . u s 1 R - z 0
[ tes, s [0 ek (18, B,v[) + o (t), (v =0)

t t '
ot o, (t) = I ds J du %_{SE:J%Q_LEl + ¢“(r)}|r=lB -B_-y| ainsi que :
u s
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[t-é

B.[)}

ds{o(|By-Bg|) - o(|B, -

(3.b)

t u-¢8 B -B
- [ty [ e S s ) seie), (6> 0)
8 0 18,78, |

t-8 t _ '

o o'(t) - ( @ J auy detleln) " (r)3 o1 |-
0 S+§ u-s

Remarquons ensuite que le lemme qui figure dans 1'étape 2 ci-dessus est encore

valable, sous la méme forme, et ceci méme en dimension n = 3.

La démonstration est seulement modifiée par le fait que g' est maintenant solu-

tion de :

7} {(Lr” g'(r) + g"(r)}r = h(r),

et 1'on prend :
r
g'(r) =T§ff du " h(u),
r 0

puis on utilise ensuite 1'inégalité de Hardy dans L2, sous une forme légerement
différente, pour obtenir 1'inégalité voulue.
Le lemme étant donc toujours valable, on a la variante suivante du théoreme 2.

Théoréme 2': (n > 4) : Soit t > 0, et ¢ : 10,=[ >R, fonction de classe C°

telle que
a’) J dr v (47 (r))% < =, ot
o+ —_
00 -Y'2 /
b') il existe e >0 tel que J dr 71 ¢2(r)e Ze <
Alors : lom {® (t) +t ¢(|y|)} = 1im @°(t) + t E[¢(|Bdl)]},les deux limites
Les deux limites

lyl-0 ¥ Y
ayant lieu en probabilité.

(3.2) Le cas de la dimension n = 3 est beaucoup plus semblable a celui de 1a

dimension n = 2. Cependant, on peut, pour n = 3, aller “"plus Toin" qu'en dimen-
sion 2, en établissant la validité des identités (3.a) et (3.b) pour une classe
de fonctions ¢ telles que la singularité permise & ¢' au voisinage de r = 0
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soit de 1'ordre de 1/ 2 (en dimension 2, la singularité permise & ¢' au voisi-
r

nage de r =0 est, grosso modo, de 1'ordre de 1/r)' De facon précise, on a le

Théoréme 3 : Soit ¢ : 10,o[ »IR fonction de classe C’Z, telle que :

e) Soit : (e.1) J dr 1 ¢'(r)2<°°, soit : (e.2) |¢'(r)| <C—2,
o+ r

dans un voisinage de O.

s, -
d) il existe o >0 tel que J dr /2 oL|¢”(1ﬂ)|<co.
o+

Alors, les formules (2.a) et (2.b) sont satisfaites avec :

t t
= 74 1 B - 2 .
@y(t) = ng JO ds IS du 5 Aed:(lBu Bs y|) + 2ne"¢'(e) aly ; Tt)

(L) (2) | ynip)y,

bt :1(r>e) r

§ -8 t 7 2 s
@(t)slimj dsj duEAcb(lB -B_|) + 2ne”¢’ (a) al0 ; )
0 Jo §+6 e uws

En outre, sous les hypothéses (c.1) et (d), on a :

im (@ (t) + o(|yl)} = tim (0°t) + ¢ E 4(|B,|)),
lyloo ¥ 620

les deux limites ayant lieu en probabilité.

Démonstration : On utilise la méme méthode qu'en dimension 2. Examinons comment
les détails des arguments des 3 étapes sont modifiés :

- 1'étape 1 ne nécessite pas de modification.
- pour 1'étape 2, lavalidité du lemme, remarquée plus haut, permet de passer
a la limite, dans 1'intégrale stochastique, lorsque e - 0, sous 1'hypothése (c.1).
Sous 1'hypothese (c.2), on utilise un argument de convergence dominée, aprés avoir
remarqué que, quitte & supposer : |¢'(r)] <£2 sur tout R (ce qui est possible
r

par localisation), le crochet de la martingale locale

t u BBy
J (dB,, 3 [ as —————¢'(e+ |B-B.-y|))
0 ‘0 [B,Bg-yl
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t u
est majoré par : J du (J ds ———EL—————Z)Z, expression dont 1'espérance est
0

0 IBU-BS-yI
elle-méme majorée par :
t
t 2 E[(J 45 7] <
0 |Bg-yl

(en fait, on montre aisément 3 1'aide de la formule :

t dg t -
Tog|By-y| - Togly| = J Ly I w2,
0 [B,-yl 0 [B,-yl
t ds N
que, pour y = 0, T————TE posséde des moments de tous ordres).
0 |B.-y
s

- pour 1'étape 3, on passe, comme en dimension 2, en coordonnées polaires,
d'ol 1'apparition de la mesure (sur R+) anr? dr.

Enfin, une intégration par parties fournit le terme de correction 2nez¢'(e) aly ;Tt)

dans 1'expression de ¢y(t).

(3.3) De méme que pour la dimension 2, nous développons maintenant quelques
exemples particuliérement importants.

(D 4(r)=log r. En toute dimension n > 3, on a:

@(t)EthdSJtdu—*————vz‘I oll \)=n_2
y 0 s [B,-Bs-y| z
.et, d'aprés le théoréme 2',
(3.c)  lim {@(t) - t log +  existe.

lyl0 Y vl

Des résultats voisins ont été obtenus par Kusuoka en dimension 4 (voir [1]).
Soulignons ici que 1'existence de la Timite (3.c) est remarquable. En effet, on a,

d'aprés la formule d'Itd :

t B -B_-y t
(3.d) log|B,-B.-y| - Tog|y| = J (dB . 3 -—Ji——i———z) + v J -——EEL———zu
tos s u |BU‘B$'YI s ]BU—BS-yl
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En divisant les 2 membres par log 757 , on obtient sans difficulté la convergence

en probabilité de — — . lefB — vers 1, Torsque |y| - 0. Mais, i1
log T u s
n'est pas vrai que v Jt ——QE—————?-— log ! converge.
s |B,-B -y Tyl ’

En fait, on a, grace a (3.d) :

t
(3.6) 1 (\) J dU - 109 _1_) (d) N v—l/Z.N,

B -y|Z y
/—r]ogm s |B,-B -yl YT Jyl-0

o N est une variable gaussienne, centrée, réduite.

Ce résultat est a comparer avec (3.c), ol la normalisation en ——J——~—1—- a disparu.

Tog TyT

On peut expliquer partiellement cette disparition par la remarque suivante :

pour t >0 fixé, et s <t, notons Xs(y) le membre de gauche de (3.e).

En utilisant la propriété d'indépendance des accroissements du mouvement Brownien,
i1 n'est pas difficile de renforcer (3.e) en :

(3.e')  (x(y), X () —4 SN

ly[-0
ot s=s', et Net N sont deux variables gaussiennes, centrées, réduites, indé-
dantes.
On en déduit aisément que :
L (o (t) - t log 1 ) = [t ds X_(y)
y W =g 7 s

Y log T$T

converge dans L2 vers 0, résultat qui est bien évidemmenten accord avec (3.c).

(:) ¢(r)=(log r)2 - % (log r). En toute dimension n > 3, on a alors :

t t 1og|B, -B_-y|
o (t)=2v [ ds [ du—U ST
y lo s [B,-Byl

1.2 1 1 o
t t{(log — - e en probabilité, lorsque y-0.
et ¢y( ) + t{(log |y|) + < log TyT} converge en pr q
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@ o(r)=r.

- Lorsque 0 <B8< %3 on a, en toute dimension n » 3 :

t t
2-n) 1
o (t) = ﬁLﬁ%————-J ds J du ————rs
y 0 s IBU-BS-y|B+

et Tim (o (t) + 3/| IB) existe.
lyl0 Y y

- Lorsque %—< B<1,et n=3, les conditions (c.2) et d) du théoreme 3

sont satisfaites, et on a :

a,(t) = Tin [8(=1) Jt ds Jt i — o+ 2y 5 T
R >0 0 s [Bu-Bs-y|B+ B t

Notons en particulier que, dans le cas 8 = 1, la formule (3.a) devient :

t
J ds {—— -1,
0 [By-B,~yl vl
(3.f)
F gy s [Mos 20ty a1y
=- | (B ; J ds 2naly 5 T.),
Jo 0 [B,-B -y t

ce qui compléte la formule obtenue par J. Rosen en [ 6], ol 1'intégrand de (dBu)
n'était pas tout a fait explicité.

De méme que pour la dimension 2, on déduit aisément de 1a formule (3.f) une appro-
ximation de oy ; Tt) a 1'aide des temps locaux de (———l~——, t >0).

|B,-z]

t

Proposition : Pour tout z€JR3 ~ {0}, et tout a€1R+, notons Ai(z) le temps

local au niveau a de la martingale locale On_a alors, pour tout & > 0,

|B,~z]
g‘[_} t>0 :

1 (Y W v
1) 2naly ; Tt) = 1lim EJ dS{At(BS+y) - XS(BS+y)}

t
N | bij .
2) 2ma(0 ; 1)) = lim 5 J ds{hy(By) = X, (BJ)Y.
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On utilise, pour la démonstration de cette propostion, la formule de Tanaka qui

permet de développer {(——1——————-- N)7, t > s}, ce qui fournit la décomposition
lBt'Bs'.Y|
canonique de la semi-martingale :
t 1 - -
J ds {(————— = N)" = (— - N)}
0 |Bt'BS'YI ly|

puis on fait tendre N vers + «,

(3.4) Indiquons enfin que 1'étude asymptotique de : 2ma(y ; Tt) - %;T,

lorsque |y| - 0, est menée en [12], & 1'aide de (3.f). On utilise d'ailleurs dans
la démonstration des arguments analogues a (3.e').
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