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COMPARAISON ENTRE TEMPS D'ATTEINTE ET TEMPS DE
SEJOUR DE CERTAINES DIFFUSIONS REELLES.

par Ph. BIANE

1. Introduction :

Soient X un processus de Bessel de dimension n issu de 0, et Z un processus
de Bessel de dimension n+2, également issu de 0, c'est-a-dire que X et Z sont
des diffusions de générateurs infinitésimaux respectifs

1d2  n-1d 2

+ 1d N n+1 d
2 a;? 2x dx? ?‘E;?' 2x dx°

n étant un réel > 1. Ciesielski et Taylor [1] ainsi que Getoor et Sharpe [3] ont
remarqué que les deux variables

Sy = fO 1{Zs<y} ds et Ty = inf{t / Xt >y}

ont méme loi, pour tout réel positif y.

Nous allons voir que des résultats de ce type subsistent pour des couples de diffu-
sions plus généraux.

2. Cas général :

Dans la suite, Z désigne une diffusion régulieére sur un intervalle (A,B)
de R, de mesure de rapidité m, et d'échelle s, deux fois dérivable. On fait sur
Z les hypothéses suivantes :

i) s(A) = -=,

ii) s(B) <« (on prendra, a partir de maintenant, s(B) =0).
jii) 2 est tuée en B si B < +=,

iv) m(dx) = m'(x)dx ou m' est positive, dérivable sur (A,B).

v) s(x) m'(x) —0 si A> -~
s->A

J sz(x) m'(x)dx = » si A= -o,
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Alors, si ¢ est le temps de vie de Ta diffusion, Z£

t B B (voir [2], [4]). Le
générateur infinitésimal de 2 est T = %’%ﬁ %E' Soient Yos y€ [A,B] vérifiant
~o<Y <Yy<+o, Nous allons calculer la loi de S, = 1 ds sous P loi

0 Yy lo {ZS<.Y} 'YO

de Z issuede Yo Soit A > 0 ; appelons F)\ la solution positive croissante

sur (A,B) de (F-A)FA = 0, telle que F)\(A) =1.

Si f)\(x) = Fl(x), pour x <y
F.(y)
_ A S(y)  p .
= s(x) O + F)‘(y) - S_'t l-)\(y) pour y < X,

alors f, est solution croissante de rf, = “(A,B) . fx’

t
1
0 {Zs<y}

D'aprés la formule d'Ité6 f (Zt) exp{- AJ ds} est une martingale bornée

A
On a donc la formule de Feynman - Kac :
z f.(y) F (y.)
E |exp - a I 1 ds] = 2> = A0
yo[ 0 (E<n} ] f.(B)

_sly)
F)\(Y) ?r(s;)- F)\(.Y)
Remarquons que le dénominateur de cette expression, en tant que fonction de vy,
F
vaenis . 2d oAy d N R
s'écrit @ s E( S—) =W (v F)‘), ou v=- Soit T 1'opérateur différentiel

défini par Tf = % F(sf) , opérant sur les f telles que sf est dans le domaine

de T.
o - 11 d 24 . _ 2
On a immédiatement T = » (;Z a—m) (s HE)’ soit, en posant v = - < et dn = s dm :

- _1,d d

r = 7 (aﬁ ‘dv).
Remarque : T est le générateur de la diffusion d'échelle v, de mesure de rapidité
n sur (A,B). D'aprés Sharpe [2], si L, = sup{t / 2 =2} le processus

(ZL -t’t > 0) est une diffusion de générateur T, issu de z.
z

De T =sT(< ) =

T(ve) on tire-:

<|—

1
s

1

"z(%gm(%v(‘"”:% PQ ol P = % etQ=gV(V-)

|
]
<|—

- ] 1 _, 1 -
Posons HA = QF)\. Alors : i QPH)\ =5 Q(POFA) =5 QF)‘ = )\HA.
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Ceci nous ameéne donc & considérer la diffusion X de générateur infinitésimal
%-QP = %-gv»gﬁ- sur (A,B). D'aprés v), ona :

1) si A> -o, Hi(x) = 2xm' (x) s'(x) FA(x) oF 0. Donc, si on impose a3 X d'étre
réfléchi en A, si Xy <Y,» X atteint presque sirement tout point de (yO,B), et
donc :
H, (X5) ey
Elexp -A Ty/Xo] = W (Ty = inf{t / X, > y}).
2) si A = -», 1'échelle de la diffusion X vaut -« en A, donc X atteint pres-
que sdrement tout point de (yo,B) si Xy < Yo On a donc :
HA(XO)
E[exp - A Ty/XO] = W.
Pour retrouver la transformée de Laplace de Sy, il faut donner & X wune loiinitia-

le u convenable, de sorte que EU[HA(XO)] = Fx(yo)' Si on prend pour

u(dx) = A « v, (-S(yo))dv(x)
E[H, (X )1 = (y° H (x) (-s(y_))dv(x)= Yo (-sly N & (vF )(x) dv(x)
ATt T T X7 Amslygliavixg= A Yo!/ @ A
= F,(y,).
Remarque : Si ZO =Y, > A, 1a Toi y est exactement la loi de I = inf {ZS}.

O<s<z
Si Zo = A > -, i1 suffit de prendre XO = A. On a finalement le

Théoréme : Soit % une diffusion réguliére sur (A,B) vérifiant les propriétés

i)...v) et admettant pour générateur infinitésimal é%m- Z‘s Soit X la diffusion
;s 1d d 1 2 PP .
sur (A,B) de générateur ST T (v = - > dn = 8" dm) réfléchicen A 8T A > -,

et |n(4)| < =

Alors, pour tout y€ (A,B), tout yOF,(A,y), st Py est la loi de 3 <ssuede Yys

o
, . . . -
et Pu(yo)’ la 1ot de X, de loi initiale u(yo) avec utyo)(dx')— J(A O)S(yo)dv(x),
z
alors JO J{qu/}ds a méme loi sous Pyo que Ty = inf{t / Xt>y} sous P{l(yo).
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3) Quelques exemples :

a) Si Z est un processus de Bessel de dimension n + 2 » 3, issude 0, on
retrouve le résultat de 1'introduction (ona A =0, B = +=). Si Z,= Y, > 0, on

peut obtenir le résultat du théoréme d'une autre facon : soient g,y des proces-
sus de Bessel indépendants de dimensions respectives n et 2, issus de 0 ; alors

alors § =V ez + YZ est un processus de Bessel de dimension n + 2 issu de O.
n-1
. s . X
Soit 1, = inf{t / 8y > yo}. La Toi de B, est n — dx 1

c'est
Yo Yo Yo

{0<x<y&

aussi la loi de I = inf{s,, t > .
oi de Y in {at ryo}

D'aprés le résultat connu lorsque Zs = 0, et 1'indépendance des temps Ty et
)

JT 1{65-<y}ds d'une part, et Tyo et Ty - TyO (Ty = inf{t / g, > y}) on
Yo
retrouve le résultat.

b) Si Z est un mouvement Brownien avec drift u>0, alors A = -», B = 4o,

S(x) = e-Z“X, m(dx) = ;u 2uX 4y, On trouve que X est un mouvement Brownien avec
drift u. Si ZO =0, le

de paramétre 2u.

minimum de Z, I est tel que -I a une loi exponentielle

Dans ce cas particulier, 1'égalité en loi du théoréme a une interprétation en termes
de la trajectoire du mouvement Brownien avec drift u : soit Zt = Bt + ut  un

mouvement Brownien avec drift u. Ecrivons la formule de Tanaka ; L° étant le temps
local de Zen O :

t t
+ 1,0
£, = J 1 dB_ + uJ 1 ds + 5 L,.
t 0 {ZS>0} S 0 {ZS>0} 72t
u
Soit Ty = inf{u : JO 1{Zs>_0}ds >tl;ona:
2t 10 . —
T4 2 Tt Yg T M

ol vy est un mouvement Brownien
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est un mouvement Brownien avec drift u, et une comparaison de sa trajectoire avec

celle de Z montre que :
o
JO 1{ZS>.0}ds (ot o = sup{t / Zt = 0}

est 1'instant ol sa trajectoire passe par son minimum.

D'aprés le théoréme de Williams sur la décomposition de la trajectoire d'une diffu-
sion en son minimum, (voir [4]1) 1'instant ol un mouvement Brownien avec drift .y,
Z, atteint son minimum a méme loi que le premier instant ol i1 atteint une variable
indépendante de loi exponentielle de paramétre 2u. En retranchant cette variable
exponentielle de Zo, on obtient le résultat de Ta proposition, en remarquant que

(o oo
1 ds et J 1 ds
ont méme loi si Z est un mouvement Brownien avec drift , issu de O.

c) Prenons pour # un mouvement Brownien réel tué en 0, issu de Yo > 0
(ici, on A =+« > B =0, il faut renverser 1'ordre dans 1'intervdlle (A,B)).

Le processus X obtenu dans le théoreme est un processus de Bessel dimension -1.
Si on prend y = 0, on obtient le résultat suivant : soit Z un mouvement Brownien
issu de Yo > 0, X un processus de Bessel de dimension -1, de loi initiale

Yo §§>1{X>'yo} ; alors, les temps d'atteinte de 0 par X et Z ont méme loi.

4) Remarque : On peut généraliser les résultats ci-dessus a des lois de variables

g est une fonction > 0, de classe

4
de type JO g(ZS) 1{Zo<y}ds ou £ =y,

C1 sur (A,B).

Le méme calcul qu'au §2 nous donne alors le résultat suivant : si X est la dif-
fusion sur (A,B) de générateur infinitésimal %-(gQ) (é P), et si g est telle
que, partant de z € (A,B) X passe presque sirement par tous les points de

4 T
z_,B), alors, J Z )N y " .. )
(z, 0 9(2) ) et JO 9(X;)ds ont méme Toi si Z =y et X,

a pour loi la 1oi du minimum de Z.
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1 ds

Dans le cas particulier o g = — 4=, on a : %—(90)( d_d
s

1 1 .
y-P) ok X et Z ont
donc méme générateur. En fait, ce résultat s'obtient a partir du §3; b), en remar-

quant que d'aprés la formule d'Itd :
t t
Log|s(Z,)| = J /q(2)dg_ + [ g(Z;)ds + Log|s(y,)|
0 Jo °
(8 = mouvement Brownien) donc, Logls(Zt)| changé de temps par 1'inverse de la

fonctionnelle additive J g(ZS)ds est un mouvement Brownien avec drift, et le
0

résultat découle du §3, b), par changement de temps.
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