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COMPENSATION MULTIPLICATIVE ET << PRODUITS DE WICK >>

par J., Ruiz de Chavez

1. Dans son article [1], D. Surgailis propose ( 3 la suite de travaux de
physique théorique ) une définition générale de << produit de Wick >>

: X1X2"'Xh ¢ de variables aléatoires Xi , @éfinies sur un méme espace
probabilisé (Q,F,P) , et possédant suffisamment de moments — pour simpli-
fier la discussion, nous les supposerons ici borndes.

L'idée générale d'un tel << produit >> est celle d'un calcul qui
néglige les moyennes : 1l'application (X1,...,Xn)h-e> : X1"’Xn : est
n-linéaire symétrique , & valeurs dans l'espace des v.a. de moyenne nulle.
D'autre part, le résultat ne dépend que des v.a. Xi—E[Xi], ce qui revient
& dire que :X1...Xn: = 0 dés gue 1l'une des Xi est constante . A noter
que l'on n'exige aucune associativité : il n'y a pas de relation imposée
entre le produit de Wick dtordre 3 X1X2X3 et le produit de Wick d'or-
dre 2 :(X1X2)X3: , Par exemple.

Puisque l'application est par définition n-linéaire symétrique, elle se
raméne par polarisation au calcul des << puissances de Wick >> $ X2 , et
la définition proposée par Surgailis est la suivante

(1) ™ =z AE X2, X8, = éEn eAX l
Ele :{] n ni oA E[e: 7' A=0
qui donne par polarisation la formule
n A X +..A X
. 9 e
(1) e Xyt = SN SR =0 oA, =0
1 nE[

mais nous ne nous occuperons pas de (1'). Nous ne nous occuperons pas non
plus d'examiner si (1) est 1l'unique définition acceptable des puissances de
Wick. Nous résumerons d'aprés Surgailis quelques unes des propriétés des
produits ainsi définis, et 1l'objet principal de cette note consistera 3
étendre cette notion & un espace probabilisé filtré .
s i
- Désignons par m; le i-iéme moment de X ( my=1, mi=E[X 7). Alors la
formule (1) prend la forme
K n .Xj.

T, X*=(=z 1,ml ) ( 2 XY )

d'od 1l'on tire sans peine que :XJ: est un polynﬁme Pj(X)’ de terme

dominant Xj , et dont les coefficients dépendent de m1,...,mj . Par
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exemple
P1 (X) = .X.—II\1
(2) P,(X) = X°~2n P, (X)-m, = X2—2m1 )
3 3 2 2.
P3(X) X —3m1P2—3m2P1—m3 =X -3m1X +3(§m1 mz)X
-6m1+6m2m1-m3

X+ ( 2m$—m

( si m=0: X, X2—m2 , X3—3m2X—m3 ) . Le calcul peut étre allégé par
la remarque de Surgailis que Pﬂ = nPn_1 pour tout n , ce qui raméne le
calcul de Pn & celui de son terme constant, déterminé par la relation
E[Pn(X)]zO .

Les physiciens théoriciens sont amenés & faire des calculs de produits
de Wick de v.a. gaussiennes, pour lesquels ils ont développé un procédé
combinatoire. L'un des objets principaux du travail de Surgailis consiste
4 étendre ce procédé aux produits de Wick d'un nombre quelconque de v.a.,
mais nous ne reprodulrons pas ici cette méthode de calcul.

2. Notre point de départ sera le suivant : munissons (Q,E,P) de la filtra-
tion discréte triviale pour laquelle EO est la tribu dégénérée, et
£1=£ . Alors si X est une v.a. bornée - que nous supposons pour simpli-
fier d'espérance nulle - le processus $=(0,X) est une martingale, dont
le processus (1, eX/E[eX] ) est en quelque sorte une << martingale expo-
nentielle >> ; notons la €(§) pour la distinguer de l'exponentielle de
Doléans, qui est ici simplement €(§)=(1,1+X). Les puissances de Wick
sont alors définies par le développement de &(AX) en puissances de A .,
On voit tout de suite que 1l'exponentielle de Doléans ne donne aucun résultat
intéressant.
Nous nous proposons d'étendre 1'<<exponentielle & >> en temps continu.
A cet effet, nous remarquons que le processus (1,eX) est une sousmartin-
gale positive, le processus (1,E[eX]) un processus croissant prévisible,
et que le quotient du premier processus par le second est une martingale.

Autrement dit, si maintenant (O’E'(Et)’P) est un espace probabilisgé fil-
tré , si (Mt) est une martingale locale nulle en O ( 3 sauts bornés pour
fixer les idées ), on est amené 3 décomposer la sousmartingale locale

My

e en un produit d'un processus croissant prévisible At par une martin-

gale locale positive N, ( A=Ny=1) , et & poser e(M)=N ; les << puis-
sances de Wick >> :M': gseront alors les martingales locales définies par
Y|

(3) 8(7\M) = Zn m :Mn

Si 1l'on remplagait ici e par l'exponentielle de Doléans & y On trouve-
rait ainsi des intégrales stochastiques itérées de M ( 8ém. X p, 318), I1
se trouve que, lorsque la martingale (Mt) est quasi-continue & gauche,
1'exponentielle & coincide avec 1a seconde exponentielle de la théorie
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des martingales, étudide par de nombreux auteurs ( Kunita-Watanabe, Jacod,
Yor.., on consultera spécialement 1l'article de ce dernier auteur dans Sém.
Prob, X ). Mais il nous semble que le cas général - nécessaire pour inclure
la filtration triviale considérée plus haut - n'a jamais été traité expli-
citement dans la littérature probabiliste.

3, Notre outil principal sera la décomposition multiplicative des sous-
martingales positives, donnée par Yoeurp et Meyer dans le Sém, Prob,
X, p. 501-505, Nous allons commencer par rappeler leur résultat, et par
1'exprimer autrement.
Nous désignons par (Q,F,P) un espace probabilisé complet, avec une
filtration (gt) qui satisfait aux conditions habituelles. Nous considérons
une sousmartingale positive U , telle que UO:1, localement bornée infé-

rieurement. Nous désignons par
(4) U=y +V+H

sa décomposition canonique : V est une martingale locale, H wun proces-
sus croissant prévisible, nul en O ., Nous posons

(5) N, = 5 ] i%s ( U est la projection prévisible de U )
0,% s

qui est une martingale locale, et
(6) B, =/ %
10,t1 Us
qui est un processus croissant prévisible nul en O . Nous poserons aussi

- BC -1
7 e(B),= 1/e(-B), = t 1-AB )
(7) (8)= 1/e(-B), = ot TT (1-03

ol (Bg) est la partie continue du processus croissant (Bt) . Alors
e¢(B) est un processus croissant prévisible égal 3 1 en O, et la décom-
position multiplicative de U est

(8) U = e(N)e(B)

( Sém. Prob. X, p. 502, formule (8)).
Nous allons modifier un peu cette expression. Fn un temps d'arrét

prévisible T , nous avons Uy
Up = BlUp|Ep 1, &Hp = E(Up|Bp_J-Up_ » 8Bp = 1 = ETO_TF, ]

Soit P 1la réunion d'une suite de graphes prévisibles disjoints Tn ,
contenant tous les sauts prévisibles de U . On a pour la partie martingale
de la décomposition multiplicative - celle qui nous intéresse - 1'expres-

sion
-B% T /.
(9) e(N), = Ue u,_/U
t t st s s
SER
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4, Nous considérons une martingale X nulle en O , et supposons par exem-
ple que X est 3 sauts bornés, de sorte que U=eX est une sousmartin-
gale locale, & laquelle s'applique la théorie précédente. Nous avons d'aprds

la formule d'Ito :

t Xg- 10 Xg—. ve e
Ug =1+ é e °Tax_ + 3 [ e"%7a<xC%,x >, + I

Xs—
! <t e e(AXs)
en posant e(x):ex—1—x . I1 nous faut écrire la décomposition canonique
de U : la premidre intégrale stochastique est une martingale, la seconde
intégrale est un processus croissant continu, mais la dernidre somme
est un processus croissant non prévisible en général., Plus précisément,
si nous posons

= _ 1 vc yc
(10) I, = ngt e(AXs) C, = X ,X >g

et désignons par I 1le compensateur prévisible de O , nous avons

st x 4/ /° X4 /v a(es
U = 1+ ! U, X + / Ug_d(C4E) = 1+O U, a(X+T) + /0. (C+Z)

1 + Vt + Ht

C ~
ot I est la martingale locale ZI-~I s, et ceci est la décomposition cano-
nique (4). I1 faut calculer % ; or Et est la somme de deux termes :
le premier vaut

e(AXT ( somme sur des temps prévisibles Tn )

£} =% )
t T <t n

et le second vaut

n _ . .
Et = angt e(AXRn) ( Eomme sur des temps totalement inaccessibles

Pour le second terme, la compensation est donnée par la théorie de la me-
sure de Lévy ( Sém. X, p. )

©
(11) £l = [ (e*~1-x)v_ (w,dx)
t 0 t
Pour le premier, nous avons
- aXp,
| B
I =5 StE[e =1=8Xy |Eqp _]
n= n " "n

dont nous n'avons pas besoin de connaltre 1la valeur exacte pour appliquer

(9) : il nous suffit de noter que ce processus croissant est purement dis-
continu : nous pouvons alors identifier HC

% %
c ~ .
Hy é U _d(ceEm) = é T (C4Em)

I

(12) BC

t

t ~
C /15 _
é aHG/U = C 41

D'autre part, en un temps prévisible Tn nous avons
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. Xp Xp _ 8Xp,
Up /Up _ = Ble "B|E; _1/e 0™ = E[e |Ep _]
n n n
d'ol finalement 1'exponentielle e(X) que nous cherchons

@
explX, - %<x°,xc>t-£'(ex-1-x)vt(dx)] (1)

(13) e(X),= e
TT Ble ™My ]

Tnét n

Si la martingale X est quasi-continue 3 gauche, cette formule se réduit
au numérateur, et l'on retrouve la seconde exponentielle classique. Si

X est une v.a. d'intégrale nulle, et la filtration est discréte 3 la fagon
du §2 , on retrouve simplement eX/E[eX], notre point de départ.

5. Si X est une martingale locale nulle en O et satisfaisant a des con-
ditions d'intégrabilité locales convenables ( & sauts bornés, par ex.),
nous définissons formellement les puissances de Wick X7, par la formule

7\n 3 n.
(14) 8(}\X) = En-ﬁ-': X

Par définition, le calcul de Wick est un calcul qui ignore les moyennes.
Donc, si X est une semi-martingale spéciale quelconque, de décomposition
canonique X:Xb+M+A , nous conviendrons que

(15) X% = :M®: pour tout n .

Le calcul des puissances de Wick semble trés compliqué. Cependant, soit
(Xt) un processus & accroissement indépendants, non nécessairement homo-

géne dans le temps, nul en O , de moyenne nulle et satisfaisant & des con-
ditions d'intégrabilité convenables. Alors aussi bien le crochet <x°,x%
que la mesure de Lévy Vv sont déterministes, et de plus le dénominateur
de (13) est 1 s'il n'y a pas de discontinuités fixes, ce que nous sup-
poserons. Alors e(X)t est de la forme exp(Xt-ct), ot c, est une constan-
te. Comme ¢£(X) est une martingale locale égale & 1 & l'origine, toujours
en supposant une intégrabilité suffisante, on a E[e(X)]=1, donc
X X
e(X), = e "/Ble ']
I1 en résulte que, dans ce cas, les produits de Wick :Xn:t se réduisent
aux produits de Wick élémentaires :(Xt)n: , calculds comme variables aléa=
toires, sans faire intervenir de filtration.
Un cas particulier intéressant est celui ol Xt = Nt—ct , Nt étant un
processus de Poisson de paramétre c¢ . Dans ce cas

AXT AXT
1. On peut écrire au dénominateur Ele IET_] =1 + Ele —1-AXT|£T_] , ce
qui montre la convergence du produit.
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A X, +ct
s(ND), = eAXt/ oCt(e"=1-2) e(ux), = (14p) £+C o-het

et les deux exponentielles coincident si 1+p=ex s mais les puissances de
Wick ne coincident pas avec les intégrales itérdes d'Ito, qui correspondent

au développement de 1l'exponentielle suivant les puissances de U, et non
de A .

Par exemple, on a E[X%]:O, E[Xi]:E[Xi]:ct , donc en appliquant (2)
. 3., - xo_ -
:(X,)7: = ¥-3ctX, ~ct
tandis que le 3e polyndme de Charlier ( Sém. X, p.320) est %(x3—3x2—3xy+
2x+2y), de sorte que la 3e intégrale stochastique itérée da'Ito est

6/// aX, X dX_ X2-3X§-3ctxt+2xt+2ct
s1<32<33§t 1 2

3

$(X,)7: =3(Xo=ct)

Donc le produit de Wick :(Xt)B: n'est pas la projection de X% sur le
troisiéme chaos de Poisson.

CALCULS EXPLICITES. Les premidres << Puissances de Wick >> d'une martin-
gale locale X sont

2. w2 S¢ 2 2
Xl = X%—<X,X>t-£ x%v (dx) - ZTngt E[AXTnIETn_]

3. <3 ¢ 2 2
'Xt' - Xt - 3Xt(<%,X>t+fx vt(dx) + ZTnétE[AXTnIETn_])
_fx3vt(dx) - ET <t E[AX% IET 1.
n= n n
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