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Une remarque sur une certaine classe de semimartingales

Par C. STRICKER

Soit t ~Cl, ~, ~~ t ~, P~ un espace probabi 1 isé filtré vérifiant les conditions habi-

tuel les. Dans [ 2] nous avions étudié I a cl asse des semimartingales continues X

de décomposition canonique M+A satisfaisant à la condition :

(1) d(M, M)s = ms ds, d As = as ds, le processus prévisible (ms) est localement

borné et t0 a2s ds  +~ pour tout t > 0 . 

s

Nous avions montré que cette condition ( 1 ) était équivalente à :

(2) désigne l’ensemble des processus prévisibles él émentaires bornés véri-

fiant 
t 

H2s ds ~ 1 pour tout t> 0, alors {(H. X)t, H E 03B4} est borné dans L° pour
o

tout t t >_ 0.

Notons, toujours d’après [2j, que la condition (2) est aussi équivalente à :

(3) Tout processus prévisibl e H vérifiant t0 HS ds  +oo pour tout t > 0, est

t
X-intégrable, c’est-à-dire  H dX existe pour tout t > 0.

o s s

Comme I a condition (2) est invariante par changement de loi dans une même

classe d’équivalence, il en est de même pour (1). On est tenté d’affaiblir (1) en

considérant des semimartingales non nécessairement continues mais spéciales

vérifiant :

( 1’ )( M, M] est local ement intégrabl e, la projection dual e de ( M, M~, notée (M, M)

est de la forme d (M, M) = m ds, dA 
= 

a ds, le processus prévisible (m )
est localement borné et 

s 

t ds  +oo pour tout t >_ 0. 
S

Montrons que ( 1’) implique (2).

PROPOSITION 1. Si X est une semimartingale spéciale vérifiant (1’), elle véri-

fie aussi (2).

DEMONSTRATION. Soit t > 0 fixé. Par arrêt nous pouvons supposer qu’il existe
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une constante C telle que )m )  C et j a ds  C. Si H est un processus pré-
sos

visib!e vérifiant J ds t, =E[(H~. M,M)~] C
et af C. Donc X vérifie (2).

La réciproque de cette proposition est fausse et voici un contre-exemple qui
montrera en même temps que la classe des semimartingales spéciales vérifiant (1’)
n’est pas invariante par changement de loi dans une même c)asse d’éauivalence.

Soit n =!R , ? la tribu borélienne, S t’application identité sur Q, la filtra-

tion nature) le du processus t), P aloi exponentielle de paramètre t et P 
2

une loi de densité continue f> 0 telle que f(u) =o(u) au voisinage de 0. D’après

Dellacherie [1] on sait que si P est une loi diffuse sur t’espace probabilisable

ci-dessus ’ la projection dual e prévisible du processus croissant 

est définie par F désigne ta fonction de répartition
de P. Par ail leurs, si f est une fonction borélienne telle que f(S) soit P intégra-

ble, la projection duale prévisible de (T t(u)dAu) est (j Soit

= 

u( t f(u) u(1-F2(u)) du. Donc X vérifie (T)sous ta décomposi-

tion canonique de X sous P i 
est :

Xt = (1 s 1 -todu u) + to 
1 u d(u + ÃP2u).

Ainsi X ne vérifie pas (T) sous P . Toutefois X vérifie (T) et donc (2) sous P .
Mais ta condition (2) étant invariante par changement de loi dans une même classe

d’équivalence, X vérifie aussi (2) sous P l’ si bien que (2) n’entraîne pas (f),
même si ta semimartingale X est spéciale.

REMARQUES.

i) Bien entendu, on pourrait modifier a toi P 
1 
dans t’exempte ci-dessus pour

que X ne soit même plus spéciale.

ii) Notons que la densité dP1 dP2 n’est pas bornée. En effet la formule de Girsanov

et tes résultats de [2] montrent que si X est une semimartingale spéciale véri-
fiant U’) sous la toi P, et te vérifie aussi (ï’) sous toute loi Q absolument conti-
nue par rapport à P et ayant une densité 

~ 
bornée.
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PROPOSITION 2. Si X est une semimartingale tell e que = 0 pour tout pro-

cessus prévisible borné H vérifiant !* 
t 

)H ds = 0 alors :
o s

i) 1 es sauts de X sont totalement inaccessibles.

ii) (H~.[X,X]~= 0
iii) lorsque X est une semimartingale spéciale, ta partie à variation finie est ab-

solument continue et = 0, M étant l a partie martingale locale de la dé-

composition canonique de X.

DEMONSTRATION.

i) si T est un temps d’arrêt prévisible et si H = on a J H ds = 0 pour
tout t et H. X = 0394XT 1[T,+~[. Donc =0 et X n’a que des sauts totalement

inaccessibles.

ii) d’après! a formule d’Ito, (H.X)~= (H.X) _ H dX +(H~.CX,X’]) . Ainsi
(H~.[X,X~~= 0 si l ds=0.

iii) cette assertion est établie dans notre article [2~.

REMARQUE. Notons que ’hypothèse de la proposition 2 n’entraîne pas que X est

une semimartingale spécial e. En effet soit t N un processus de Poisson standard,

S le premier instant de saut et (~) la filtration naturelle de N. Alors si H est

un processus prévisible borné, -E[(H.N) ’) = E[S Hu du].~ o
En particulier si H est positif et j" Hu du = 0 , H~ 

= 0. Posons Y = ~ ~~- .
On a H. Y = 0 mais Y n’est pas localement intégrable car si T est un temps d’ar-

rêt, T est constant sur (T S}. Ainsi Y n’a pas de projection duale prévisibl e

et ne peut donc être spéciale.

Ces calcul s montrent aussi, comme nous t’avions annoncé dans [2], que ta martin-

gale purement discontinue t AS vérifie tes hypothèses de la proposi-

tion 2.
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