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DIFFUSIONS HYPERCONTRACTIVES

par D. Bakry et M. Emery

La notion d'hypercontractivité d'un semi-groupe d'opérateurs est née il y a
une quinzaine d'années, dans des articles de théorie quantique des champs (Glimm,
Gross, Nelson, Simon). Nous n'en aborderons que l'aspect probabiliste, qui décrit
le comportement de semi-groupes de noyaux markoviens ; notre outil essentiel sera
1'opérateur " carré du champ itéré " (pour les intimes : le Fa ), déja utilisé
par le premier auteur dans un travail sur les transformations de Riesz (dans ce
volume). Notre résultat principal est une condition suffisante (une forme forte
de positivité de F2 ) pour qu'un semi-groupe soit hypercontractif. Ceci fournit
de nouveaux résultats d'hypercontractivité, mais aussi de nouvelles démonstrations
simplifiant ou améliorant des résultats connus. Soulignons que la condition
suffisante que nous obtenons est trés loin d'étre nécessaire : non seulement nous
ne traitons que de diffusions, laissant ainsi échapper des cas aussi importants
que le processus de Poisson sur 1'espace & deux points, mais nous sommes loin de
retrouver certains cas connus de diffusions hypercontractives, telles que les mou~

vements browniens sur toutes les variétés riemanniennes compactes,

Dans un premier paragraphe, nous expliciterons une hypothése en vigueur
dans toute la suite : 1le processus considéré est une diffusion. La seconde partie
donnera la définition de P2 et son calcul sur quelques exemples. Dans la troisi-
&me, nous ferons connaissance avec 1'hypercontractivité ; dans la dernidre, enfin,

nous établirons le théoréme que nous avons en vue.
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DIFFUSIONS MARKOVIENNES

Tous les processus que nous rencontrerons dans la suite seront des diffusions.
Nous allons d'abord préciser ce que nous entendons par 14 et expliciter 1'équiva-
lence entre cette hypothése et une formule de changement de variable pour le généra-
teur infinitésimal L , ou pour le carré du champ associé
I'(f,e) = ${L(fg) - fLg-glf] .
Cette section est donc consacrée i 1l'énoncé rigoureux et & la démonstration du fait

suivant : Pour qu'un processus de Markov admettant un carré du champ [' soit

continu, il faut et il suffit que I soit une dérivation.

Tout ceci nous a été expliqué par Meyer, et semble faire plus ou moins partie
du folklore de la théorie des processus markoviens et des espaces de Dirichlet. Si

.

la proposition 2 présente quelque nouveauté, la paternité en revient a Meyer.

On suppose données une algdbre é de fonctions sur l'espace d'états E , et
une application linéaire L de é dans ﬁ . Pour que les résultats de ce paragraphe
soient faciles i étendre au cas sous-markovien, nous ne supposerons pas que é
contient les constantes (c'est un peu du luxe : 1'étude de l'hypercontractivité, plus
bas, restera toujours dans le cadre markovien). Nous ne supposons aucune propriété
de densité de A, qui peut 8tre réduite & {0} ; mais bien sir les résultats seront

d'autant plus intéressants et exploitables que A sera plus riche. On appelle

opérateur carré du champ associé &4 L 1l'application bilinéaire symétrique de Ax A

dans A donnée par I'(f,g) = 4[L(fg) -flg-gLf] . On notera le coefficient % (sa
présence varie d'un article i l'autre), qui justifie son nom : si L est le laplacien
dans Bf‘, I(f,g) est le produit scalaire gradf gradg . On remarquera aussi que
tout opérateur bilinéaire symétrique sur é n'est pas nécessairement le carré du
champ associé & un L : des conditions de compatibilité de nature algébrique sont
nécessaires, par exemple la symétrie en f, g et h de I(f,gh) + fT(g,h) .

Nous dirons que [ est une dérivation si l'on a identiquement pour toutes

f, g et h, I(fg,h) = fT(g,h) + &g'(f,h) . Ceci équivaut, de manidre purement

algébrique, i une formule de changement de variable pour L .
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LEMME 1. Les conditions qui suivent sont €quivalentes :

(1a) Pour toute f dans A, T(fa,f) = 2fT(f,f) .

(2a) Pour toute f dans ’ L(f3) = 3fL(f2)—3f2Lf .

i

(1b) Pour toutes fl, eee, £, g dans A et tout polyndme u & n yariables sans

terme constant,
1 1 n i
T(u(f™, ... 1fn)1g) = }]:-: Diu(f y eee ) T(F vg) .

(2v) Pour toutes fl, vee ,f° dans A et tout polyndme u & n yariables sans

terme constant,

L(a(eh, coey£™) = £ Dju(el, oo £ 1(eh)

+ = D a(e, ..., 0P r(ed, £9),
i, 1

Lorsque ces conditions sont réalisées, l'opérateur L est local au sens

suivant : Si f et g sont deux fonctions de £ , et 8i f=0 sur {g;éo} N

alors Lf=0 sur {gg0} .

Pour u(x,y) = xy , (1b) exprime que T est une dérivation ; les formules
r(u(f),f) = w'(£)I(f,f) et L(u(f)) = u'(£)Lf + u™(£)I(£f,f) que l'on obtient pour
n=1 sont trés utiles dans la pratique. La formule L(f2) = 2fLf + 2I'(£,f) n'est

autre que la définition de I .

Démonstration du lemme. La formule (23) peut €tre nise sous la forme

L(£2) = 321t + 66T(£,£)
c'est donc un cas particulier de (2b) ; de méme, (la) est un cas particulier de (1b).
Puisque (la) entrafne (2a) (remplacer T par sa définition), il reste & montrer que
(2a) implique (1b) et (2b).
En remplagant dans (2a) f par af+bg+ch ( a,b,c réels et f,g,h dans
é ), on obtient une identité polyndmiale en a,b et ¢ ; en identifiant le coeffi-
cient de 6abc , on trouve

L(fgh) = fL(gh) + gL(hf) + hL(fg) - fglh - ghLf - hfLg

qui peut encore s'écrire TI(fg,h) = fI(g,h) + gl'(f,h) . La relation (1b) se vérifie

inductivement sur le polyndme u : en écrivant

1

u(fl, vee ,fn) = af” + flv(fl, ces ,fn) + W(fz, cee ,fn)



180

ou v et w sont des polyndmes sans terme constant, on abaisse le degré de u en
fl , et on se ramdne & établir (1b) pour v et w , puis on recommence... La méme
méthode permet ensuite de vérifier (2b) ; 1l'équivalence est ainsi complétement
établie.

Il reste maintenant & montrer que L est local : si fg=0 , alors gLf=0 .
En utilisant le fait que I est une dérivation, on peut écrire

&2L(tg) - 2eT(g,fg) = £LE + g°FLg + 26°T(£,8) - 2£el(g, &) - 26°T(£ &)
= g3w+g2ng—2ng(g,g) .

I1 est clair sur cette identité que fg=0 impose g5Lf=0 , d'oil gLf=0 . .

Nous allons maintenant établir 1'équivalence annoncée entre ces formules de
changement de variable pour le générateur d'un processus et le fait que celui-ci est
une diffusion. En réalité, il ne s'agit pas tout-a-fait d'une équivalence : nous
nous plagons dans des cadres légdrement différents pour les deux sens d'implication
(mais voir les remarques qui suivent les propositions 1 et 2). Le lecteur observera
que 1l'une des difficultés rencontrées lorsqu'on établit qu'un processus est une
diffusion, l'existence méme du carré du champ, est ici compldtement passée sous

silence, puisque nous supposons d'emblée que L opére sur une algébre.

a) Si L est un générateur de diffusion, I' est une dérivation.

Nous supposons donc ici que L est le générateur infinitésimal d'une diffu-
sion sur E , au sens suivant : Pour tout x de E , il existe un processus (xt)tgo
défini sur un espace filtré (Q,E,P,(Et )tzo) pouvant dépendre de x, 3 valeurs dans
E , tel que X0=x et que, pour chaque fE=A , le processus réel foX soit une

semimartingale continue, de décomposition canonique

foX, = £f(x) + Mi + ,J:Lf(xs)ds

(ol la martingale locale continue Mf dépend de x ). La continuité de chaque foX

exprime la continuité de X pour la topologie engendrée par é .
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PROPOSITION 1. Sous ces hypothéses, I' est une dérivation. Plus précisément, les

formules de changement de variable (1b) et (2b) sont valides pour tous les u, fl, .

%, g tels que u soit une fonction ® et que fl, cee fl, g et u(fl, cee f)

.

soient dans l'algdbre. En outre, pour f et g dans é , le processus 3 variation

finie < ,ME> est dérivable en % , de dérivée 2r(f,8)(x,) -

t

Comme la fonction I'(f,g) est dans A , le processus l"(f,g)(xt) est contimu

t
et la dernilre phrase dit simplement que <Mf,Mg>t = 2{) l"(f,g)(xs)ds .

Démonstration. On écrit, pour u fonction 02 telle que uof so0it aussi dans A,

it J:L(uof)(xs)ds - uer(X,) - uof(x)

= J:u'of(xs) d(feX)  + % J;tu"of(xs) d[feX,foX]
- J:u'of(xs)dldi +J:u'of(X8)Lf(Xs)ds
+ 4 J:u"of(xs) <1<Mf,raf>s .
En identifiant les parties A variation finie, cela donne
J:(L(uof)-u'ofm)(xs) ds = %J:u"of(xs) aar u'> .
Pour u(x) = 2 , ceci s'éecrit <Mf,Mf>‘t = 2 J:l"(f,f)(xs) ds ; d'ol le crochet
<Mf,Mg> par polarisation. Pour u quelconque, on a alors
J:(L(uof) - u'of Lf - u"ofl"(f,f))(xs) ds = 0.
L'expression sous le signe somme, de la forme g(Xs) avec g dans 1_\ » est continue
par rapport & s ., En dérivant, on a donc g(Xt)=O y d'oll, pour t=0, g(x)=0 .
Comme x est arbitraire, la formule du changement de variable est établie pour

L(uof) . La formule I(uof,f) = u'ofI'(f,f) s'en déduit sans peine, et le cas d'une

fonetion u de plusieurs variables se traite de méme. [ |

REMARQUE. Si 1l'on s'était donné un seul processus, de loi initiale fixée, et non
toute une famille, seul l'argument final serait en défaut ; on obtiendrait alors les
mémes formules de changement de variable, mais elles ne seraient valables que sur un

complémentaire d'ensemble polaire.,
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b) Réciproquement, si I' est une dérivation, le processus est continu.

Cette réciproque se place dans un cadre un peu moins strict : comme dans la
remarque qui précéde, nous n'aurons besoin que d'un processus, et non de toute une

famille indexée par E .

PROPOSITION 2. Soit X un processus 4 valeurs dans E , défini sur un espace filtré

(Q'E’P’(Et)tgo) » tel que pour toute f dans A, le processus

Mf = foX - foX

"
" . . ‘];Lfoxsds

soit une martingale locale. Si TI' est une dérivation, alors pour f et g dans A

les semimartingales foX et Mf sont continues, et %mf,ugg‘ = 21"(f,g)(xt) .

Démonstration. Elle repose sur un lemme de théorie générale des processus, directe-
ment inspiré d'un résultat trés semblable de Meyer, Stricker et Zheng (voir Meyer -
Zheng [ 5]). Nous noterons Hn(x,a) les polyndmes d'Hermite i deux variables
définis par la série génératrice n§0 Hn(x,a) 2" = exp (xz -%azz) ; ils different
de la définition usuelle par un facteur n! sans importance, sont de degré n en

-3 H (avec la convention gn-o pour

s s ) 3
x , et vérifient Hn- H H aaHn'

ox n-1
n<0 ). I1 est bien connu — et nous le redémontrerons au passage — que, si M est
une martingale locale continue et A=<M,M> sa variation quadratique, alors, pour

tout n, Hn(M,A) est une martingale locale. Le lemme en est une réciproque.

LEMME 2. Soient M une martingale locale, A un processus % variation finie continu

et nul en O . On suppose que, pour ng4 , les semimartingales Hn(M,A) sont des

martingales locales. Alors M est continue et A = <M—Mo, M-M0> .

Ce lemme sera établi plus loin ; terminons d'abord de démontrer la proposition.
Il suffit, par le lemme, de vérifier que, pour f€ 1=\ et n<4 , la semimartingale
N = Hn(Mf,Af) est une martingale locale, ol l'on a posé A: = 2J:1"(f,f)(xs) ds .
Nous utiliserons pour cela 1l'identité suivante, qui découle de la formule de change-
ment de variable L(fk) - k5 lr k(k—l)fk_zl"(f,f) (ok, par convention, que les

. (o]
constantes soient ou non dans 1'algdbre, on a posé L(f )=0 ) :

(3) B 11 oy M) = (o e 4 LT(HEN] = 0,
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) . <0 .
pour toute suite (bn)nE z de réels nuls pour n<o0
En appliquant la formule de Taylor
k
PN
Hn(x+y ,a) = k§n T Hn_k(x,a)
on obtient pour N 1l'expression
1 t f
N o= D@y £ox, Hn_k(-foxo-‘[(‘)Lf(Xs)ds V).
Par la formule d'intégration par parties d(YB)t = B,dY, + Y, dB, (Y semimartingale,

B processus i variation finie continu), on en déduit

(%)
an, = Ek-l' [H_,(eee) (dmfk+ L) (x,) at )

+ fk.,xt (Hn_k_l(...)(—Lf(Xt))dt -3 Hn_k_a(...)2l“(f,f)(xt)dt)]

k
1 £ 0 oz
= E Py Hn—k("') M, en vertu de l'identité (3) .
Ainsi N est une martingale locale, le lemme s'applique, et on obtient donc la

_ ‘ 4
continuité de M’ et foX , ainsi que la formule arf s - Af - ZJ;)I"(f,f)(Xs)ds .0

REMARQUE. Puisque I est une dérivation, les formules de changement de variable ont
lieu pour les polyndmes sans terme constant. La remarque qui suit la proposition 1
montre qu'elles s'étendent aux autres fonctions, mais seulement hors d'un ensemble
polaire. On pourrait lever cette difficulté en supposant comme dans le a) que nous
disposons de toute une famille de processus, indexés par leur valeur initiale ; dans
ce cadre, on obtiendrait une équivalence compldte entre continuité du processus et

formules de changement de variable.

PN

I1 reste maintenant & établir le lemme 2. Puisque Ho(x,a) =1, Hl(x,_a)ax
et Hz(x,a) = %(xa-a) , pour n=0 1'hypoth&se ne dit rien ; pour n=1 elle
répdte que M est une martingale locale et pour n=2 elle dit que M est loca-
lement de carré intégrable, de variation quadratique prévisible <M,M>=A ., Le
véritable contenu du lemme, c'est que, si de plus H3(M'A) et H4(M,A) sont des
martingales locales, alors M est continue. En réalité, la démonstration utilisera
seulement 1'hypothdse un peu plus faible : H4(Mt’At) - -I:Ms—d(Hj(Ms'As)) est une

martingale locale.

(“)Que les constantes soient ou non dans 1l'algdbre, d.M{k+ L(fk)(Xt)dt = d(fkox)t

doit &tre pris par convention égal & zéro pour k=0 .
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Démonstration du lemme 2, Pour ng4 , nous savons que Hn(M,A) est une martingale

locale. Or
Hn(Mt'At) - Hn(Mo'Ao)
= j:H (M_ ,A )au i—ftH (m_ ,a )a(<m®u®
n-1'"s-1"g’ g * o “n-2\"s-1%g ’ >—A)s

+ Bgt [Hn(Ms'As) - Hn(Ms-’ As) - Hn—l(Ms—'As)Aus ]

- O a)an + 3 PR 0 a) a(ln]-a),

* sgt L Hn(MS ' As )—Hn( Ms-’ As )-Hn—l(ms—’ As )Aus-%ﬂn—Z(Ms—' As )A“: 1.

2
Par hypothdse, M“=-A = 2H2(M,A) est une martingale locale. Donc [M,M]-A aussi,

et ceci établit que

sgt [ Hn(Ms'As) - Hn(Ms-' As) - Hn—l(ms-' As)Als -3 Hn-Z(Ms-' Aa)mé ]

en est également une. Mais, par la formule de Taylor, cette dernidre peut s'écrire
1
sgt [ kE} k! Hn—k(Ms-'As) AM: ] !

pour n= 3 et 4, on obtient que K, = ZAM3 et L
sgt 8

3
4 . = sgt(zms_AMs + AH‘:) sont

t
aussi des martingales locales, donc L AM4 = L - 4I M dK_ est elle aussi une
O<sst s t 0O s- 8

martingale locale. Ceci entraine que M est continue. [ |

L'énoncé du lemme semble curieux : pourquoi ng<4 ? La seule chose que nous
sachions est que les hypothdses Hl(M,A) , Hz(M,A) et H3(M'A) martingales locales
ne suffisent pas & entrainer la continuité de M . Voici un contre-—exemple : Soient
N1';-t et N%'-t deux processus de Poisson compensés indépendants, et M 1la
martingale non continue N'-N" ,Puisque [M,M] = N'+N" est compensé par le
processus croissant A=2% , HI(M,A)=M et HZ(M,A)=§(M2-A) sont des martingales.
Quant & H3(M'A) , il résulte de la preuve du lemme que c'est une martingale si et
seulement si K, = I AMz en est une ; or ceci est vrai puisque,‘ M variant

t sst
uniquement par sauts d'amplitude *1 , ona K=M .
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LE CARRE DU CHAMP ITERE

Cette section met en scéne l'acteur principal : le carré du champ itéré F2 .
C'est l'opérateur bilinéaire symétrique sur £ défini & partir de L et I par
ra(fyg) = %[Lr(f'g) - r(uf,g) - I(f,Lg) ] .
(On pourrait itérer cette définition et introduire des opérateurs rn pour tout n .

Nous ne les utiliserons pas ; remarquons seulement que ceci conduirait a poser

I'l =T , Fo(f,g) =fg : F?. est & T ce que celui-ci est au produit.)

Exemples. Voici maintenant 1'expression de I'2 pour quelques générateurs L de
processus markoviens.

a) 8i E=R, Lf = af'"+ bf' pour deux fonctions a et b, alors 1-'(1‘,f)=u=,v.f'2
et l"z(f,f) = 222 4 aarpren g 4 (aa"+a'vb-2ap') £12 | Cette expression se simplifie
lorsque L est non dégénéré : il se met alors sous la forme L = H2+bH y Ol

H(f) =@f' , et on a alors I(f,f) = (Hf)2 et Fz(f,f) = (}{Z’f)2 - H(b)(Hf)2 .

On remarque tout de suite que, contrairement & [ qui est toujours positif dans le

cas probabiliste a0 I(f,f) ne 1'est pas nécessairement.
1 2 1

b) Si E=R" et si L est le laplacien, alors I'(f,g) est le produit scalaire

gradf gradg et ra(f,g) = in,D. £D . C'est de 1a que lui vient le nom de
’

ij ijg
"gradient itéré" parfois employé, mais trompeur, car I“Z(f,f) est quadratique en

l'argument f .

c) Plus généralement, sur un espace E quelconque, soit L un opérateur de la
forme §D12+X , ou X et chaque Di sont des dérivations ( Di(fg) = fDig+gDif )e
Alors, I(f,g) = EDif Dig (car D?(fg) = fD§g+ gD§f+2Dif Dig ) ; réciproquement,
cette expression de I entraine que L - T Df est une dérivation. Si, en outre,
[L'Di] (=LDi-DiL » commutateur de L et D, ) est égal a aD, pour tout i,
avec une fonction a quelconque, mais indépendante de i , alors

r,(f,g) = T D.DfDD, a I(f
o(f,8) ;I 0iD;f 0D + aT(fe)

car LI(f,g) = T D,fLD g + D,gLD.f + 2F(Dif,Dig)) et I(f,Lg) + [(Lf,g) =

Z(Dif D;Lg + D,gD,Lf) .
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Ceci permet de calculer [ et l"2 pour le laplacien sur la sphire n-dimen—

sionnelle, c'est-a-dire la partie orthoradiale du laplacien dans ]Rn+1 écrite pour

n+1

les fonctions définies sur la sphére unité E = s de R (nous en verrons un

autre calcul dans l'exemple d). L'opérateur différentiel défini dans ]Rm'l par

Ri;j = xiDj - iji (lgi<jgnel)

est un vecteur tangent & S" (quand on le calcule en un point de S" ), c'est donc

une dérivation sur les fonctions de st , et le laplacien sphérique n'est autre que
2

L = izj (Rij) . Comme L commute avec les rotations de S" , il commute aussi avec

1

les Rij s qui sont des générateurs infinitésimaux de groupes de rotations. Donc ici

a=0,et

2
r(f,f) = ¥ (R .f ;
(£,6) = B (R ) i
2
I, (f,f) = by R. . f .
o(£,f) i’j,k'z(uﬁu )

La méme méthode s'applique aux générateurs du type Ornstein-Uhlenbeck. Dans

ce cas, l'algdbre A est graduée : A= ngo An et L opeére sur An par multipli-
= = = =,

cation par -n ; on a en outre L =L D? + X ol chaque D. envoie A dans A .
i i =n+1 =n

I1 est clair que l'on a alors [L,Di] =D, , d'od

Fz(f,g) = i)'JJDiDJ.fDiDJ.g + I(f,g) .

Ceci s'applique, en particulier, au générateur L = (d%[)2 - xd—i sur IR : prendre
D= Ed—x y X=-xD , é = algdbre des polyndmes, én = sous—espace de dimension 1

engendré par le nléme polynéme d'Hermite. La méme formule vaut aussi, pour la méme
raison au fond, pour le processus d'0Ornstein — Uhlenbeck introduit par Malliavin sur

1'espace de Wiener C([0,0[) : voir Meyer [ 3], formule (83).

0
d) Etendons 1l'exemple ajau cas o E = B , ou, plus généralement, E variété C

% n dimensions. On suppose que L est un opérateur différentiel d'ordre 2 , sans
terme constant, a coefficients réguliers : dans un systéme de coordonnées locales,

Le(x) = o 9(x) D, j£(x) + Bh(x) DE(x) .

Nous ferons le calcul sous 1'hypothdse d'ellipticité de L : pour chaque x, la

matrice symétrique al‘] (tenseur deux fois contravariant) est définie positive. Sous

cette condition, il existe une unique structure riemannienne sur E telle que, si
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A désigne le laplacien sur E associé & cette structure riemannienne (opérateur de
Beltra.mi), L-A soit du premier ordre : puisque dans une carte locale on a toujours
A = gi'j(Dij—r'l;jDk) , l'unique métrique répondant au problime est donnée par giquij,
c'est-a-dire 85 = (wij)":l « (Tout ceci est bien familier aux probabilistes : c'est
simplement le truc, classique depuis Itd, consistant & écrire la diffusion de généra-
teur L & l'aide d'équations différentielles stochastiques browniennes.) On est
ainsi ramené au cas o L =A+b , avec b champ de vecteurs (opérateur différentiel
d'ordre 1). Dans les cas qui nous intéresseront, b sera un champ de gradients H
ceci revient & dire que L est symétrique pour une mesure invariante by qui est

alors liée & b par la relation de Kolmogorov b = grad Log%% , ob r est la mesure

riemannienne.

PROPOSITION 3. Sur une variété riemannienne (ou pseudo — riemannienne), soient b un

champ de vecteurs, A le laplacien, et L l'opérateur A+b . Le carré du champ et

le carré du champ itéré associés & L sont donnés par

r(f,g) = (gradf|gradg)
(4a) I‘a(f,g) = (Hessf|Hessg) + (Ric - V'™)(gradf,gradg) ;

lersque b est un champ de gradients, b=gradh , ceci s'écrit

(4v) I‘Z(f,g) = (Hessf|Hessg) + (Ric - Hessh)(grad f,gradg) .

Pour b=0, c'est la formule de Bochner - Lichnerowicz - Weitzenbock (voir
Berger ~ Gauduchon —Mazet [1] p. 131 — qui comporte une coquille : lAf|2 doit y étre
remplacé par (d(Af),df) ). La notation Hessf désigne la forme hessienne Vgradf ’
c'est-a~dire le tenseur symétrique deux fois contravariant dont 1l'action sur les
vecteurs est donnée par Hessf (U,V) = (VUgradeV) ; en coordonnées locales,
(Hess f)ij- (Dij—r};jDk)f , ol rli(j sont les symboles de Christoffel. Les parenthdses
(| ) forment le produit scalaire local des vecteurs ou des tenseurs ; ainsi,
(Hess f|Hess g) = gikg‘u(Hess f)ij(Hess g)u . Enfin, Ric désigne le tenseur de
courbure de Ricci de la variété riemannienne (avec la convention de signe qui le rend
positif pour les variétés & courbure positives 1) et 7™, nvest autre que la

dérivée covariante symétrique du champ de vecteurs b :

v (U, V) = % [(Telv) + (vpplw)]
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Démonstration de la proposition 3. Il est clair que Vsymgradh = Hessh , donc (4b)

découle de (4a). La formule donnant I' n'est autre que l'identité
A(fg) = fbg + ghf + Z(gradflgrad g) ,
jointe au fait que, b étant une dérivation, I ne dépend pas de b . Il nous reste
% établir (4a).
Nous utiliserons pour cela la formule suivante : si F et G sont deux
champs de gradients sur E ,
(5) grad(F|G) = TG+ VP

(Pour une formule plus générale, voir Meyer [ 4 ] formule (55)c') En effet, si

F = gradf et G = gradg , alors pour tout champ de vecteurs 2z ,

(Z|VFG VF) = F(¢|z) + 6(F|z) - z(Flc) + ([2,F]la) + ([2,G]|F)
(voir [1] page 25)
= FZg + Gzf -Z(F|c) + (2F -FZ)g + (26 -GZ)f
= z[Fg+Gf-(Fl6)] = zZ(Flc) = (Z]grad(Flg)) .
La relation (5) est établie, nous allons maintenant démontrer (4a). Nous

nous plagons d'abord dans le cas oi b est nul : L=4 .

Posons F = gradf , G = gradg ; nous allons établir (4a) en un point x
fixé dans la suite. Choisissons une base orthonormée (ei) de 1'espace tangent T E
(dans le cas pseudo - riemannien, (eilei) =%1 ), et définissons un champ de repéres
orthonormés au voisinage de x en décidant que ei(y) est obtenu i partir de
ei(x) = e, par transport paralldle le long de la géodésique qui joint x et y .
Ceci entraine Vuei =0 en x pour tout Ue€ Tx . Le calcul de 1"2 est alors le

suivant :

Ar(fvg)

divgrad (F|G) = div(VG+VF) grace a (5)
= )i:(eilveich) + )i:(eilveivGF)

r(af,g) = (graddivF|G) = G(divF) = ’fc(eilvef)

g(vaeilveilc‘) + )i:(eilvcveip) = §(°1|VGV31F) .

r,(f,e) 3 )13 (ei |VeinG + Ve VGF - Vole F - vFveic)

%}i: (eilv[e"F]G + V[e_’G]F + R(F,ei)G + R(G,ei)F) ,
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formule valable au point x , o R représente le tenseur de courbure riemannienne.
Les deux derniers termes, sommés en i , donnent
4 [ Ric(P,G) + Ric(G,F) ] = Ric(F,G) .
Restent les deux premiers termes. Il suffit de calculer le premier, le second s'en
déduira par échange de f et g . Il vient
L (eilv[ei,F]G) = LHessg(ey,[e;,F]) = I (Ve,Glle;sFD)
(symétrie de la hessienne)

= L (Ve G|V F) = I (Vg G|V e.
P (T GlTe®) = T (7e,6l75e;)

= I (Ve G|V F) au point x
i i i

V . Fle.) (Vg Gle,) = L H f(e.,e.) H
i?j ( e lea) ( e IeJ) ;I Heas (el,ea) ess g

1J

R Hessf(ei;ej) Hessg(ei,ej) = (Hessf|Hessg) .

1,

En définitive, pour L =4 ,
I"z(f,g) = (Hessf|Hessg) + Ric(gradf,gradg) ,
et (4a) est établie dans ce cas.

Nous n'avons plus, pour le cas général, qu'a évaluer le terme correctif dd 3

la présence de b . Il vaut
% [v(gradf|gradg) - (gradb(f)|gradg) - (gradf|gradb(g))]

= 4 [o(F|c) - a(p|F) - F(ble)]

= % [(valc) + (FIVbG) - (valf) - (blVGF)
- (Vgble) - (v]vge)]

= 4 [Hessf (b,G) + Hessg (b,F) - (va]F) ~ Hessf (G,b)
-(vaIG) - Hess g (F,b) ]

= - T™(F,c) . [ |

Dans le cas o b = gradh , ce dernier calcul fournit une formule liant la
hessienne, c'est-a-dire au fond la connection riemannienne, au carré du champ I :
sur une variété riemannienne, ou pseudo - riemannienne, on a toujours
(6) Hess h (gradf,gradg) = % [I(r(n,f),g) + (f,I(h,g)) - I'(h,I(f,g))] .
Ceci n'est autre que 1'expression classique des symboles de Christoffel I‘;k en

fonction des dérivées du tenseur métrique :
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Nous l'avons écrite & l'envers, avec tous les indices en haut ; elle est bien siir

équivalente & la formule traditionnelle. Sous cette forme, elle a 1'avantage de
garder un sens dans le cas dégénéré ol on se donne un L non nécessairement
elliptique : la formule (6) permet encore de définir Hessh (gradf,gradg) bien
qu'on dispose alors seulement de la "co-métrique' gi‘j (forme quadratique sur
1'espace cotangent), mais non de gij pour abaisser les indices. Dans ce cas, on
peut toujours écrire (Hess h)i'.j = gug‘ijzmh - I‘iijkh , mais (Hess h)ij n'a
aucun sens,

Notons aussi, au passage, une formule équivalente & (6) quand T est une -
dérivation (ce qui est le cas ici) :

Hessh (gradf,gradg) = % [Fz(fg,h) - fl"z(g,h) - gr'z(f,h)] H

elle exprime précisément ce qui manque & l"2 pour en é&tre aussi une.

e) Ni cet exemple, ni les suivants, ne sont des diffusions : I n'est pas une dériva-
tien. Sur E = {-1,1} , le générateur Lf(x) = f(-x)-f(x) (correspondant au proces—
sus qui change de site 4 des instants poissonniens) donne lieu 3

T(£,8) = 2T(f,f) = (£)? .

f) 5i p est une mesure de probabilité sur un espace E quelconque, et si L est
donné par Lf(x) = p(f)-£(x) , on a 2. -1 ,
2 2 2 2
T(f,£) = 4% [W(£%) - w(£)® + (L£)7] = % [varf + (L)) '

Fa(f,f) = 4 [vart + T(Lf,Lf)] = % [varf + I(f,£)] .

g) Ce dernier exemple est un cas particulier d'une situation étudiée par Surgailis
[12] (voir aussi Ruiz de Chavez [11]). On se donne un ensemble S muni d'une mesure
m positive, finie et diffuse ; E est 1l'ensemble de toutes les parties finies de
S, et, pour x€E , Lf(x) est défini par

Lf(x) = J’ues[f(xu {u}) - £(x)] m(du) + ué:x [£(x-{u}) - £(x)] .

Ce générateur correspond au processus & valeurs dans E décrivant l'existence de

DY

particules dans S qui naissent & des instants poissonniens (les naissances forment
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un processus de Poisson d'intensité mxdt dans 1'espace-temps), restent durant toute
leur existence au point ol elles sort nées, et disparaissent aprds une durée de vie
exponentielle ; il admet comme mesure invariante réversible la probabilité sur E
qui est la loi du processus ponctuel de Poisson d'intensité m sur S . En posant
D:f(x) = f(xy {u}) - £(x) et, pour u€x, D;f(x) = f(x-{u}) - £(x) (ce ne sont
pas des dérivations), le calcul du carré du champ et du carré du champ itéré donne
2 0(£,£) (x) = JI0*e(x)Pmlauw) + T [D7£(x)T2 ;
u w€x u
41(,8) (x) = [JJ[0¥0%e(x) 1 m(au) m(av)
+ 2] Vgx[D:D;f(x)]zm(du)
+ v)gx [D:D;f(x)]a
uex—{v}
2 -
+ 3 I Palan) + £ 0
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DEFINITION DE L'HYPERCONTRACTIVITE

De quoi s'agit-il ? Si X et Y sont deux variables aléatoires i valeurs
dans un espace quelconque E , on a toujours
lsteolxlll p s el 5w
c'est la propriété de contractivité de l'espérance conditionnelle (ici et dans toute
la suite, les exposants D, q , ... sont dans [l,e0[ ). Mais il peut se faire que,
pour certains couples p<q , on ait

(7) pour toute f , IEe)Ixll g = NEIlp ;

il est naturel d'appeler cela hypercontractivité du vecteur (X,Y) (bien que

n'interviennent ici en fait que les tribus o(X) et o(Y) ). En suivant Neveu [ ],
on peut mettre ceci sous une forme plus symétrique, en introduisant 1l'exposant q'
conjugué de q :

(1) Vi,g Elg(x)£(Y)] s Ilg(X)IILq- IIf(Y)lle '

la condition q>p devenant maintenant (q'-1)(p-1) <1 .

Par exemple, l'hypercontractivité du semi~-groupe d'Ornstein - Uhlenbeck (due 2
Nelson [7 ] ; nous verrons cela plus loin) signifie que si (X,Y) est un vecteur
gaussien de coefficient de corrélation p , alors (7') a lieu pour tout couple p,q'
tel que (q'-1)(p-1) 2 p2 (Neveu [8 ] a donné de cette propriété une éblouissante
démonstration & l'aide d'intégrales stochastiques).

Quand p2 =1, (7') se réduit & 1'inégalité de Hélder usuelle, toujours vraie
(contractivité) ; & l'opposé, quand p = O , (7') écrite écrite pour p =q' =1
exprime 1l'indépendance de X et Y . Ainsi, la relation (q'—l)(p—l)gp2 = (7'),
ou, de fagon équivalente, q g 1 + (p-l)‘,2 = (7) , est une sorte de mesure de
dépendance, les variables X et Y étant d'autant plus indépendantes que p est
petit.

Nous dirons qu'un processus aléatoire (Xt )tzo 3 valeurs dans un espace E
est hypercontractif si la dépendance des variables XO et Xt au sens ci-dessus
décroit exponentiellement avec le temps 1 ("exponentiellement hypercontractif "

serait préférable, d'autant plus qu'on rencontre d'autres formes d'hypercontracti-
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vité, plus faibles que celle—ci ; par exemple en n'exigeant pas une décroissance

exponentielle, ou en autorisant une constante dans 1'équation (7)).

DEFINITION. Le processus X est hypercontractif s'il existe une constante A >0

(dite constante d'hypercontractivité) telle que, pour tous p2l, q21, t20 ,

(8) a-1 s (p-1) o Ve Bz g s Nex)I,

Lorsque X est un processus de Markov stationnaire, de semi-groupe de

transition (Pt) et de loi invariante W , ceci s'écrit simplement

$20
(9) q-1 g (p-1)eM = yr ||Ptf“Lq(“) s “f“Lp(u) .

Plus la constante )\ est grande, plus le semi-groupe est hypercontractif ;
si A est une constante d'hypercontractivité, il en va de méme de toute constante
plus petite.

La décroissance exponentielle de la dépendance, c'est-a-dire le facteur e)‘t
dans (8) et (9), est alors justifié par sa compatibilité parfaite avec la propriété
de semi-groupe : si Ps contracte LP dans Le pour gq-1 = (p-l)e)‘a , et si
Pt contracte LY dans LT pour r-1= (q-1) e)‘t , alors Ps+t contracte LP
dans L¥ pour r-1 = (p-1) ek(s+t) .

Nous allons maintenant indiquer diverses formulations équivalentes & 1'hyper-
contractivité lorsque le processus est une diffusion. La plus importante d'entre
elles est 1'inégalité (ou plutdt les inégalités) de Sobolev logarithmique, due 2
Gross [2] (Gross se place dans un cadre bien plus général que celui des diffusions
markoviennes).

Nous nous donnons une algdbre £ de fonctions bornées sur E , sur laquelle
opérent les fonctions de classe (° (en particulier, é contient les constantes).

Sur i. agissent un opérateur L et un semigroupe (Pt) d'opérateurs markoviens,

20
engendré par L : pour ng et x€E , Ptf(x) est dérivable en t , de dérivée

d
HPtf(x) = LPtf(x) = Pth(x) . Le caractdre markovien des P, entraine la positi-

vité de T(f,f) = % It 0[-%(Pt(f2) - (Ptf)z)] . [Ces hypotheses techniques (fonctions

bornées, stabilité par les fonctions C% , stabilité par Pt , dérivation de Pt
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identiquement en tout point) sont déraisonnables ; elles nous serviront & justifier
tous les calculs formels (commutation d'intégrales et de passages i la limite, déri-
vation sous le signe somme, ...). Dans la pratique, le plus souvent, on dispose de
plusieurs espaces de fonctions sur E , possédant chacun quelques unes de ces hypo-
théses, et il faut, dans les démonstrations, passer constamment d'un espace & l'autre.
D'ailleurs, la plupart des démonstrations qui suivent n'emploient chacune qu'une
partie des hypothéses ; nous ne cherchons pas & trier ce qui est utilisé ici ou 1a.]
Nous ferons également des hypoth®ses de nature probabiliste sur le comportement
du processus :
Diffusion. Le carré du champ I est une dérivation, les formules de changement de
variable du lemme 1 sont en vigueur, comme dans la proposition 1, pour toute fonction

u de classe C° .

Stationnarité, réversibilité. I1 existe une loi de probabilité u sur E (1a loi de

X, pour tout t ) telle que A soit incluse dans L2(E,p) (donc aussi dans tous

les LP ) et que, pour f et g dans A, onait <Lf,g> = <f,Lg> (nous notons
<f,g> 1l'intégrale Ifgdp. 3 nous emploierons aussi <f> = ‘rfdp, H llfllp désignera

la norme de f dans Lp(u) ). Ceci implique que, pour s€ [0,4] , on a
d

E;<P;—sf'Psg> = <Pt-sf'LPsg> - <LPt-sf'Psg> = 0, donc <Ptf,g> = <f,Ptg> .
Les formules d'intégration par parties <I(f,g)> = - <f,Lg> et <F2(f,g)> = <Lf,Lg>

(qui résultent de Ll=0 ) seront abondamment utilisées par la suite. Nous supposerons

aussi que A est dense dans tous les espaces P ¢ et nous poserons
= P f = P f f
Il = e legellliell, = s, Uil e,
éf désignant les fonctions de A telles que inff>0 (ou, ce qui revient au méme,

les fonction positives dont le logarithme est dans é ).

PROPOSITION 4. Soit A>0 . Les six conditions suivantes sont équivalentes (elles

traduisent toutes 1'hypercontractivité) :

At
(9) Pour tous p>1, t20, lsqgl+(p-l)e” , ona "Pt“p,q s 1.

At
(10) Pour un p>1, et pour tous t20 , lsqsl+(p-1)e"" , on a “Pt“p,q < 1.

(11) Pour tous t>0 , lsqge)"t . fE:}+ ,ona | exp Py Logfllq s llflll .
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(12) En posant U(x)=xLogx , on a, pour tous t20 et f€ ;ll\"'
<UoP f> g oM Yotn + (1-e’“)u(<f>) .

(13) Pour un p21l et toute f€ 5’
<P, Logf> g <fP>Log ||f||p + ')!i <fp_2,1"(f,f)> .

(14) Méme condition, pour tout p21 .

Les inégalités (13) et (14) sont les " inégalités de Sobolev logarithmiques "
de Gross ; pour p=2 , elles montrent que f est dans L2 LogL dés que f et
(l"(f,f))i' sont dans L2 , fournissant aux inégalités de Sobolev usuelles un
substitut qui ne dépend pas de la dimension. Le point important dans cette proposi-
tion est 1'équivalence entre ces inégalités de Sobolev logarithmiques et 1'hyper-
contractivité exprimée par (9) ou (10) (théortme de Gross [2]). Le terme
f <fp_2,1"(f,f)> de 1'inégalité (13) peut, par changement de variable et intégration
par parties, &tre réécrit sous la forme -~ m <fp—l,1.f> (pour p=1:

-3 <Logf,Lf> ) .

A
Démonstration.
(13) «(14) : En remplagant dans (13) f par fr/p , on obtient
r
%5

r
r ==l 2
<7, Logf> g S<tBrogligll, + R« ,(%fp ) T(£,£)>

LAl ]

qui n'est autre que la méme inégalité écrite pour r ; ces inégalités, énoncées
pour les différentes valeurs de p y sont donc toutes équivalentes entre elles (ceci
reste vrai pour p plus petit que 1 ),

(9) = (10) = (13), (24) = (9) : Pour q(t) =1 + (p-l)e)‘t , en calculant la dérivée

d
L 10g 12,z

y on trouve, en posant pour abréger h = Ptf N
1q> [<qhq—l,Lh> + <q'h%, Logh> ]

a(t)
! q
—gz log <h™> +

q

o q'=q'(t) = AM(q-1) . [Les dérivations sous le signe somme sont justifiées par
nos lourdes hypothdses, qui assurent que tout est borné. On pourrait s'en tirer a
moindres frais, par exemple en contrdlant les quantités de la forme s%p Ptg 3

l'aide du lemme de Rota.] Ceci peut se mettre sous une forme faisant apparaftre

1'inégalité de Sobolev logarithmique :
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Alg=-1 1 L q-1
3 E [<hq, Logh> - <> Log ||h“q + m%l—y <n? ,Lh>]

Si 1'on a 1'hypercontractivité sous la forme (10), cette dérivée pour t=0 ne peut
8tre que négative, d'ou (13). Réciproquement, si 1l'on a (14), cette dérivée est
négative pour tout t , la quantité “Ptf”q(t) est fonction décroissante de 1

+ Snd 705 Len T d S .
pour f dans A , d'od 1'inégalité “Ptf“q(t) < “f“q(o) = ||f||p vraie

pour f dans 5" , donc aussi pour toute f dans P s et (9) est établie.

(11) = (13), (14) =» (11) : L'argument est trés semblable. En posant q(t) = exp(it)

et exp(q(t)PtLogf) = h , on écrit

d d 1
-;ELog “ exp !’t Logf "q(t) = .dT(E Log <h>)

M 1
- L
= qu Log<h> + < <h,q Pt Logf + qLPt Log £>
_ql] [ - <h> Log <h> + <h,Logh> + %<h,LLogh>] H

le terme <h,LLogh> s'intdgre par parties et donne <Lh,Logh> , ce qui fait
apparaitre 1'inégalité de Sobolev logarithmique correspondant & p=1 , et permet,

comme ci-dessus, de conclure i l'équivalence.

(12) = (13), (14) = (12) : La méthode est encore la méme, en utilisant cette fois

d ¢ At
Fry [ e ( <UoP,f> - U(<£>)) ]
= M [A(UoR, > - U(<E>)) + <U'oP,f, LP,F>]
A &' [<P,f, Log P,f> - <f>Log <f> + 3 <LogP,f , LP,f> ]
= re 10 08Ty € X £ .

Puisque <f> = <Ptf> , on est encore ramené 4 1'inégalité de Sobolev logarithmique

pour p=1 . La proposition est ainsi entidrement démontrée. [ |
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CONDITION SUFFISANTE D'HYPERCONTRACTIVITE

Nous restons dans le cadre qui nous a permis d'établir la proposition 4 (une
grande algdbre fourre-tout) avec en particulier les hypothdses de diffusion et de
stationnarité et réversibilité du processus, auxquelles nous ajoutons
Ergodicité : Pour f dans 1=§ y Lf=0 = f=constante, Ceci entraine que, pour
toute f , Ptf tend vers <f> p-presque partout (et donc dans tous les P )

'‘quand t +tend vers 1l'infini.

Avant de continuer, nous groupons sous forme de lemmes des bribes de calculs

qui resserviront plusieurs fois.

LEMKE 3. La formule de changement de variable pour T, (en_vigueur, bien sir, dds

que I est une dérivation) s'énonce

) Tp(ucf,ucf) = (a'ef)’T,(£,£) + (u'ef)(u'ef) I(£,I(£,£))
+ (u"of)2 ra(f,f) .
Démonstration. Posons, pour simplifier la typographie, U' = u'of i UM = u'of ;
Um = u™of . Il vient
I"z(uc‘f,uof) = } L[U'zl"(f,f)] - T(uef , U'Lf + UMT(£,f))
=+ 02L(e,f) ¢ 3 I(£,0)L(U?) + T(U3,I(s,2))
- U' I(f, U'Lf + U"T(£,£))
= i-U'zLF(f,f) + UWrLET(f,f) + (u'um 4 U"2)1'2(f,f)
+ 2 Uw"r(f,r(f,r))
- v?K(e,1f) - UM LEN(s,£) - UM (£, T(E, )
- uywgm rz(f,f) '

d'ol le résultat. [ ]

LEMME 4, Soient u une fonction de classe C°° sur un intervalle ouvert I de R,

f une fonction de A prenant ses valeurs dans un compact de I . Alors

(16) <uof,I(f,Lf)> = - <u°f,l"2(f,f)> - % <u'ef,F(f,I(£,£))> ;

(17) <u'of, Lf I(f,f)> = - <utof,I(f,[(f,f))> - <u"of,l"2(f,f)> ;

1

(18) <uof,(Lf)2> = <u0f,l"2(f,f)> + g <u'of,I'(£,I(f,f))> + <u"of,r2(f,f)> .
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Démonstration. Elle se fait par changements de variable (qu'il est facile de Justi-
fier en remplagant u par une fonction C® sur toute la droite, et qui coincide
avec u sur 1l'image de f ) et par intégrations par parties.
<uof ,J(£,If)> = = <uof,l‘2(f,f)> + % <uof,LI(f,f)>
= - <uof,1"2(f,f)> - % <(uof,I(f,f))> , d'od (16).
Nous conservons les notations U' , U™ de la démonstration précédente.

<U',Lf I(f,£)> <Lf,U'T(£,£)> = - <I(f,U'T(f,f))>

- <, I(£,T(£,£))> - <I(£,£),I(£,U')> , d'ol (17).
<uof,(l..f)2> = <Lf,uof Lf> = = <[(f, uof Lf)>
= = <uof,I(f,Lf)> - <U',LEfI(f,f)> ,

et (18) résulte de (16) et (17). [ |

Nous sommes maintenant en mesure de donner une condition suffisante d'hyper-
contractivité, condition technique apparemment invérifiable. La suite sera consacrée

4 la recherche d'hypothéses maniables assurant cette condition.

PROPOSITION 5., Soient A>0 , U une fonction convexe ¢ définie sur un intervalle

ouvert I , et u=U"20 sa dérivée seconde. On suppose que, pour toute fonction

f de A 3 valeurs dans un compact de I , on ait

(19) <uof,l“2(f,f)-%l“(f,f)> + <utef,I(£,I(£,£))> + §<u"of,r2(f,f)> 2 0 .
Alors on a aussi

(20) <Uof> - U(<f>) g % <uof ,I'(f,f)>

et, pour tout t20,

(21) <UoP,f> g e lor> + (l-e-)‘t) u(<f>) .

Démonstration. Les conclusions (20) et (21) — qui expriment 1'hypercontractivité
lorsque U = xLogx — sont équivalentes : cela se vérifie exactement comme

1'équivalence (12) & inégalité de Sobolev logarithmique dans la proposition 4.
Les formules (16) et (17) permettent de remplacer 1'hypothése par
<u'of, Lf I'(f,f)> + 2 <uoef,I'(f,Lf)> + A <uof,[(£,f)> g 0 ;
en y substituant Ptf 4 f , on obtient

d
E,;<m,1>tf,r(1>tf,1>tf)> + )\<uoPtf,l"(Ptf,Ptf)> s 0
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ou encore Ed;[e)‘t <u°Ptf'r(Ptf'Ptf)>] < O . On en déduit

-t

<uoPtf,l"(Ptf,Ptf)> < e <uof,I'(£,f)> ,

ce qui permet d'écrire

0
<VoBGf> - Wabyf> = = [ (S <uoP,£>) at

<Uof> - U(<f>) o

(- (- <]
= -J; <U'oP,f,LP f>dt = J; <l"(U'oPtf,Ptf)>dt
o
= J;<uoptf,r(1=tf,?tf)>dt
© =\t 1
s <uof,I’(f,f)>J; e at = § o<wof,I(£,£)>

et la proposition est démontrée. [

Les deux critéres que nous allons en tirer sont probablement bien plus

importants que les raffinements qui vont suivre.

COROLLAIRE 1. Si 1l'on a, pour toute f dans A,

(22) <ef,I'2(f,f)—%F(f,f)> 2 0 ,

alors a lieu l'hypercontractivité avec constante A .

Démonstration. La formule de changement de variable (15) pour f=Logg donne
of [r2(f,f) - %I‘(f,f)]
- & [ 2(Fye8) - 3T(88)) - e N eil(g18)) + &4 T%(ere) ]
donc 1'hypothése (19) de la proposition est vérifiée avec I= JO,o[ , u:l—t et

U=xLogx . Dans ce cas, la conclusion (20) n'est autre que 1'inégalité de Sobolev

logarithmique avec p=1 . [}

COROLLAIRE 2, Si l'on a, pour toute f dans 4,
(23) N(e,f) 2 3T(6,0)

alors l'hypercontractivité a lieu, avec constante \ .

C'est une conséquence immédiate du précédent.

Exemples. a) Processus d'Ornstein - Uhlenbeck. Nous avons vu plus haut que les

générateurs du type d'Ornstein - Uhlenbeck vérifient

Ty(£,£) - I(f,f) = i>':j (DiDjf)z 2 0
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ils admettent donc, lorsque nos calculs sont justifiés, 2 pour constante d'hyper-

contractivité. Par exemple, le semi-groupe sur IR, de générateur L = Da-xD , est

Py

symétrique par rapport & la loi gaussienne standard b 3 il opdre sur les polyndmes
d'Hermite Hn (ce sont ici les polyndmes d'Hermite usuels, & une variable) par
LE = -nH . Le semi-groupe est défini dans L2(p.) par PH = oot H jilest

1

- =ty
explicitement donné par le noyau pt(x,y) = [2n(1-e t)]-i- exp - a(x(l e _x)!
-

Ici, l'algdbre naturelle serait celle des polyndmes, mais elle ne vérifie pas nos
hypothéses ; il est plus commode de travailler sur l'algdbre des fonctions de la
forme a+s , oi a est une constante et s une fonction de Schwartz. Le corollaire
2 s'applique dans ce cadre, et 1l'hypercontractivité a lieu,

b) Mouvements browniens sur les sphéres n-dimensionnelles. (Nous les prendrons

de générateur A et non 4 A ; pour retrouver le cas probabiliste usuel, le lecteur
devra donc diviser par 2 nos constantes d'hypercontractivité.) Dans ce cas, l'al-
gebre est constituée de toutes les fonctions ¢ , et, puisque le tenseur de courbure
de Ricci vaut Bicij = (n-1) 2 & ; (o r est le rayon de la sphire), on a, par
la proposition 3, Ta(f,f) 2 E;_zl I(f,f) , ce qui fournit la constante d'hyper -
contractivité A = 2(n—l)r"2 . Ceci n'est pas optimal : la meilleure constante est
connue (Mueller - Weissler [ 6 ]) et vaut 2nr 2 ., Nous allons voir bientdt comment on
peut retrouver ce résultat & l'aide de la proposition 5 ; remarquons pour l'instant
que le cas du cercle (n=1) nous échappe, puisque nous trouvons A=0 . C'est dd
au fait que 1'hypothése utilisée (23) est locale, alors que 1'hypercontractivité du
brownien circulaire est une propriété globale (la constante d'hypercontractivité
dépend du rayon r , et tend vers zéro avec % ; donc aucune méthode purement

locale ne suffit). Ceci suggdre d'essayer plutot d'employer le corollaire 1 ; dans
cet ordre d'idées, nous avons seulement réussi i établir <ef, f"2 -4 f'2> 2 0
(ici, E = Sl = R/2nZ ), qui fournit 1'hypercontractivité avec A=1 ; alors que
1'on sait (Rothaus [9 ], Weissler [13]) que la valeur optimale est 2 . S'il existait
des fonctions f sur Sl ne vérifiant pas 1'inégalité <ef,f"2-f'2> 2 0, cela

montrerait que la condition suffisante (22) du corollaire 1 n'est pas nécessaire.
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Voici un résultat un peu plus précis que le corollaire 2 : il fournit, comme
la proposition 5, une gamme d'inégalités incluant 1'hypercontractivité, et améliore
un peu les constantes. La démonstration consistera & vérifier 1'hypothése technique

(19) de 1a proposition 5.

THEOREME. 1) On suppose que, pour deux constantes a>0 et b€ [0,1[ , on ait, pour

ioute f de ﬁv
(24) y(f,f) = aT(f,f) + b (L£)? .

Alors, si U est une fonction C* et convexe définie sur un intervalle ouvert I ’

dont la dérivée seconde u=U" est strictement positive et d'inverse % concave,

on a, pour toute f de A 4 valeurs dans un compact de I ,

(20) Wof> - U(<F>) % <wof,I(£,£)>
avec A\ = 1—2}3 . En particulier, pour U(x) = xLogx , 1l'hypercontractivité a lieu.

2) Le méme résultat subsiste si 1'hypothdse (24) est remplacée par

2
(25) Fz(f,f) s -al(f,f) + b(Lf)
avec des constantes a>0 , b€ J1,4] . La constante obtenue est dans ce cas
2a
MegoT ot

REMARQUE. Les hypothéses Db<1l dans le premier cas et b>1 dans le second sont
automatiquement satisfaites : elles découlent de TI'(f,f)20 et de <l“2(f,f)> =
<(Lf)2> (intégrer sur E (24) et (25)). Par contre la limitation bg4 nous
semble artificielle, et plus probablement due & notre méthode de calcul qu'a la

nature des choses,

Démonstration. Premier cas (hypothése (24)). Cette hypothdse appliquée & vof (o

v est un polyndme du second degré) donne, par la formule (15) de changement de
variable pour T, ,
(v1of)2Ty(£,5) + (v'of)(wef)I(£,I(£,£)) + (wor)?r(e,t)
2 a(v'of)zl"(f,f) + b[(v'ef)Lf + (v"of)r(f,f)]2 .
Fixons x€E et f€A . Les deux nombres v'ef(x) et w"of(x) peuvent, par un
choix approprié de v , &tre pris égaux i deux réels o et B donnés arbitrairement

a priori. Donc la forme quadratique en « et B T T
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re? Bap + CB 2 | aarz(f,f)(x) + o BT(£,T(£,£))(x) + 52r2(f,f)(x)
- o ar(s,£)(x) - ble(Le(x))? + Br(z,)(x) T
A %

est positive, ce qui revient a dire que la matrice (T
1

B
est de type positif.
B C

Mais, par concavité de % R u.u"gZu'2 , donc, pour k et & réels, la matrice

(u(§) ku'(§)
ku'(€) k2w (€)
m(g) + kBu'(g) + k°Ca"(E) 2 O

) est aussi de type positif. Il en résulte

comme trace du produit de deux matrices de type positif. Prenant § = f(x) , ceci
démontre que la fonction
g = (uof)l’a(f,f) + k(u'ef)I(£,I(£,£)) + %ka(u"of)rz(f,f)
- a(uef) I'(f,£) - b[(uof)(Lf)2+2k(u'of)Lfr(f,f)
+ i—kz(u"of)l"g(f,f) ]
est positive au point fixé x . Elle est donc positive partout, et ceci entraine

<g>20 . L'utilisation des formules (17) et (18) permet d'écrire

L1
1-b

<g> = <uof,[ (f,f)> - <uof ,I'(£,f)>
2 ?

a
1-b
+ r(b,k) <utef,I'(f,I'(£,£))> + s(b,k) <u"0f,1"2(f,f)> 20
ol les coefficients valent respectivement r = 1+b (k-gb} 2kb) et
S = ika + I{;b (2k-1) . Cette inégalité a lieu pour tout k ; en lui fixant la
valeur k = (l+§)/(1+2b) , on obtient r = 1 , d'od
<uof T (£,£) -3 T(£,£)> + <a'ef,[(£,I(£,£))> + s<tof L2(£,£)> 2 O .
Ceci est presque 1'hypothdse (19) de la proposition 5 : nous avons le coeffi-
cient s au lieu de 4 devant le dernier terme. Mais ce terme <u"of,1'2(f,f)> est
toujours positif, car la concavité de % implique que u est convexe. D'autre part,
la valeur choisie pour k donne, par un calcul aisé, sg% , ce qui entraine a
fortiori la condition (19). I1 ne reste plus qu'ad appliquer la proposition S5e
Deuxidme cas (hypothdse (25)). On proctde de fagon tout-a-fait semblable.
La derni®re étape raméne aussi i vérifier que, pour k = (1+2)/(1+2b) , le coeffi-

cient 8 = -é—kz + b_?:i (1-2k) est majoré par % ; ceci n'est vrai que pour bg4,

d'ol la restriction. | B
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Puisque le théordme donne des résultats pour d'autres fonctions convexes que
U= xLogx , il est tentant de l'appliquer aux fonctions puissance. De fait, on

P satisfait les conditions du théoréme pour l<pg2 , sur

vérifie que U(x) = x
I=10,o[ (I=1]R pour p=2 ). Sous la forme intégrée (21), la conclusion peut
s'énoncer

<(Ptf)p> - <P ¢ e—)‘t(<fp> - <6>P) (f20 ou p=2) .
Pour p=2 , c'est presque une trivialité : cette inégalité exprime que, pour f
d'intégrale nulle (i.e. orthogonale aux constantes, qui forment le noyau de L )y

-3\t

IIP.l;f“2 décroit exponentiellement vers zéro, en e 3 ceci traduit simplement

un trou entre O et 4\ dans le spectre de -L . Or ceci s'obtient directement en
. . A

intégrant sur E 1'hypothdse (24) ou (25), car 1'inégalité <1"2(f,f)> 23 <I(f,f)>

.

équivaut elle aussi & cette lacune spectrale.

Comme nous l'avions annoncé, ce théordme permet de retrouver la constante
d'hypercontractivité optimale pour le semi-groupe brownien sur une sphdre n-dimen-
sionnelle ( n22 ) : on a dans ce cas, par la proposition 3,

Ty(£,£) = |[Hess f“2 + Ric(gradf,gradf) ;
nous avons vu que le terme de courbure est égal 4 (n-l)r—zl‘(f ,f) s puisque Af
est la trace de Hessf, on a HHessfH2 2 %(Af)2 (c'est simplement 1'identité
i?j(Hij)z 2 r—]; (§Hii)2 ), et le théordme s'applique avec a = (n—l)r-2 et b =% ’
d'ot A = % = 2nr-2 (aprés simplification par n-1 : ceci ne donne toujours pas
1'hypercontractivité du cercle — d'ailleurs, nous avons v;1 qu'elle n'est pas du
ressort de nos méthodes locales).

Plus généralement, les mémes considérations montrent que sur une variété
n-dimensionnelle compacte dont la courbure de Ricci a toutes ses valeurs propres

minorées par €>0 , le mouvement brownien est hypercontractif, avec A = 1—%; .

Nos méthodes ne permettent pas de sortir du cas ou la courbure est positive, contrai-
rement & Rothaus [10] qui prouve 1'hypercontractivité sur toutes les variétés
riemanniennes compactes. En revanche, elles donnent une estimation géométrique

simple de A et sont relativement robustes : si l'on ajoute & A un champ de

gradients suffisamment lipschitzien, le résultat subsiste.
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Un autre exemple est l'hypercontractivité des semi-groupes ultrasphériques,
étudiée par Mueller et Weissler [6 ] : le laplacien de la sphdre n-dimensionnelle
projeté sur 1'intervalle [-1,1] (considéré comme diamdtre de cette sphére) devient
1l'opérateur

L(x) = (1-)n(x) - nxt'(x) .
défini sur Cx([—l,l]) + Cet opérateur peut &tre éorit pour n non entier (il perd
alors son interprétation géométrique) ; nous supposerons n>0 pour que L soit
symétrique par rapport 4 la mesure de probabilité p(dx) = C(n) (l—xz)i _ldx .

Nous avons ici

r(f,f) = (1-x2)f'2(x) 3

Ly(£,8) = [(1-2)Em(x) = x2'(x)P + (n-1P(x)
d'ol

I“Z(f,f) 2 (n=-12)r(f,f) + r-ll(Lf)a si n>1

T(£,8) s =(L-n)T(£,£) + 3(ur)? si O<n<l .

Si (Jk)k;O désigne la suite des polyndmes de Jacobi (polyndmes orthogonaux pour

W , normalisés dans L2(p.) ), alors LI, = =\ J, pour X = k(k+n-1) . Le semi-

")\. kt

groupe est défini sur La(u) par PJ =e J i onaévidemment P l=1,

k

et le problEme est de vérifier la positivité des Pt 3 partir de celle de T .
Rappelons bridvement la méthode de Mueller et Weissler. On montre tout d'abord que,
pour tout polyndme f , <lPtf|> s <|fl> de la fagon suivante : si q)k(x) est une

suite de fonctions positives C®, convexes ui croit vers |x
’ ? ? L

4 = ' 1
3T OOPf> = <GloP f,LP.f> = - <T(qloP,f,P,f)>
- |
= WP f,I(P,f,P,£)> 5 O ,

d'oll < oP f> g <p of> , et, A la limite, <lPtfl> ¢ <|f|> . La positivité de
P.f pour f20 découle alors de <IPtf|> s <|f]> = <> = <Pf> .

Pour vérifier 1'hypercontractivité, on a le choix quant & 1'algdbre A:
on peut prendre €% ([-1,1]) , mais il faut alors établir qu'elle est stable par Py
(en fait, Mueller et Weissler démontrent, dans leur lemme 1.16, que pour t>0 ’ Pt
envoie Lz(p.) dans Coo( [-1,17) ). On peut aussi prendre l'algtbre plus petite des
polyndmes, mais elle n'est pas stable par composition avec les fonctions Cw , ce

N

qui oblige & passer constamment d'une algdbre & l'autre dans les démonstrations, mais
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présente l'avantage d'éviter le recours au lemme analytique de Mueller et Weissler,

En tout état de cause, & l'aide des estimations précédentes sur F2 , le
théordme donne 1l'hypercontractivité avec A =2n , les deux cas n>1 et n<1l étant
couverts séparément par les deux parties du théordme (le cas n=1 s'obtient par
passage & la limite dans 1'équation (19), ou plus facilement, dans (22) qui lui est
équivalente ; remarquons qu'il s'agit 1la de 1'hypercontractivité du mouvement
brownien sur l'intervalle D—g,g] réfléchi aux deux extrémités). Mais, en raison
de la restriction bg4 dans le théoréme, ceci ne marche que pour ng% , et, pour
les petites '"'dimensions" 0<11<% , nous ne retrouvons pas le résultat de Mueller
et Weissler.

C'est aussi l'occasion de remarquer que l'hypothése (25) que nous venons
d'utiliser ( I‘z(f,f) s -al(f,f) + b(Lf)2 , b>1 ) est spécifique de la dimension
un ; plus précisément, si (25) est satisfaite pour un générateur du second ordre
non dégénéré sur une variété, alors, en appliquant la proposition 3 & une fonction
de gradient nul en x , mais de hessienne arbitraire, on trouve une majoration du

carré de la hessienne ”Hess f||2 par le carré de sa trace (Af)2 3 une constante

prés, ce qui n'est possible qu'en dimension 1.

Nous avons systématiquement utilisé les formules de changement de variable,
qui expriment la continuité du processus. Sans cette hypoth&se, la situation est bien
moins claire. Le cas de 1l'espace & deux points (exemple e) du deuxi®me paragraphe)
pourrait faire croire que le théoréme se laisse généraliser aux processus i sauts,
car T, = 2I' et on vérifie, par un calcul direct (Gross [2 ]), 1'inégalité de
Sobolev logarithmique et 1'hypercontractivité. Mais l'exemple g) qui suit exhibe le
phénomdne inverse : bien que [, soit minoré par £ , Surgailis [12] a établi
que le processus n'est pas hypercontractif. Ceci se voit facilement sur les fonctions

"exponentielles' sur E , de la forme
£,(x) = exp[-faam] T T(1+a(u))
a u€x
ol a est une fonction sur S . Sur ces fonctions, le semi-groupe est donné par

Ptfa = fae't ; en prenant pour a une fonction constante, que l'on fait tendre vers
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1'infini, il apparait que, pour tous t>0 et lgp<q, on a “Pt“p,q = oo (ol
les normes sont calculées pour la probabilité u sur E qui est la loi du processus
ponctuel de Poisson d'intensité m ) ; on observe aussi que, sous la forme faisant
intervenir L (ainsi que, pour p22 , sous la forme faisant intervenir T ), les

inégalités de Sobolev logarithmiques sont invalides.
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