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TRANSFORMATIONS DE RIESZ POUR LES SEMI-GROUPES SYMETRIQUES

SECONDE PARTIE : ETUDE SOUS LA CONDITION 03932~0
par D. Bakry

La première partie de ce travail cherchait à dégager, en dimension
1, les hypothèses nécessaires pour le développement d’une bonne théorie
des transformations de Riesz. Nous nous proposons ici de démontrer un

certain nombre de résultats généraux sous ces hypothèses - en laissant
toutefois de côté la théorie H~ .

Rappelons qu’il s’agit de démontrer des inégalités de normes dans
LP entre l’opérateur linéaire C ( générateur de Cauchy ) et l’opérateur
non linéaire ~/F ( carré du champ ). L’hypothèse qui remplace la condi-
tion ( formule (4) de la première partie ) est la propriété
« intrinsèque » figurant dans la proposition 1, qui s’écrit sous for-
me intégrale Ptr(f,f), et sous forme différentielle

2r~(f,f) = Lr(f,f) - 0

Lorsque L est un bon opérateur différentiel d’ordre 2, f2 est une
expression quadratique en les dérivées d’ordre 2 de f , et l’on peut
s’interroger sur la signification géométrique d’une telle condition :
Emery a montré ( voir une note dans ce volume ) que, lorsque L est le
laplacien d’une variété riemannienne, cela correspond à une propriété
de positivité de la courbure de Ricci ( lorsque le laplacien est pertur-
bé par un terme du premier ordre, l’interprétation est plus compliquée ).

Depuis toujours, les inégalités d’intégrales singulières sont éta-
blies d’abord pour une classe 3 de bonnes fonctions ( pour lesquelles
tous les calculs formels que l’on peut faire sont légitimes ) et prolon-
gées ensuite par un argument de densité. Dans la première partie, le
rôle de ~ était tenu par les polynômes. Ici, pour ne pas obscurcir
les idées essentielles de la méthode par des complications techniques,
nous avons pris le parti de rejeter celles-ci à la fin de l’article, en
signalant par une marque jj chaque place où un calcul formel demande à
être justifié. Provisoirement, le lecteur admettra que . est une al-

gèbre de fonctions bornées, contenue dans tout tel que lp0153 ,
dense dans L~ pour stable par L et les autres opérateurs
considérés. Les hypothèses précises seront discutées plus tard, au §3.
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Les notations sont les mêmes que dans la première partie ; (Pt) est
un semi-groupe markovien sur l’espace d’états E , symétrique par rap-
port à la mesure  , admettant une réalisation par de bons processus

de Markov (Xt) ; sa résolvante est (Up) , est le semi-groupe de

Cauchy associé, les générateurs des deux semi-groupes sont L et C .

Contrairement à la première partie, nous considérerons des processus
qui ne sont-pas des diffusions ( autrement dit, le générateur.n’est pas
nécessairement local, les martingales ne sont pas nécessairement conti-
nue s ).

Le travail comprend trois paragraphes : dans le premier, on établit
la partie facile des inégalités, i.e. la domination de C par yf ; dans
le second, les inégalités inverses. Le troisième contient des résultats
et justifications d’ordre technique.

Les notations r(f,f), f2(f,f) avec deux arguments égaux seront par-
fois abrégées en r(f), r2(f) par raison d’économie.

§ 1 . LA CONDITION r2>0 . DOMINATION DE C PAR Jf

La proposition 1 de la première partie suggère d’étudier les semi-

groupe pour lesquelles l’application bilinéaire

(1) 2~’2Cf ~g) - r(f,Lg) - r(Lf,g) sur ~x~

est positive. Lorsque f,g sont des éléments de à , nous considérons

r(f,g), r2(f,g) comme des éléments de ~ , , i.e. des fonctions partout
définies et non des classes, et la positivité doit avoir lieu partout.

EXEMPLES ET REMARQUES. a) La première partie a fourni des exemples de

semi-groupes sur [-1,1] satisfaisant à cette condition ; .6 était dans
ce cas l’algèbre des polynômes. Un autre exemple est celui du semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck sur ~n, étudié par Meyer ( on peut alors prendre

pour à l’espace S de Schwartz ). On prendra garde que notre r~
n’est pas le même que celui de Meyer [8], qui n’est pas « intrinsè-
que » ( celui-ci est une somme de carrés, et le nôtre, qui est plus

grand, est positif a fortiori ).
b) Dans cet exemple-ci, nous resterons très formels : nous prendrons

et L sera une extension convenable de l’opérateur ~of + Vp.Vf
où p est assez régulière ; la mesure invariante symétrique pour le

semi-groupe correspondant est et l’on a

r(f) = ~~.. (D ..f )2 - Ei . Di D .f
La positivité de r2 est réalisée si et seulement si p est concave,

autrement dit si la mesure ~, a une densité logconcave.
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c) Il arrive fréquemment que l’on ait une expression de r

(2) ( f ~g E .~ )

où les H sont des opérateurs linéaires de  dans , la somme
étant ou finie ( diffusions usuelles ) ou convenablement convergente
( cas des semi-groupes de convolution sur Meyer [5], p. 178 ) .
Il est alors facile de calculer f2 sur

H n g + Hnf 
En particulier, si les H commutent avec L , r~ a la même forme que

F , H étant remplacé par H2p, et tous les « gradients itérés » que
l’on peut construire par la formule

(3) 2fn+l(f,g) = Lrn(f,g) - rn(Lf,g)
ont la même forme, et sont positifs. Cette situation a été vue dans le
cas de la convolution ( Meyer [5]) et dans celui des laplaciens de grou-
pes de Lie compacts et de sphères ( notre travail [1] ).

d) On a qui est toujours >0 .

FORMES INTEGRALES DE LA CONDITION 0 .

Comme dans la proposition 1 de la première partie, la condition

0 va entraîner que, pour fe~ 

(4) , r(~f )  
inégalités qui seront assez faciles à étendre hors de 3 ensuite. Notre

1 justification ici sera formelle. La seconde inégalité se ramène à la
première en rappelant que ~,f = 1 t(ds)Psf ( noyaux stables d’ordre
1/2 sur R+: voir la première partie ). Pour la première, on pose

Ss = P s f(Pt -s f) alors 
0 , donc Inversement, d’ailleurs,

si (4) a lieu on a f2(f) = limt~0 1 t(Pt0393(f)-0393(Ptf)) ~ 0 . Les formes

intégrales (4) sont donc équivalentes à la forme différentielle (1) de
l’inégalité.

Les inégalités (4), surtout la seconde, nous diront qu’un certain
processus (Zt) est une sousmartingale positive . En fait, dans beaucoup
de cas on aura le résultat bien meilleur que le processus (JZt) est
une sousmartingale positive ( en analyse classique, non seulement le
carré du gradient d’une fonction harmonique est sous-harmonique, mais
la norme du gradient l’est ). Cela correspond à des inégalités de la
forme

(5) JfCPtf) ~~ ,.~  
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Ces inégalités sont satisfaites chaque fois que l’on a comme en

(2) r(f) = 03A3n (Hnf)2 avec ou plus généralement |HnPtf|
 ( cas des processus d’Ornstein-Uhlenbeck ). Plus généralement,
on a alors pour tout ~>0

(5’) ( resp. Q,t ) ’
qui est un peu plus facile à vérifier, la fonction n’ayant pas
de singularité en 0 .

La forme infinitésimale des relations (5’ ) s’obtient en écrivant que

lim.... 1 t(~+0393(P+f)-Pt(~+03A6(f)))~0 . Posons u = r(f)+e . Nous avons

d dt~+0393(Ptf) | t=0 = d dt0393(Ptf)|t=0 2u = 20393(f,Lf) 2u
D’autre part, si (Pt) est un semi-groupe de diffusion, nous pouvons
écrire la « formule d’Ito »

Z(~ ) _ Lu ~~ r~u)U = ~~ - 
d’où l’inégalité ( qui ne contient plus e )

(6) r(r(f)) ( fe.~ ; i diffusions ).

Inversement, on peut voir en considérant g s = et en cal-

culant g’ que ( pour les diffusions ) (6) entraîne (5’) pour tout 

Dans le cas des diffusions, on a un résultat assez intéressant :

PROPOSITION 1. La condition entraîne (6), et donc (5’).

Démonstration. Soient deux éléments de .~, P un polynôme sur ~2.
Nous allons calculer r2(p(fl,f2)). Nous allons adopter des notations
abrégées 

Xi= ~P ~xi(f1,f2) ; Xij = ~2P ~x1~xj(f1,f2) (i=1,2)

(f,g)=0393(f,g) ; 2(f,g,h)= (g,(f,h))+(h,(f,g))-(f,(g,h))

( noter l’analogie avec les symboles de Christoffel de la géométrie

riemannienne ). On part de la « formule d’Ito » des diffusions

) LP(fl,f2) = Ei~ 
et + X2Cf2’g)
On obtient alors

Xlr2(fl,h) + X2r2(f2,h) + Z 
et d’autre part

Xl(fl,h,k) + X2(f2,h,k) + Ei~ 
Finalement, en développant r2(P(fl,f2),P(fl,f2))’ on obtient une forme

quadratique en les variables dont la matrice est ( en

écrivant f,g au lieu de fl,f2 pour des raisons d’encombrement )
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03932(f,f) 03932(f,g) (f,f,f) 2(f,f,g) (f,g,g)
2(g,g,f) (g,g,g)

M = 
03932(g,g) 

(f,f)2 2(f,f)(g,g) (f,g)2
2 ( g , g ) (f , g )

SYMETRIE (g,g)2
En tout point, les valeurs X.,X.. peuvent être choisies arbitraire-

ment : la positivité de Fp en tout point entraîne celle de M. Donc
- En faisant 

a) Cf ~f )2r2(f ~f ) > Cf ~f ~f )2- 4(f,(f,f)) .
- En faisant 

b) (g,(f,f))2
Ecrivant b) pour g=(f,f) , on obtient en posant (g,g)=U, V=2(f,f)r2(f)

(g,g)2 ~ 203932(f)[(f,g)2+(f,f)(g,g)] U2~ 203932(f)(f,g)2+UV
Appliquant a), on a (f,g)2=(f, (f,f ) )2  donc 

ou (U+V)(2V-U)>0 ; comme U et V sont positifs, on a U2V, le résultat
cherché.

DOMINATION DE C PAR jf

Nous arrivons à la première inégalité importante. Comme dans tout ce

travail, nous supposons que sur

THEOREME 2. Supposons que (Pt) soit un semi-groupe de diffusion. Alors
on a

(7) ~Cf~p ~ cp~0393(f)~p C 1Ixoo , 
les c ne dépendant pas du semi-groupe considéré.

Démonstration. Nous reprenons les notations probabilistes de la première
partie : (Xt) pour le processus de Markov associé à (Pt), (Bt) pour le
mouvement brownien, (Yt) pour le couple (Xt,Bt), (Y~) pour le même arrê-
té à la rencontre de Ex,{0}, etc. Nous posons

~C. ,t) = 

Nous avons

1 Dtr(~f,~f) = 2r(~f,Dt~f) = puis

2 
= + 

Comme C =-L on a 1t ~ ~ ~-t vt

(8) = 2r (p~ f) + 0 .

Comme on a r(Q~f) ~ %r(f) d’après (4), le processus (Zt) est borné,
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1 et la positivité de (8) entraîne aisément que c’est une sous-martinga-
le .. Ecrivons la décomposition de Zt sous la forme et

posons g=Cf ; le processus croissant associé à la partie verticale
la martingale M(g) est r(Q .g)Y ds ( première partie

formule (7)). L’inégalité (8) nous dit donc que

 >t
Or d’après l’inégalité (11) de la première partie, nous avons pour
1p~
(9) ~g~p ~ cp( ~Qag~p + ~ M~(g),M~(g) >1/2~~p )
Lorsqu’on fera tendre a vers l’infini, g=Cf n’ayant pas de partie
invariante, le premier terme disparaîtra. Reste à majorer le second,
ce qui revient à majorer la norme dans LP de Al/2. . Revenons à la

décomposition Zt=Z0+Mt+At ; comme la sousmartingale Z est bornée,
M est une vraie martingale, et l’on peut écrire pour tout couple de

temps d’arrêt bornés S,T avec ST

et donc, d’après le lemme de Lenglart-Lepingle-Pratelli comme dans la

première partie 
pour 

,

Maintenant, nous utilisons la proposition 1 pour établir que est

une sousmartingale : cela résulte du calcul suivant, dans lequel on

commence par introduire un e>O que l’on fera ensuite tendre vers 0 .

t (D2+Z )C~P+E)1~2 - 1(cp+E) 3/ C2(~+~)(D2+Z )~ - (D ~P)2 - 
L’expression entre crochets s’écrit

~+~Pr 2 t ~t f ) - + 

et comme Dt03C6 = -20393(Qtf,QtCf) on a

(D cp)2  ( inégalité de Minkowski )

= 

La positivité de la fonction considérée se ramène donc à celle de

’+~Pr2(~f ) - rC ~P) - 

qui est du type étudié dans la proposition 1.

Ceci étant fait, nous appliquons l’inégalité de Doob à Z1/2

E[Ap/2~] ~ c E[Z*p/2~] ~ cpE[Zp/2~] = cp 0393(f)p/2d

et la démonstration est achevée.

REMARQUE. Où avons nous vraiment utilisé le fait que est une dif-

fusion ?
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Si p>2 , nous n’avons pas besoin d’appliquer l’inégalité de Doob à

Zl/2 : il suffit de l’appliquer à Z . Nous n’avons pas besoin non plus

d’appliquer le lemme fin de Lenglart-Lepingle-Pratelli pour 0qoo : il

suffit d’avoir q>1, et d’utiliser le lemme de Garsia-Neveu, qui n’exige

pas la continuité de Z ( et d’ailleurs fournit directement une majora-
tion par Z et non Z* 00 ). Mais malheureusement, l’inégalité (9) n’est

pas établie pour des semi-groupes qui ne sont pas des diffusions : un

argument que nous ne reproduirons pas permet de l’établir pour p2, mais
cela justement ne nous sert à rien.

Dans les bons cas, un argument de dualité permet en fait d’établir

(7) pour p2 sans hypothèse de diffusion, à partir des inégalités plus
difficiles du paragraphe 2 ( cf. aussi Sém. Prob. XV, p. 161, formule

(6)), et il est vraisemblable qu’elle a lieu pour tout p>l.

g 2. DOMINATION DE Jr PAR C .

La méthode utilisée dans ce paragraphe étant beaucoup plus compli-

quée que celle du paragraphe précédent, il est encore plus important
de séparer les idées, et les justifications techniques ( signalées par
un jj ). En particulier, les innombrables intégrations par parties se-
ront traitées de manière formelle dans ce paragraphe. De même, la métho-

de de Littlewood-Paley repose sur des évaluations faites sur le « mouve-
ment brownien venant de l’infini » : on fait un calcul sous la mesure

initiale avec a très grand ( espérance notée E~ ) , et on

fait tendre ensuite a vers l’infini. Dans ce paragraphe, il nous arri-

vera parfois de désigner directement cette limite par E~, et de lui

faire subir certaines manipulations formelles, justifiées au ~3 .
Nous commençons par le calcul d’un certain nombre d’espérances et

d’espérances conditionnelles indispensables.

CALCULS ELEMENTAIRES SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

Toute la théorie de Littlewood-Paley probabiliste repose sur le
résultat élémentaire, concernant un mouvement brownien de processus
croissant 2t et tué en 0

E a [1 T f(B )ds ] = 1 a+s dt
0 

" 
0 0 

Dans cette section, nous allons noter diverses formules plus précises,
qui nous serviront plus tard. Puis nous les étendrons à ExE , et en

déduirons divers calculs d’espérances conditionnelles.
La formule précédente donne le potentiel de Green de la demi-droite

positive. Notons la formule donnant le À-potentiel de Green. On peut
la considérer comme classique aussi :
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(10) Ea[ e-03BBsf(Bs )ds ] = Sh03BB(a^s) 03BBe-03BB(avs)f(s)ds

= 1 2  f(s)ds a+s|a-s|e-t03BBdt
On en déduit une formule donnant le potentiel de Green dans l’espace-
temps. Rappelons que le semi-groupe stable d’ordre 1/2 sur 
caractérisé par sa transformée de Laplace e-t’~~ .
Alors 

a+S

(11) Ea[f(r,Br)dr] = 1 2~0 ds J dt J 0 
La formule (10) nous donne cela lorsque f(s,B s ), et l’on pas-

se au cas général par classes monotones. On a aussi une interprétation
probabiliste directe de (11) : soit L~ .le temps local de (Bt) au point
s ; compte tenu de Lr est la demi-densité d’occupation de
la trajectoire brownienne jusqu’à l’instant r ( voir par ex. Azéma-Yor,
Temps locaux, Astérisque 52-53, p. 13 ). Donc la formule (11) résultera
de la formule plus précise

(12) Ea[f(r)dLsr ] = a+sa-s| dt  t(dr)f(r)
qu’il suffit aussi de vérifier lorsque où elle est à peu

près classique en théorie du temps local.
Avant de quitter le mouvement brownien tué, notons une formule qui

servira en un autre endroit : soit m>a, et soit o le temps de sortie
du mouvement brownien de l’intervalle [O,m]. Alors on a 

’

(13) 
Ea[mf(Bs)ds] =  (s^a-a ms^m)f(s)ds .

APPLICATION A E IR+
Nous allons appliquer ces formules pour le calcul d’espérances et

d’espérances conditionnelles. Tout d’abord, on a un calcul explicite
de la fonction de Green du semi-groupe produit dans 

(14) 
Ex,a[f(Xr,Br)dr] = 1 2 ds a+sa-s |Qt(x,fs)dt

qui s’obtient en remarquant que est une mesure produit sur 

On intègre d’abord sur ~lX , ce qui fait apparaître l’intermédiaire

Ea[ r 
)dr ] avec g(r,s) = 

Après quoi on a et on applique (11). Il est

peut être intéressant aussi de donner la formule correspondant à (12)

0 r r 1 a-s ( ~t
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Nous déduisons de (14) le lemme suivant:

LEMME 3. Soit une fonction telle que (1+t2)|~(x,t)|~C. Soit
( 15 ) K~(x,t) = 1 2~0 ds ft+s Qu(x,~s )du~’u s

Alors on a C(1+t2) et le processus

(15a) Nt(~) = + j 0 = [ 0 Î | Ft]
est, sous toute loi Px’a , une martingale uniformément intégrable, dont
la projection sur le mouvement brownien (Bt) est

( 15b) N~t(~) = t^0 K ’~(Ys)dBs ,

K’~(.,t)=1 2[~0 Qt+s~sds+~tQs-t~sds- t0qt-s~sds]
Démonstration. Comme ~ est majorée par une fonction de t seulement,
majorer K~ revient à majorer /°°C(1+s2)-lsnt ds, ce qui n’est pas trop
difficile. On peut supposer r~>0~ de sorte que K~ est une fonction ex-

cessive, une surmartingale positive dont (15 ) donne la décom-
position. Evaluer la norme Hp de (Nt) revient à évaluer la norme Lp
de supt~ K~(Yt) , i.e. celle de (1+B*2)p, ou finalement de B,B>p ou
Tp : ceci vaut +~ pour p=2, est fini entre 1 et 2. Pour obtenir (15 T b ),
il suffit de se représenter le domaine d’intégration pour (15) en (s,u),&#x26; .wHI1 v
et de f aire varier t : 

to ~, .~’: ~ ~;;’ . C ela donne K’ ( . , t ) , et le calcul
de la projection est ~’~~~ s alors classique ( Sém. X, p. 156 ).

CALCUL D’ESPERANCES CONDITIONNELLES

Le but est maintenant de calculer explicitement quatre espérances
conditionnelles connaissant X T =x : ce sont naturellement des fonctions
de x , qui jouent le rôle de fonctions de Littlewood-Paley ( ou plutôt
de leur carré) dans les calculs qui suivent. Ces formules seront. notées
(A),(B),(C),(D), et deviendront le point de départ des calculs ultérieurs.

Pour alléger les notations, ici et dans toute la suite, nous adopte-
ront les conventions suivantes: .

~ a ) ~ , Q,~ désignent les noyaux ( signés borné s ) Cp. pour
t>0 .

b) Les lettres latines f,g,h... désignent de «bonnes » foncti.ons
sur E, et aussi leur prolongement harmonique f(x,t)... ; f’ est

la fonction et de même f" ( si f est dans le do-
maine de C ou L, ces fonctions se prolongeront jusqu’à t=0 ).
c) Les fonctions sur qui ne sont pas données comme prolongement

harmoniques sont désignées par des lett res grecques .
Voici les prem ières espérances conditionnelles : elles sont classiques
en théorie de Littlewood-Paley :
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LEMME 4. Soit f une bonne fonction sur E . On a

(A) E a [ T 
~X 

T 
=.] = 

s (f’ s 2) ds
(B) Ea[M~(f),M~(f)> | =.] = 2~0s^a 4 s r(f ) s ds
(C) a [ 0Ms(f)dM~s(f) 

|X

=.] = ,2 ~0 s~a Q’s(fs f’s ds

Démonstration. Pour (A) et (B), on sait que  l~~(f),M~(f) >T et l’ana-
logue en (B) sont de la forme avec dans le premier

cas, dans le second .C On applique alors la formule fondamen-
tale de la théorie de Littlewood-Paley probabiliste

(16) E [0 ~(Ys )ds |X ’T" =.] = 2f o° s^a Qs (~s) ds
( Sém. Prob. X, p. 131, formule (17)). Il n’y a aucune vérification

d’intégrabilité à faire, puisque tout est positif.
Pour (C), il faut faire plus attention. Nous supposerons par exemple

que f est dans Ll et Loo ( donc dans tout LP ). Il n’y a alors aucune

difficulté du côté gauche. Du côté droit, il y a une vérification d’in-

tégrabilité absolue à faire, que nous renverrons en appendice comme tou-

les autres vérifications de ce genre. Désignant alors par C(.) la fonc-

tion du côté droit, il nous suffit de prouver que l’on.a pour toute

fonction g sur E, elle aussi dans on a

Ea[g(X)Ms(f)Dm~s(f)] = g(x)C(x) (dx) = 2 s^a g,Q’s(fsf’s)> ds

Or  > =  Q’g = f . D’autre part, le

premier membre vaut

Ea[  M(g),M(f).M~(f) >~ ] =  M"(g),M(f).M"(f) >~] =

Ea [~0M s(f)dM~(f),M~(g)>s] 
= Ea[20

f(Ys)f’(Ys )g’(Ys)ds ] =

2 s^a (gsfsf’s) ds .

C’est bien la même chose .

Le calcul suivant est plus compliqué, aussi n’énonçons nous que le

résultat limite ( a >oo ) . Le résultat complet figure en (17).

LEMME 5. On a .

(D) ] = 

Démonstration. Comme plus haut pour (C), il y aura une vérification ~

1 faire sur le côté droit, que nous rejetons en appendice. Cela mis à

part, tout revient à calculer g étant une

fonction comme ci-dessus. 
T O
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Comme on peut remplacer le produit par un crochet

 M(g),1~ (f).dM (f)>T , et çomme la seconde martingale est horizonta-

le, remplacer M(g) par l~ (g). On notera qu’il n’y a aucune difficulté
d’intégrabilité ( f,g appartenant ~ tous les LP par hypothèse ). On
écrit ce crochet 0 M~s(f)dM~(f),M~(g)>s . Or on a, d’après une trans-
formation classique ( Dellacherie-Meyer, Probabilités et Potentiel B,
VI.57, (57.1)), en posant A =dVl~’(f),1~~(g)> - n=f’g’

M (f)dA ] = E ] = E ~~VI~( f t ),N> ~ ] 
s

a~ s s a T T a T

où N . est la martingale Celle-ci a été calculée dans le

lemme 3, ainsi que le crochet correspondant, et il nous reste

a 0 s s 
0 .

Nous allons faire un calcul d’abord formel, que nous justifierons par
la suite. Nous posons où fl est nulle en 0 . La der-
nière intégrale vaut ( en recopiant (15b) de façon plus concise )

K’(~) _ t 
Nous utilisons la symétrie des Q pour les faire passer sur ft .
Reste donc

2 j a{t) r~s’ ~~+s~ > dsdt

Nous remarquons que Reste donc en face de ~s dans le crochet

2 03B1(t)[f’s+2t - I{t~s}f’2t-s + I{ts}f’s] dt

Le dernier terme vaut simplement Dans le second nous rem-
plaçons t par s+t, donc par et il nous reste

2~0f’s+2t[03B1(t) = ~sf’t[03B1(t-s 2)-03B1(t+s 2)]dt
Remarquons que a est constante au voisinage de l’infini, donc le
crochet est nul : on peut intégrer par parties et il reste en tout

(17) E f’g’ ,Ha > dsa T ~ s s 
~ s s s

HÎ* + 

En particulier, si l’on fait tendre a vers +oo a(s)=s, le
dernier terme tend vers 0, et il reste 

~ ’ ’

~  fsg’s , sfs+s2f’s >ds =  >

d’où la formule annoncée en (D). 

j 
Contrairement ~ notre habitude, nous ne donnerons pas en appendice

tous les détails ( cf . la remarque après le lemme 6 ) . Mais nous
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voudrions expliquer tout de suite la raison des notations 
dans le calcul précédent : il est commode de remplacer dans la dernière

partie de la démonstration par une intégrale
étendue à le temps de 

C 
sortie de [0,m], et de faire tendre

ensuite m vers l’infini. Dans ces conditions, le principe du calcul
reste le même, simplement la fonction est remplacée par la fonc-
tion sAa- msnm de (13), et il est inutile de le modifier.

Dans l’énoncé suivant, seules les inégalités de la première colon-

ne sont vraiment importantes, mais les autres apparaissent comme inter-

médiaires dans la démonstration, et la structure du théorème se comprend

mieux si on les énonce explicitement. On remarquera que ce sont toutes

des inégalités « horizontales », qui ne devraient pas exiger l’utili-

sation de l’opérateur « vertical » r : la remarque suivant la démons-

tration montre qu’un tel raisonnement est possible.

~ LEMME 6. Soit f une « bonne » fonction, et soit p>2. Alors chacune

des fonctions suivantes sur E est bien définie, et a une norme dans

Lp/2 majorée par .

a1( f) = ~-Qs (fs f’s)ds a5 (f) = Q’s (f2)ds

a2(f) = ? a 6 (f ) - a 8 (f ) - 

a3(f) =  sQs(fsf"s)ds a 7 (f ) _ 
a4(f) = -s2Qs(f’sf"s)ds

Démonstration. On remarquera d’abord la forme générale skQ(l)(f(m)f(n))

avec Le numérotage est parfaitement arbitraire.

Lrexpression « bonne » fonction ne représente pas simplement une

condition de taille sur -f : il faut que f soit « sans partie inva-

riante » en un sens assez fort pour que ces intégrales convergent ab..

solument ( par exemple, que f soit de la forme Cg : détails au § 3 ).

Pour abréger la notation, on dira que deux fonctions u,v dépendant de

f sont équivalentes ( si c P ~~f~~2 . Avec ce langage, le

lemme 4, le lemme 5 et les inégalités classiques de théorie des martin-

gales nous donnent le point de départ

( cf.(A)), ( cf . (C ) ) , ( cf.(D))

D’autre part, la condition (B) s’écrit aussi +

2/sQ (f f")ds ~0, d’où a8~a3. Cela suffira pour tout démontrer.

) Dans a on écrit 
intègre par parties .

1. Ce signe - donne à al une intégrale positive, 
et de même a4.
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Il vient a7=-2a2-2a3. Comme on a a3N0 . On a vu que
a8 N2a3 , donc 

Dans a 8 on écrit ~~t(f~)-D~’ s s (f2)-2~’ s (f s f ! ) s et on intègre par parties.
Il vient a8 = -a5-2a6 , donc a5N0 . °

Dans a5 on écrit Q’s(f2s)=DQs(f2s)-2Qs(fsf’s) , d’où a5= a1 et a1~0.

Dans a2 on écrit 2sds=d(s2), d’où 2a2= -a7+2a4 et a4~0 .

REMARQUE. L’une des inégalités de Littlewood-Paley-Stein affirme que

et il n’est pas difficile d’en déduire que

a9 = s3Q s(f "s2)ds ~ 0 .

Nous ne connaissons pas de démonstration probabiliste de ce résultat,
Voici comment on peut l’utiliser au lieu de l’estimation (D), assez
pénible. On écrit d’abord une inégalité de Schwarz

et comme on sait majorer et a9 dans Lp, on majore a4 dans 
autrement dit La dernière intégration par parties de la démonstra-
tion précédente nous donne alors connaissant le résultat pour a4
et a2. Enfin, la relation a7=-2a2-2a3 nous donne que a3N0, et la re-

lation a3= al-a2-a6 ( sachant que a6~0 : cf. (C)) nous donne que 
On a donc retrouvé tous les résultats de la première colonne sans

utiliser l’existence de r, ni l’estimation (D).

LES INEGALITÉS FONDAMENTALES
Nous avons introduit dans la formule (3) la famille des « gradients

itérés » commençant par ro(f,g)=fg, continuant avec f2...
Nous prenons maintenant les quatre fonctions de la première colonne du
lemme 6, et nous remplaçons les produits par un rl .

(18) Al(f ) = 

j A2(f) = 
A3(f) = 

A 4 ( f) = )ds . °

Notre but va être de démontrer les propriétés suivantes, où f est
une « bonne » fonction, et où p est >2 ( on utilisera pour cela la

condition ro>0 )(191) ~A2(f)~p/2 , ~A4(f)~p/2 ~ cp~Cf~2p
(192) 
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(193) ~A1(f)-A2(f)-A3(f)~p/2 ~ cp~Cf~p~0393(f) ~p
Cl9ü~) rCf)

C195) 2CA 1 Cf )-2A 2 (f )-2A 3. (f ) )2
Montrons tout de suite à quoi servent ces inégalités : nous ne par-

i lons ici que de « bonnes » fonctions, mais .il faudra au paragraphe
3, n°11, étendre cela â toute sans partie invariante.

THEOREME 7. Si f est une bonne fonction, p>2, on a ~0393(f)~p~cp~Cf~p .

Démonstration. Comme f est une bonne fonction, ces normes sont a prio-
ri finies. Il suffit. donc de montrer que 

Nous partons de la formule

1C~+A -rCf)) - lr(f)
 1r(f) (19 )

Donc lr(f )  - 2(A 1 -A 2 -A 3 )-(A 1 -2A 2 -2A ) 3
Nous avons donc à majorer et Le premier
est donné par (193) . Pour le second, nous écrivons

(195)
Dans le dernier terme, remarquer que r(f) et A2 sont positifs : comme
4Al-r l’est ’ 2A4-A2 l’est d’après (l95). On utilise alors Hôlder

c c 

et il ne reste plus qu’à appliquer (191) et (192).
Il faut maintenant établir les propriétés (191)-(195). La première

inégalité (191), en fait, a déjà été vue : en effet, majorer la norme
Lp/2 de fso r(f’ )ds en fonction de revient, en rempl-acant Cf par

s s p
f et en utilisant la notation du lemme 6, à vérifier que 

ce qui était l’une des inégalités de départ ( fournie par le lemme 4,
).

La seconde inégalité (191) est plus longue, mais se ramène aussi au
lemme 6. Esquissons la démonstration. On écrit la définition de r

- fs)
On transforme cette expression ainsi Q"(f’f" 

-Q’s(f’s2) = D(Q’s(f’sf"s)-Qs (f’s,fs )-Qs(f"s2))+ Qs(f"sfs)+Qs(f’sfivs)+2Qs(fmsf"s).
Deux termes disparaissent, et il reste en intégrant par parties

2A4(f) = -2/s(Q’s(f’sf"s)-Qs(f’s,f’’’s)-Qs(f"32))ds + 2/s2Qs(f"sf’’’s)ds

Dans le dernier terme on reconnaît -2a4(Cf), dans les deux précédents
et 2a~(Cf.), et le lemme 6 majore tout cela au moyen de 
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Enfin, le premier terme vaut -2a6(Cf), majoré par le lemme 6 de la
même manière - mais il est bon, en vue de la suite, de remarquer di-
rectement qu’il se ramène aux termes ai(Cf) (i=l,...,4) en écrivant
Q’s(..)=DQs (..)-... et en intégrant par parties. En effet, un raison-

nement analogue sera présenté ( ou du moins esquissé ) plus loin aux
niveaux supérieurs ( avec des r , n>l ) et l’on ne disposera alors que
des quatre fonctions d’indice 4 .

Pour les autres inégalités, il faut utiliser vraiment l’hypothèse

r2>0 , en travaillant sur des (sous)martingales convenables.
DEMONSTRATION DE (192) ET (194)

Cela va résulter de la considération de la même sousmartingale
qu’au paragraphe 1 : nous posons cp(.,t)=r(ft) , 
avec 

At = 6 tAT h(Ys)ds h(.,t) = 

E[A~|S=] = 2sQs(03932(fs)+0393(f’s))ds = H(.)

et les inégalités classiques sur la décomposition d’une sousmartingale
j~ ( nous omettons comme d’habitude les vérifications de détail : il faut

raisonner sur Ea et faire tendre a vers +00 ) permettent de dire que
. Reste à calculer

explicitement cette intégrale. p~2 p P

On a par définition de r2 .
On écrit ensuite

- 

= ....... 

Les deux derniers termes s’en vont, et il reste en intégrant par par-
H = 

ties

On intègre le premier terme par parties : il vaut DQ r(f s )-2~ r(f s f’)
et il reste simplement 

’ 

H = -r(f) = 

Comme H>0 ~ on obtient (194). D’autre part, on en déduit (19 ) sans
aucune peine. 

1

DEMONSTRATION DE ( 193 ) . Nous introduisons la 
et la martingale t~T

V(Y s )dB s
Nous allons écrire une inégalité de Burkholder

Il faudra faire tendre a vers +oo , mais en fait nous laisserons les
détails de côté . Le calcul d’une espérance conditionnelle comme
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nous en avons une du côté gauche a déjà été fait au lemme 4, formule
(C), avec une fonction un peu différente : on a

Ea[g(X)(Ys)dBs] = Ea[ g’(Ys)(Ys)ds] g’(.,s)=Q’sg

s^aQ’sg,0393(fs,f’s)>  ds

et par conséquent

E~[N|X=.] = 2 sQ’s0393(fs ,f’s)ds

On écrit comme d’habitude Q’r(f ,f’ )=DQ r(f ,f’ )-Q r(f’)-Q r(f’,f"),s s s s s s s s s s s
en intégrant par parties l’expression de l’espérance conditionnel-

le, qui est

2A1 -2A2 - 2A3 ,
ce qu’il nous faut pour (193). Du côté droit, nous avons

N,N> = 203C82(Ys)ds 03C82t=0393(ft,f’t)2~ 0393(ft)0393(f’t) ~ gtr(ff)
où 1’°n a posé g=r(f), Ainsi, on a

 N,N >t 
et l’intégrale vaut  > . Désignant par A,B ces deuxT

facteurs, on a 
~N,N>1/2p/2 ~~ AB~p/2 ~ ~A~p~B~p
~ cp~0393(f)~p~Cf~p

d’après les inégalités de Doob et de Burkholder : 1 (19~) est établie.
1 DEMONSTRATION,DE (195). On part de l’inégalité on re-

marque que les deux côtés sont égaux pour t=O, et on en tire que

pour ce qui donne

(,20) 
Nous appliquons Q aux deux membres, remplaçons g par ( avec

notre notation usuell e, f et intégrons de 0 à +oo . A droite,
nous avons

2~0 Qs0393(fs+03BBsf’s,f’s+03BBsf"s )ds = 

A gauche, nous avons / On fait disparaître Q’ en
écrivant cela On a

-2 Qs 0393(fs+03BBsf’s,(1+03BB)f’s+03BBsf"s)ds = -2[-A1(f)+03BB(A2(f)+A3(f))-03BB2A4(f)]

0 s s s s s 3 4

tandis que le premier terme vaut -r(f,f). Par conséquent
+ + ( 2A - 0

ce qui nous donne (195), et nous redonne (19~), ainsi d’ailleurs que
la relation 2A~> A2 .
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§ 3 . RESULTATS TECHNIQUES

Ce paragraphe justifie les passages traités rapidement dans le corps
du texte ( passages marqués [ ). Il est divisé en courtes sections numé-

rotées - d’abord de nature générale, puis concernant chaque point par-
ticulier à vérifier.

Sauf mention spéciale, la lettre p désigne un exposant fini > 1.
Nous désignons par D (L), D_(C) le domaine de L ou C dans Ir.

Nous supposons que la mesure invariante  est une me sur e de réfé-

rence pour le processus (Xt), i.e., les ensembles ~-négligeables sont
les mêmes que les ensembles de potentiel nul - en particulier, une iné-

galité établie ~-p.p. entre fonctions finement continues a lieu partout.

1. L’ALGEBRE  . Nous désignons pan 3 une algèbre de fonctions bor-

nées, contenue et d nse dans tout LP, stable par le générateur L

et le semi-groupe (Pt). Puisque les éléments de * appartiennent au
domaine de L , ce sont automatiquement des fonctions finement continues.

Si le lecteur veut s’épargner l’usagé de cette notion, il pourra
les supposer continues sur E polonais. Il sera utile ( cf. note
de P.A. Meyer ) de savoir qu’une intégrale d’une
famille de fonctions finement continues, mesurable et uniformé-
ment bornée, par rapport à À bornée, est finement continue.

Pour f , la relation ( avec Lf ) a lieu partout, et
montre que la fonction (x, t)  P tf(x), uniformément bornée, finement
continue en x pour t fixé, admet une dérivée en t qui possède les mêmes
propriétés. Cela vaut pour les dérivées en t Dkptf de tous ordres.

Pour (f,g)e~ , nous rencontrerons aussi des expressions non-linéaires
telles que r(Puf’Pvg)’ r(r(Puf)), se ramenant à l’applica-
tion répétée de L et du produit sur des fonctions de la forme P f, fe~.
Nous supposerons toujours que ces expressions sont continues en (u,v),
uniformément bornées en (x,u,v) .

En revanche, nous ne supposerons pas que  soit stable par Q. ou
par C . Cela nous imposera un peu de travail supplémentaire, que le

lecteur pourra s’épargner en première lecture en faisant cette hypothê-
se.

2. QUELQUES RAPPELS. On trouvera dans le livre de Stein [10] certaines
propriétés analytiques des semi-groupes symétriques. En particulier,

les propriétés suivantes nous seront utiles

- Si feLp, la fonction f*= SUPt Ptlfl appartient à LP, avec une norme
majorée par cp~f~p ( ce serait faux dans LI ).
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- Si fLp, la fonction P.f de !E dans Lp est prolongeable analyti-
quement en une fonction holomorphe, bornée par ~f~p , dans l’angle

~!)’ En particulier, une application de la formule de
Cauchy permet de démontrer que existe au sens L", avec
(3.D 

3. SUR L’OPERATION r . Nous rappelons certains points présentés dans

Meyer [5]- On suppose que (P-t-) admet un opérateur carré du champ.
Soit h une fonction appartenant à D (L). Alors tout d’abord il en

existe une version « précisée », finement continue hors d’un ensemble

polaire, et alors le processus

mht = h(Xt)-h(X0)-Lh(Xs)ds

est une martingale pour la mesure ( et aussi pour P~ pour ~.-presque
tout x ), bornée dans Ir~ sur tout intervalle fini, continue à droite
( continue si X est une diffusion ). Si cette martingale possède un cro-

chet oblique ( c’est toujours le cas si p>2, ou si X est une diffusion)
celui-ci est absolument continu, et l’on a

= ds .

Le cas le plus simple est celui où Dans ce cas, on a heD(L),
2r(h) = = -h,Lh> ~ ~h~2~Lh~2, d’oû il résulte que
F est une forme bilinéaire continue de D?(L)xD?(L) dans L .

Le petit lemme suivant nous servira plus tard, mais peut être omis

pour l’instant :

LEMME. Si h-0 dans D (L), p~2 , r(h)-0 en mesure. Si (Pt) est une dif-
fusion, on a le même résultat pour lp2 aussi.

Démonstration. Le cas p=2 est évident. Si p>2, soit 0 une mesure bornéemajorée par  et équivalent à  , et soit ~=03B8Psds , également majorée
par p, et équivalente à p.. Nous allons montrer que r(h)->0 dans L (~),
d’où l’énoncé. Pour cela, on remarque que mhl ~0 dans Lp(P ), donc dans

donc dans L~(P~), donc E~[~,Ï~>~]=~,r(h)> -~0.
Si (P.) est une diffusion, il n’y a pas lieu de distinguer crochet

droit et oblique, et les inégalités de Burkholder nous disent que

E [h,h>p/21]=E [(100393(h)Xsds)p/2] ~0. Si p~2 on peut faire entrerle p/2 sous l’intégrale, et il vient que , 0393(h)p/2 > ~0 .

APPLICATION. Avec les mêmes hypothèses sur p, si fn~f et dans Dp(L),
en mesure.

En effet, )r(f~g~)-r(f,g)!~ + ~r(f~), le

dernier facteur étant borné en mesure, puisque majoré par 
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4. DERIVABILITE DE r(p t f) . Nous allons montrer que, pour ge3,

r(Ptf,Ptg) est dérivable pour avec pour dérivée r(f,Lg)+r(Lf,g).

Comme à est stable pour (Pt), on en déduira que la fonction est par-
tout dérivable à droite, avec dérivée r(Ptf,PtLg)+r(PtLf,Ptg), conti-
nue et uniformément bornée : donc en fait r(Ptf,Ptg) est dérivable.
Par récurrence, on voit alors qu’elle est avec dérivées de tous

ordres uniformément bornées.

Ecrivons une formule de Taylor avec reste intégral en 0, pour la
fonction Co° Ptf

Ptf =f + tLf + t0(t-u)Pu F du (F=L2f  )
et de même pour g . Alors

r(Ptf,Ptg) = r(f,g) + t(0393(f,Lg)+0393(Lf,g)) + t20393(Lf,Lg) +
+ 0393(t0 (t-u)PuF du, Ptg)+0393(f+tLf, (t-u)PuG du)

et il s’agit de démontrer que les termes de la seconde ligne sont 0(t2).
On remarque que 0 Jt(t-u)P F du = Ptf-f-tLf appartient â b, et que

0393((t-u)PuF du,Ptg ) = (t-u)0393(PuF,Ptg)du p.p. : : en effet, l’inté-

grale peut être interprétée au sens de D2(L) , car u*-~P F est continue

de ~+ dans D2(L) ( continuité simple + domination dans L2 par et r est alors continu à valeurs dans L . Cette égalité p.p. entre fonc-
tions finement continues a lieu partout, de même que la relation

1  = 
Le second membre étant uniformément borné, la conclusion en découle.

VARIANTE. Un résultat très voisin, utilisé pour l’étude de r2 ’ est
la dérivabilité sur [0,t] de la fonction

. On écrit pour st, 

gs-gso 
= (Ps-Pso)0393(Pt-so f) + Ps(0393(Pt-s)-0393(Pt-so f))

L’étude que nous avons faite va régler le terme de droite : après divi-
sion par s-so, la fonction sous le P va converger uniformément vers
la dérivée, et alors l’application de Ps ne créera pas de problème. ° A
gauche, c’est encore plus facile : r(Pt-s f) appartient à ~ . D’où pour
0st une dérivée - 0

~ 

g’ s = Lr(P t-s f) - 
En 0, vérifions que dans L1 ; tend en effet versPtf dans D2(L), donc est petit dans LI. Il en est de
même de et aussi de 
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5. ETUDE DE Q. ET DE C . Nous commençons par rappeler quelques formules
explicites sur

(3.2) ~,t(ds) - 
d’où l’on déduit sans peine que, pour feLP, Q.f appartient à D (L),
et même à D (L k ). pour tout k. On a en fait 

~ ~ ,

(3.3) = s -3/2-k
où J-.. est un polynôme de degré -k. Ce qui en posant s=ut2 nous donne

(3.4) du = t-k/Psf 
où la masse totale de ne dépend pas de t. En particulier, pour

k=l, nous aurons un résultat utile : posons Lf=g , Psf-f = f SPug du.
Comme (1)=0, nous pouvons écrire o 

C

Q’tf =  c(Ps f-f)(1-2t2)e-t/4s s-3/2ds

que nous coupons en 1 et / 00 , après quoi nous faisons tendre t vers 0.
La seconde intégrale 0 a une limite 1 finie à cause du terme en s _ 3/2. . Dans
la première, nous remplaçons P f-f par jSPug du et intervertissons les
intégrations avant le passage à la limite. Il nous reste alors

(3.5) Cf = 10Psg ~(ds) + ~1 (Psf-f)~(ds) g=Lf , ~,~ bornées.

D’où une majoration immédiate de ~Cf~p en fonction de 
Nous n’avons pas supposé .8 stable par C, Q. , et ceci va nous cré-

er quelques complications pour définir des quantités comme 

ou pour f,ge~ .

Nous avons p.p., d’après la continuité des applications u-~ Puf,
de TR+ dans D2(L), et la continuité de r de D2(L)xD2(L) dans

(3.6) 0393(Qtf,Qtg) = t(du) t(dv0393(Puf,Pvg)

Mais le côté droit est une fonction finement continue, en tant qu’inté-

grale de fonctions finement continues ( appartenant à  ), uniformé-

ment bornées d’après la relation ( qui

a lieu p. p. , et donc partout ). Le coté droit est donc défini sans am-

biguïté, et servira de définition partout au côté gauche. Ceci étant,

on peut dériver en t le côté droit autant de fois qu’on le veut, et

l’on voit que existe, et est uniformément borné en (x,t),

continu en t . On a plus généralement le même résultat, par le même rai-

sonnement, pour ).
Nous avons évidemment

(3.7) 
= 
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D’où l’on tire aussi, par une récurrence immédiate, le calcul des dé-

rivées d’ordre supérieur.
Nous aurons besoin de savoir aussi que existe, et est

borné uniformément en (x,t). Pour cela, on utilise les hypothèses fai-
tes au début du paragraphe, i. e. le fait que Lr(Puf,P g) est borné en
(x,u,v) : on a PsLr( ûf,P g)ds , et assez

de domination pour intégrer par rapport à t(du) t(dv), d’où le résultat
cherché. Sans cette hypothèse, on pourrait seulement montrer que, pour
E>0 fixé, est uniformément borné.

6. MAJORATION DE Q.. Le lemme suivant nous servira un grand nombre
de fois, surtout pour justifier des intégrations par parties.

LEMME. Soient f , ge.~ . On a

(3.8) 

où C(f,g) est uniformément bornée et appartient à tous les LP .

Démonstration. Nous allons démontrer quelque chose d’un peu plus géné-
ral que (3.8), en mettant Q au lieu du premier Q. ( on peut plus
généralement encore mettre Q~(i), mais nous ne traiterons pas ce cas ).
On écrit simplement la formule

( ~ ) f (k)
On remplace par -p(~ ut ~+2 )f , par ~t (k+2 ) g ~ et on appli-
que (3.4) 

ct -k-2 ~ g , etc .
Les deux derniers termes sont donc majorés par ct-j-k-2f*g*, et f*g*

la fois bornée et dans tous les LP. Cette propriété est préser-
vée par application de Q ( et si l’on prend e=t variable, supt 
 (1 g ) est bornée et dans tous les LP ). 

Reste le premier terme. Après application de Q ( légitime, ’ car ce

terme est borné par différence ), il reste d’après (3.4)

On remplace à droite (...)* par sa valeur sups Ps(|Q(j)tfQ(k)tg|) ~c sups Ps(t-kjf*g*) = ct-k-j(f*g*)*, qui est bronée et dans tout Lp .
Nous savons que la fonction est bornée, ’ mais on peut

en donner une majoration explicite, en écrivant
2r(f) +2r(Q~f-f) , f-f - du

Appliquer Q~ au premier terme fait apparaître un r(f )~. Pour le se-
cond, posons Cf=g . On a - au sens L1, donc p.p., puis partout

= Qtr 
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Après quoi on majore comme plus haut 

 ct-2(g~2)~ . Si geLP, p>2 , , (g*2)* appartient à LP/2.

JUSTIFICATION DES RESULTATS RELATIFS A r2
7. Soit feb . D’après (3.6), nous avons partout

0393(Qtf,Qtf) ~ ( t(du)0393(Puf))2 ~ t(du)0393(Puf)
Si la première des inégalités (4) ou (5) a lieu, on en déduit la seconde.

Nous avons vu en 4 que f(Ptf) est continue et dérivable. La conti-
nuité en 0 entraîne que la fonction Ptr(f)-r(Ptf) est nulle en 0 :

si elle est positive, sa dérivée est aussi positive, la positivité
du r? . Le même raisonnement montrera que (5’) entraîne (6).

Pour montrer que la positivité du f2 entraîne (4), nous avons fait
en 4 presque tout le travail : g = f) est dérivable sur ]0,t]
avec dérivée positive, donc croissante sur ]0,t]. Comme au sens

L~- en 0, on a p.p., donc partout. 
s

Proposition 1. La formule d’Ito nous permet de calculer l’effet d’une

fonction de classe C2 sur les opérateurs L et r, dans le cas des diffu-

sions : le point à remarquer ici est que les égalités p.p. fournies par

cette formule ont lieu entre éléments de ~, donc partout. De même, la

positivité de f2 a lieu partout. C’est important pour le raisonnement.

8. Voici un catalogue des propriétés valables pour fe~, sous l’hypothèse

( répétée parmi elles ) que 03932~0 sur D . Le problème consiste à les
étendre à d’autres fonctions f - par exemple, à ge3 ou 

( 3’ 9 ~ 

(3.10) ~0393(Pt+sf) ~ Pt~+0393(P sf) 
( diffusions seulement : résulte

de la proposition 1 ).

(3.11) L0393(f,f) ~ 20393(f,Lf) ( c’est la condition 

(3.12) r(r(f)) . .

Nous savons que (3.9) a lieu sur 3 ( la seconde, par intégration

comme en (3.6)). Etendons les à fL2 en supposant s>0 . Par exemple
la seconde : i nous approchons f dans L 

2 
par des fne . Alors 

dans D2(L), ’ donc r(Qsf) dans Zl, ’ et de même tend

vers Même raisonnement du côté gauche, et l’inégalité passe

à la limiter avec un «p.p.» ). Si feD2(L), Qsf tend vers f dans D2(L)
pour s->0, et l’inégalité (p.p. ) vaut aussi pour s=0. Même raisonne-

ment pour la première inégalité, en se rappelant que Ps est régularisant
pour s>0 ( analytic,ité L ).

Même raisonnement encore pour l’inégalité (3.10) : elle s’étend p.p.

à feL 2 pour s>0, à pour 



167

En particulier, prenons r>0, ge~ . Les inégalités (3.9) et
(3.10) ont lieu partout avec s==0, et en dérivant à l’origine nous éta-
blissons (3.11) et (3.12) sans avoir supposé 3 stable par Q..

Pour des fonctions feLP, p>2, on peut établir une version affaiblie
de (3.11) ( que le lecteur peut omettre )

(3.13) p.p. pour ~>0

Pour voir cela, on écrit

~ ( cf. (6))
Si f-g est petit dans L~ (p>2), f et g restant bornés dans LP, le pro-
duit (f-g)~(f+g)~ est petit dans L~, , et cela subsiste après un nou-
veau *. De même

est petit dans Lp/2 . Approchant feLp par des ~ on voit que
est limite dans LP/2 donc est positif p.p..

On remarquera qu’une fonction de la forme est finement continue
hors d’un ensemble polaire, donc le «p.p.» peut être amélioré.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2

9. Pour vérifier qu’un processus de la forme f(Y~) est une sous-martin-
gale, et calculer le processus croissant associé, nous disposons des

lemmes techniques de Meyer [5] (1). Voici un énoncé précis.
LEMME.. Soit f(x,t) une fonction sur ExE , bornée, telle que :
- Pour tout t fixé, a(x,t) existe ( convergence simple bornée

des (Pt-I)/t ), soit finement continue en x, uniformément bornée en
(x,t) .

- Pour tout x fixé, existe, ~ soit finement continue en
x, uniformément bornée en (x,t), ’ et telle que t~bt soit continue au
sens de la convergence uniforme ( il suffit pour ce dernier point que
Dff(x,t) soit uniformément bornée en (x,t)).

Alors le processus est une martingale sous
toute loi 0

1. Cet énoncé fait la synthèse du lemme 7 p. 156 ( sur Ex ) et de
l’argument du bas de la page 157. Signalons quelques erreurs matériel-

les ; S p. 157, lignes 5 et 9, les dh manquent, et il faut lire a(y,r)
au lieu de a(x,r). Ligne 4 du bas, lire Âu=r. 
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Dans l’application au théorème 2, la fonction f(x,t) à laquelle
on applique le lemme est la première fois r(f), et la seconde fois

avec f . La condition 03932~0 entraîne que Qtr(f)
est uniformément bornée. Nous avons fait le nécessaire, dans les n

précédents, pour montrer l’existence de le caractère borné

en (x,t) de cette fonction ( fin du n°5 ), étendre les inégalités de

positivité sur r2 ( n°8 )...

10. Peut on étendre le théorème 2 à des fonctions qui n’appartiennent

pas à ~ ? Il est naturel de chercher à établir d’abord que

(3.14) pour E>0, feLP , 
puis de faire ensuite tendre ~ vers 0. Nous distinguerons les cas p2
et p>2.
Cas p2 . Nous approchons feLP par des Alors gn=PÉfn tend vers

g=P f dans D p (L), et tend vers 0 dans LP ( n°3 ), d’où il

résulte sans peine que Jr(gn) tend vers dans tandis qu’il

est à peu près évident que Cg n tend vers Cg dans LP ( cf. (3.5)).

Cas p>2. Nous utiliserons ici le théorème 7 ( étendu à Dp(L)) qui domi-
ne par , et a fortiori (( 3 . 5 ) ) par la norme dans D (L) :
alors, avec les mêmes notations que ci-dessus, on sait que 
tend vers 0 dans LP et on peut conclure de la même manière.

DOMINATION DE Jf PAR C ( p>2)

11. Dans ce paragraphe, il s’agit d’établir une inégalité de la forme

(3.15) ~0393(f)~p ~ cp~Cf~p pour feD (L) 
(1) 

sans partie in-
variante

et notre première question va être : pour quelles « bonnes fonctions »

feD (C) suffit-il d’établir une telle inégalité ?
p 

Rappelons d’abord que P e (£>0) applique L~ dans Dp(L) . Il suffit
en fait d’établir que, pour ~>0,

~0393(P~f)~p ~ cp~CP~f~p (fLp0 : Lp sans partie in-
variante )

En effet, si feD (L) , P f ~f dans D (L) pour donc CPef-7Cf dans

LP ( cf. . n°5, , formule (3.5)) tandis que Jr P E f tend en mesure vers

( n°3), donc l’inégalité passe à la limite.

Ensuite, puisque f est sans partie invariante, ÀUÀf tend vers 0

dans LP lorsque ~-~0 , U~ désignant la résolvante de (Pt). D’autre part
on a = L(-Uxf) . Posant il nous suffit de montrer

1. On remarquera que r(f) est défini pour feDp(L), mais non a.,priori
sur D p (C) : l’inégalité permettra ce prolongement.
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que cp~CP~Lg03BB~p ~ cp~CP~Lg03BB~p
et de faire ensuite tendre À vers l’infini. Mais alors, approchons g~
dans LP par des fne; si la formule a été établie pour les fn , elle
passe bien à la limite comme ci-dessus. D’autre part, PeL laisse 3
stable. Finalement

(3.16) Il suffit d’établir le th. 7 lorsque f .E L(~) c ,~

Ce sera là, pour toute la suite de la preuve, notre classe de « bonnes
fonctions », pour laquelle nous allons justifier tous les calculs for-
mels du texte.

CALCULS D’ESPERANCES CONDITIONNELLES

12. Nous avons à montrer ( lemme 4 et lemme 5 ) que, si f est une

« bonne fonction » au sens qui vient d’être défini, les intégra-
les

s|Q’s(fsf’s)|ds , s2|Q’s(f’s2)|ds

existent, et appartiennent en fait à tous les LP (p>1). Rappelons que
f=Lg, avec ge17 .

Tout d’abord, on sait ( cf. (3.4)) que ch~ . Pour s  1,
nous écrivons

(Cf)~2
s2 ~ Q’ (f’ 2) ~  c ~ (Cf )~2~~

qui appartient bien à tous les Il, y compris Pour s>l, on écrit

encore (3.4), mais

|fs|=|Q"sg| ~ cs-2g*, et de même |f’s|  cs-3g*
|sQ’s(fsf’s)| ~ cs-5(g*)* |c2Q’s(f’s2)|~ cs-5(g*)*

et avec une décroissance à l!infini en s 5, on a presque honte d’être
si riche ( prendre f de la forme Cg au lieu de Lg suffirait déjà large-
ment à tout faire converger ).

LEMME 5. Puisque nous suggérons ( remarque suivant le lemme 8 ) une mé-
thode pour éviter l’inégalité (D), nous ne croyons pas nécessaire d’a-
lourdir ce texte avec les vérifications de détail. Cependant, le passage
par (D) a l’avantage de ne rien utiliser d’étranger à la théorie des
martingales.

LEMME 6. La première marque J signale le mot «, bonne fonction » défi-
ni plus haut. En ce qui concerne la convergence des intégrales, on a

, etc.
Une telle décroissance justifie largement toutes les intégrations par
parties de la démonstration ( dernier j de la page ). ° Quant au j d’avant, ,



170

il signale le recours à la proposition suivante, due à Stein, qui
justifie aussi le passage de la remarque muni 

12. LEMME. Soit (gt) une famille de fonctions positives, telle que
Qtgs ~gt+s . Alors les normes dans Zp des fonctions

U = skgsds et V =  sk Qsgs ds
sont équivalentes pour 

( Dans la première application on prend et dans la seconde

gt - f t ~~ 2 ) ’
Démonstration. On a g2s ~ d’où 1 ’on’tire une inégalité ponctuel-
le du type UcV. C’est l’inégalité inverse qui est plus délicate.

Nous interprétons 
Pl 

comme la norme dans de l’application

( ) x à valeurs dans L1(TR+,skds), et de même pour ~V~p . Nous

avons donc

= sup g (x) h (x)ds
p h 0 ss s

h parcourant l’ensemble des fonctions boréliennes positives h(x,s)
telles que la v.a. H(x)=sup h(x,s) ait une norme 1 dans On

a donc 
’

~V~p 
= sup ~0 sk Qsgs,hs >ds = sup ~0 sk  gs,Qshs >ds

  ~skgs ds , H* > ~ ~U~p~H* ~ .

- 

0 s = p q

On utilise enfin le résultat ( lemme maximal de Stein ).

LES INEGALITES FONDAMENTALES

Comme plus haut pour les ai, il faut vérifier que les intégrales

définissant les Ai sont absolument convergentes, et que les fonctions

en s qui y figurent décroissent assez vite pour justifier les inté-

grations par parties. On a d’après (3.8)

|Qs0393(fs,f’s)| ~ cs-3f**, |sQs0393(f’s,f’s)| ~ cs-3f**
|sQs(fs,f"s) ~ cs-3f**, |s2Qs0393(f’s, f"s) ~ cs-3f**

de sorte que les quatre fonctions ont un sens pour fLp, p>1,
sans qu’il soit nécessaire de la supposer de la forme f=Lg ( nos « bon

nes fonctions » précédentes.
La première 1 de la page 14 a été traitée au n°11.

DEMONSTRATION DE (192). Cette sous-martingale a été étudiée au n09.
Comme on n’a pas ici la partie délicate relative ~ zl/2, on pourrait
s’épargner une hypothèse en travaillant sur au lieu de r(ft)’ t
Il serait alors plus facile de vérifier que Lx03C6 est uniformément bor-
né ( condition nécessaire à l’application du lemme du n°9 ). Le résul-

tat sur les processus stochastiques utilisé est le suivant :
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Soit (Z ) une sous-martingale positive uniformément intégrable
( sur un espace de mesure finie d’abord : on commencera par les mesu-

res puis on intégrera par rapport à puis on fera tendre

a vers +00) , et soit sa décomposition canonique. On a alors

E[Zoo 
et par conséquent ( cf. Dellacherie-Meyer, chap.VI, n°99 ; on pourra
aussi voir VI.22 pour le fait que Z appartient à la classe (D)), on a

E[Ap~] ~ cpE[Zp~] pour 

DEMONSTRATION DE (195). Le calcul de a été fait en (3.7).

§ 4. REMARQUES ET RESULTATS ADDITIONNELS

1. DUALISATION DU THEOREME 7.
Nous avons établi en toute généralité ( th. 7) la domination de Jf par

C pour p>2 , Par dualité, nous allons établir la domination de C par
JF si p~:2 : ce résultat a été établi pour les semi-groupes de diffusion
(th.2), mais nous l’étendons ainsi à des semi-groupes quelconques.

Voir la remarque à la fin de cette section, au sujet de la dualisation
analogue du théorème 2 et des difficultés qu’elle présente.

Si f appartient à l’algèbre  , notons I(f) sa projection dans L2
sur l’espace des fonctions invariantes. Soit p>2 , et soit q l’exposant
conjugué : f-I(f) est limite dans Lq de fonctions de la forme Cg ~
avec geDq(L). En effet, si VÀ est l’opérateur À-potentiel du semi-
groupe (Qt), on a

C (-V~f ) , et V~f appartient à 

et d’autre part, lorsque À2014>0, ÀVÀf tend ( dans L2, dans Lq , et p.p. )
vers I(f). Pour établir la phrase soulignée, il reste à montrer que D (Z)
est dense dans D q (C), ce qui est clair : si UA est l’opérateur À-potèn-
tiel de (Pt) et f appartient à D q (C), ÀUÀf eD q (Z) converge vers f
dans D q (c). 

~ A q

Soit alors feD (L), avec 1p~2 ; on a

= 

~ 
Cf , g > =  Cf , g-I ( g) >

= 

sup q 
Nous utilisons maintenant l’inégalité |0393(f,h)|~0393(f,f)1/20393(h,h)1/2 

, puis
l’inégalité de Hölder, et enfin le théorème 7 qui nous majore 
par c ; ; nous obtenons que 

q
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( 4.1 ) 1 p2

le résultat cherché.

REMARQUE. Si nous pouvions dualiser de même le théorème 2, nous obtien-
drions l’équivalence de norme entre C et Jf ( pour les fonctions sans
partie invariante ), pour les diffusions, et dans tout l’intervalle ]1,00[,
alors que nous ne l’avons établie plus haut ( th.2 et th. 7 ) que dans
l’intervalle [2,ce[ . Mais pour faire un tel raisonnement par dualité, il
faudrait savoir que, pour f assez bonne

cp sup jr 

Cela pose des problèmes, même dans les cas les plus élémentaires : prenons
par exemple une diffusion sur n de générateur 1 20394f + Vp.Vf , symétrique
par rapport à la mesure et qui satisfait à l’hypothèse

si p est logconcave . L’opérateur r(f,g) vaut 1 2gradf.gradg . Quel
est le dual de l’espace des fonctions dent le gradient est dans 
C’est un problème d’espaces de Sobolev à poids dont nous ignorons la réponse.

Rappelons aussi que pour des semi-groupes qui ne sont pas des diffu-

sions, on ne peut espérer établir l’équivalence de normes entre C et

Jr dans tout l’intervalle ]1,o0[ ( voir Stein, Singular Integrals...,
p. 163, énoncé 6.13 ).

2. ITERATION DE LA METHODE DU TF. 7

Pour f,g appartenant à l’algèbre ~, nous itérons la construction de

l’opérateur r2 en définissant

(4.2) ~n+1~~ = ~ ( 
On rencontre assez fréquemment des semi-groupes ( semi-groupes de convo-

lution sur ~n , semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck ) pour lesquels toutes
les formes bilinéaires fn sont positives. Une démonstration en tout

point analogue à celle du théorème 7 permet de montrer que

(4.3) Si tous les rp ( 1 pa~.+1 ) sont positifs, on a pour p~2

( )

Voici le principe de la méthode. On introduit les quantités suivantes

( toutes les intégrales étant convergentes en vertu des arguments 3 )

A~(f) = - A~(f) = 

~.n(f ) - {XJ An(f) - - 
On fait l’hypothèse de récurrence
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"~’~"p/220142014p,n-1 "~~"p/2
,

On établit alors, comme dans le th. 7, les résultats suivants

1) > 

2) 

3) 4A~(f) ~ 
4) ~2(A~(f)-2A~(f)-2A~(f))~
( cf. les formules (18) et (19) du second paragraphe. Comme dans la dé-
monstration du th. 7, on montre alors que

"~"p/220142014pj’~)’"p/2
ce qui permet de démontrer )f~(~))L/? ~ et l’on est prêt

à remonter d’un nouveau cran dans la récurrence.

3. EQUIVALENCE DE NORMES POUR p>1, POUR CERTAINES DIFFUSIONS

Nous avons dit au n~1 qu’on ne savait pas établit l’équivalence de nor-
mes entre C et Jf pour 1poo , dans le cas des diffusions.

Il y a pourtant des cas où cette équivalence est connue : d’une part,
le cas des mouvements browniens de toutes dimensions, d’autre part, celui

du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Or ces deux cas ont un trait commun :

l’opérateur r(f,f) s’écrit 2~ (H~f)~ , les opérateurs H. laissant

stable ,et satisfaisant à

(4.4) = h H~
où h est une fonction positive, la même pour tous les indices i . Dans

le cas des mouvements browniens, et pour Ornstein-Uhlenbeck h=1.
Or pour les diffusions possédant cette propriété, nous savons établir

l’équivalence de norme pour 1poo par une méthode complètement différente
de celle qui a été utilisée plus haut. Elle utilise la théorie de Littlewood

Paley-Stein pour les semi-groupes sousmarkoviens symétriques, due à Cowling,
et présentée dans ce volume par Meyer.

Nous remarquons que l’on a dans ce cas

(4.5) HiPtf = tHif
où Pt est le semi-groupe sousmarkovien symétrique de générateur L==L-hI
( semi-groupe qui se construit à partir de par une « formule de Feyn-
man-Kac » ). Soit (Qt) le semi-groupe de Cauchy associé, et soit 
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la fonction de Littlewood-Paley

g1(f) = (~0t(Dttf)2dt)1/2
La théorie de Littlewood-Paley sousmarkovienne permet d’affirmer que l’on a

une équivalence de normes Pour les fonctions f sans par-

tie Q -invariante, et une équivalence analogue pour les fonctions ~=(~)
a valeurs dans un espace de Hilbert ( S~ ~i~n~ ~ ’

On a alors pour fe~

))~?7~ = ~ (~f)~)~~jp
~ ~( 03A3i t(DttHif)2dt )1/2 L ( inégalité de L-Psousmarkovienne )

On utilise la relation de commutation tHi = HiQt , puis 

pour obtenir

... ~Cp))( 
~ 

cette dernièreinégalité étant une inégalités de martingales familière.

On obtient donc sans peine l’inëgalitë désirée. On remarquera que c’est

une inégalité du type de celle du th. 7 ~ qui se dualise bien ( section 1 )

et nous donne l’équivalence de normes pour 1:p0153 .

Toutefois, le raisonnement précèdent exige que l’onvérifie que chaque

H.f est sans partie invariante pour (P.) . Or on a pour fe ~ ~ L

~( ~ (P~f)~/~ = = - >

qui tend vers 0 pour Cela entraîne que chaque tend vers 0.


