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TRANSFORMATIONS DE RIESZ POUR LES SEMI-GROUPES SYMETRIQUES
SECONDE PARTIE : ETUDE SOUS LA CONDITION F2§O
par D. Bakry

La premidre partie de ce travail cherchait 3 dégager, en dimension
1, les hypothdses nécessaires pour le développement d'une bonne théorie
des transformations de Riesz. Nous nous proposons ici de démontrer un
certain nombre de résultats généraux sous ces hypothdses - en laissant
toutefois de cbté la théorie HY .

Rappelons qu'il s'agit de démontrer des inégalités de normes dans
IP entre 1'opérateur linéaire C ( générateur de Cauchy ) et l'opérateur
non linéaire T ( carré du champ ). L'hypoth@se qui remplace la condi-
tion H(a)>0 ( formule (4) de la premidre partie ) est la propriété
<< intrinséque >> figurant dans la proposition 1, qui s'écrit sous for-
me intégrale F(Ptf,Ptf) < P.I'(£,f), et sous forme différentielle

2ry(f,f) = Lr(f,f) - 2r(f,If) » O

Lorsque I est un bon opérateur différentiel d'ordre 2, Ty est une
expression quadratique en les dérivées d'ordre <2 de £ , et 1l'on peut
s'interroger sur la signification géométrique d'une telle condition :
Emery a montré ( voir une note dans ce volume ) que, lorsque L est le
laplacien d'une variété riemannienne, cela correspond 3 une propriété
de positivité de la courbure de Ricci ( lorsque le laplacien est pertur-
bé par un terme du premier ordre, l'interprétation est plus compliquée ).

Depuis toujours, les inégalités d'intégrales singulidres sont &ta-
blies d'abord pour une classe &# de bonnes fonctions ( pour lesquelles
tous les calculs formels que l'on peut faire sont légitimes ) et prolon-
gées ensuite par un argument de densité. Dans la premidre partie, le
r8le de £ était tenu par les polyndmes. Ici, pour ne pas obscurcir
les idées essentielles de la méthode par des complications techniques,
nous avons pris le parti de rejeter celles-ci & la fin de l'article, en
signalant par une marque ]| chaque place od un calcul formel demande &
&tre justifié. Provisoirement, le lecteur admettra que &£ est une al-
gébre de fonctions bornées, contenue dans tout Lp(p) tel que l<p<w ,
dense dans IP pour l<p<oo, stable par I et les autres opérateurs
considérés. Les hypothdses précises seront discutées plus tard, au §3.
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Les notations sont les mémes qQue dans la premidre partie 2 (E%) est
un semi-groupe markovien sur l'espace d'états E , symétrique par rap-
port & la mesure p , admettant une réalisation par de bons processus
de Markov (Xt) 3 sa résolvante est (Up) , (Qt) est le semi-groupe de
Cauchy associé, les générateurs des deux semi-groupes sont L et C .
Contrairement & la premidre partie, nous considérerons des processus
qui ne sont pas des diffusions ( autrement dit, le générateur n'est pas
nécessairement local, les martingales ne sont pas nécessairement conti-
nues ).

Le travail comprend trois paragraphes : dans le premier, on établit
la partie facile des inégalités, i.e. la domination de C par 4T 3 dans
le second, les inégalités inverses. Le troisildme contient des résultats
et Justifications d'ordre technique.

Les notations T(f,f), F2(f,f) avec deux arguments égaux seront par-
fois abrégées en T(F), P2(f) par raison d'économie.

8§ 1 . LA CONDITION ngO . DOMINATION DE C PAR ,T

La proposition 1 de la premidre partie suggdre d'étudier les semi-
groupe (Pt) pour lesquelles 1l'application bilinéaire

(1) 2r2(fsg) = Ir(f,s) - I'(f,Lg) - r(Lf,g) sur LIxb

est positive. Lorsque f,g sont des éléments de &£ , nous considérons
r(t,s), F2(f,8) comme des éléments de £ , i.e. des fonctions partout
définies et non des classes, et la positivité doit avoir lieu partout.

EXEMPLES ET REMARQUES. a) La premidre partie a fourni des exemples de
semi-groupes sur [-1,1] satisfaisant & cette condition j; £ était dans

ce cas 1l'algdbre des polyndmes. Un autre exemple est celui du semi-groupe
d'Ornstein-Uhlenbeck sur Rn, étudié par Meyer ( on peut alors prendre
pour & l'espace S de Schwartz ). On prendra garde que notre T,

n'est pas le méme que celui de Meyer [8], qui n'est pas << intrinsé-

que >> ( celui-ci est une somme de carrés, et le ndtre, qui est plus
grand, est positif a fortiori ).

b) Dans cet exemple-ci, nous resterons trés formels : nous prendrons
E=R" , et I sera une extension convenable de 1l'opérateur %Af + Vp.VE
od p est assez régulidre ; la mesure invariante symétrigue pour le
semi-groupe correspondant est u(dx)=e2p(x)dx, et 1l'on a

r(f) = %zij (Dijf)z - Z;5 Dy pDF DT
La positivité de Iy est réalisée si et seulement si p est concave,
autrement dit si la mesure p a une densité logconcave.
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¢) Il arrive fréquemment que l'on ait une expression de T
(2) r(f,g) =z HfHg (f,5€5) .
ol les Hn sont des opérateurs linéaires de S dans S , la somme
étant ou finie ( diffusions usuelles ) ou convenablement convergente

( cas des semi-groupes de convolution sur B . Meyer [5], p. 178 ) .
I1 est alors facile de calculer I, sur .4

2
2r,(f,g) = 2z Hf Hig + zn([L,Hn]f He+ HFf [L,H ]Jg)
En particulier, si les Hn commutent avec L , I, a la m&me forme que

r, Hn étant remplacé par HE , et tous les << gradients itérés >> que

1'on peut construire par la formule
(3) 2rn+l(f’g) = Lrn(f,g) = rn(f7Lg) = rn(Lf,g)
ont la méme forme, et sont positifs. Cette situation a été wvue dans le

cas de la convolution ( Meyer [5]) et dans celui des laplaciens de grou-
pes de Lie compacts et de sphdres ( notre travail [1] ).

d) On a [ry(£)dp = - [T(£,I)dp = /(I£)%ap , qui est toujours 30 .

FORMES INTEGRALES DE LA CONDITION ' 2 o .

Comme dans la proposition 1 de la premidre partie, la condition
r,>0 va entrainer que, pour fesb

) M) < Byr(®)  ,  T(Qf) < Qr(®)

inégalités qui seront assez faciles & étendre hors de S ensuite. Notre
Justification ici sera formelle. La seconde inégalité se ramdne & 1la
premidre en rappelant que Qf = / pt(ds)Psf ( noyaux stables d'ordre
1/2 sur B+ ¢ voir la premidre partie ). Pour la premidre, on pose

g = PST(Pt_sf) , alors gy = Per(Pt—sf)"2Psr(Pt-sf’LPt—sf) =

PSP2(Pt_Sf) > 0, donc F(Ptf>:gO§gt: tl“(f) . Inversement, d'ailleurs,

si (4#) a lieu on a TI,(f) = lim_,, %(Ptr(f)—r(Ptf)) > 0 . Les formes
intégrales (4) sont donc équivalentes & la forme différentielle (1) de
1'inégalité.

Les inégalités (4), surtout la seconde, nous diront qu'un certain
processus (Zt) est une sousmartingale positive . En fait, dans beaucoup
de cas on aura le résultat bien meilleur que le processus (JZ;) est
une sousmartingale positive ( en analyse classique, non seulement le
carré du gradient d'une fonction harmonique est sous-harmonique, mais
la norme du gradient l'est ). Cela correspond A des inégalités de 1la
forme

(5) JTEID < P GWTE) , JIQD < 9 WIE)



148

Ces inégalités sont satisfaites chaque fois que l'on a comme en
(2) r(f) =z, (an)2 , avec P H-=H P, ou plus généralement IHnPtfl
< |Ptan| ( cas des processus d'Ornstein-Uhlenbeck ). Plus généralement,
on a alors pour tout &>0
(5") JEITTPETT < Pt(JE:TTT7) ) ( respe. Qt ) )
qui est un peu plus facile & vérifier, la fonction JE;T_ n'ayant pas
de singularité en O .

La forme infinitésimale des relations (5') s'obtient en écrivant que

limtto %(Je+FZPtT)—I%(Js+FZf5))§O . Posons u = r(f)+e . Nous avons
Zr(p,1)|
a T et le=0 | 2r(e,If)
T/ g = oV = T/

Dt'autre part, si (Pt) est un semi-groupe de diffusion, nous pouvons
écrire la << formule 4'Ito >>

LA ) = - e

u

dtol 1'inégalité ( qui ne contient plus & )
(6) 4r2(f)r(f) > r(r(£)) ( fed ;3 diffusions ).

Inversement, on peut voir en considérant 8y = PsJe+r(Pt_Sf) et en cal-
culant gé que ( pour les diffusions ) (6) entraine (5') pour tout &>0.

Dans le cas des diffusions, on a un résultat assez intéressant :

PROPOSITION 1. La condition [I,>0 entraine (6), et donc (5').

Démonstration. Soient f,,f, deux é¢léments de #, P un polyndme sur B,
Nous allons calculer F2(P(fl,f2)). Nous allons adopter des notations
abrégées

P _ Q%P s _
Xi= %ii(fl’fz) ) Xij = BXlBXJ(fl,fz) (i=1,2)
(f,g)=r(f,g) ;X<f,g,h)= (g,(£,h))+(n,(£f,8))-(£,(g,n))

( noter 1l'analogie avec les symboles de Christoffel de la géométrie
riemannienne ). On part de la << formule d'Tto >> des diffusions

LP(£),f,) = X LE #ILE, + By X5 (F5,55)

ij i
et (P(£,55),8) = X (f1,8) + X(£,,8)
On obtient alors
r2(P(f1,f2),h) = X1F2(fl’h) + X2r2(f2,h) + zij Xij(h,fi,fj)
et d'autre part
(P(fl,fa),h,k) = Xl(fl,h,k) + Xz(fz,h,k) t By Xij(fi,h)(fj,k)

Finalement, en développant FE(P(fl’fz)’P(fl’fZ))’ on obtient une forme
quadratique en les variables Xl’X2’X11’X12’X22 dont la matrice est ( en
écrivant f,g au lieu de fl,f2 pour des raisons d'encombrement )
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ry(£,£) ry(f,8) (£,f,1) 2(f,f,8) (£,8,8)

ro(g,8) (8,f,f) 2(g,g,£) (8,858)

n= (£,£)2 2(£,£)(8,8) (£,8)
2(£,8)°+2(£,£)(8,8) 2(g,8)(f,8)

SYMETRIE (g,g)

En tout point, les valeurs Xi’Xij peuvent &tre choisies arbitraire-
ment : la positivité de I, en tout point entraine celle de M. Donc

- En faisant X2=X12=X22=O

a) (£,0)71p(£,8) 3 (£,2,£)°= 5(£,(£,2)° .

- En faisant X2=X11=X22:O ,

b)  2r,(8)((£,8)%+(£,£)(8,8)) 2 (&, (£,£))°

Ecrivant b) pour g=(f,f) , on obtient en posant (g,g)=U, V:Z(f,f)rz(f)

(8,8)° < 2r2(f)[(f,g)2+(f,f)(g,g)] U2§ 2r2(f)(f,g)2+UV

Appliquant a), on a (f,g)2=(f,(f,f))2 < 4(f,f)2r2(f), donc U2§2V2+UV
ou (U+V)(2V—U)20 3 comme U et V sont positifs, on a U§2V, le résultat
cherché.

DOMINATION DE C PAR LT

Nous arrivons & la premiédre inégalité importante. Comme dans tout ce
travail, nous supposons que F2>O sur 4§ .

THEOREME 2. Supposons que (Pt) soit un semi-groupe de diffusion. Alors
on a
7 ofl, s e I, ( 1<p<eo, ted )

les cP ne dépendant pas du semi-groupe considéré.

Démonstration. Nous reprenons les notations probabilistes de la premidre
partie (Xt) pour le processus de Markov associé & (Pt)’ (Bt> pour le

mouvement brownien, (Yt) pour le couple (Xt’Bt)’ (Y;) pour le méme arré-
té & la rencontre de Ex{0}, etc. Nous posons

9Cayt) = T(QT) , Zy=e(Y)

Nous avons

| D, I(Quf,Quf) = 2r(Q.£,D Q) = 2I(Q.f,Q.CF) puis
, Dgr(Qtf,Qtf) = 2r(Q,f,Q,0°f) + 2r(Q,Cf,Q,Cf)

Comme C~=-L on a

(8) (DE+L,)9(. ,8) = 2T(Qf) + 2r(Q,CE) 2 2r(Q,02) 2 O .

Comme on a F(Qtf) < Qtr(f) d'aprés (4), le processus (Zt) est borné,
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et la positivité de (8) entraine aisément que c'est une sous-martinga-
le . Ecrivons la décomposition de Zt sous la forme Z,+M +A, , et
posons g=Cf 3 le processus croissant associé & la partie verticale

1 . A
M (g) de la martingale M(g) est 2jt T F(Q.g)osts ( premiére partie,
C
formule (7)). L'inégalité (8) nous dit donc que
1 1
Ap 2 <M (g),M (g) >y
Or d'aprés 1'inégalité (11) de la premidre partie, nous avons pour
1<p<m® 1
t 1/2
(9) lell, < epC I8l + i< M (), M (g) >3 I, )
Lorsqu'on fera tendre a vers l'infini, g=Cf n'ayant pas de partie
invariante, le premier terme disparaltra. Reste & majorer le second,
ce qui revient & majorer 1la norme dans P de Aé{2. Revenons 3 la
décomposition Zt=ZO+Mt+At 3 comme la sousmartingale Z est bornée,
M est une vraie martingale, et 1l'on peut écrire pour tout couple de
temps d'arrét bornés S,T avec S<T

_ _ *
BlAp-Ag] = B[Zp-Zg] < B[ZgI g qy ]
et donc, d'aprés le lemme de Lenglart-Lepingle-Pratelli comme dans la

premiére partie * .
B[4l ] gch[zo;l] pour O<g<® -

Z1/2

une sousmartingale : cela résulte du calcul suivant, dans lequel on

Maintenant, nous utilisons la proposition 1 pour établir que est

commence par introduire un &>0 que l'on fera ensuite téndre vers O .

I (D241 ) (9+e) 1/ = F(ore) /2 [2(qre) DI+ 0 - (D)2 - 1(e)]
L'expression entre crochets s'écrit
4qT,(QuE) - T(p) + 4er(Q,0f) - (D ®)°
et comme Dt@ = -EF(Qtf,Qth) on a
(D,9)° < 4T(Q.00)T(Q.F) ( inégalité de Minkowski )

4¢F(Qtf) .
La positivité de la fonction considérée se raméne donc & celle de
4or,(QE) - T(9) = 4T (Qf)r(Qyf) - r(r(Quf))

qui est du type étudié dans la proposition 1. 1o
Ceci étant fait, nous appliquons l'inégalit? de Doob & Z ;2
p/2 *p/2 p/27 _ D
E(A°] < cpE[ZOO 1< cPE[ZOO ] = p JT(£)* “ap

et la démonstration est achevée.

REMARQUE. Ol avons nous vraiment utilisé le fait que (Pt) est une dif-
fusion ?
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Si p>2 , nous n'avons pas besoin d'appliquer 1'inégalité de Doob &
Z1/2 ¢ il suffit de 1l'appliquer & Z . Nous n'avons pas besoin non plus
d'appliquer le lemme fin de Lenglart-Lepingle-Pratelli pour O<g<wm : il
suffit d'avoir g>1, et d'utiliser le lemme de Garsia-Neveu, qui n'exige
pas la continuité de Z ( et d'ailleurs fournit directement une majora-
tion par Z_ et non ZZ}). Mais malheureusement, 1'inégalité (9) n'est
pas établie pour des semi-groupes qui ne sont pas des diffusions : un
argument que nous ne reproduirons pas permet de 1l'établir pour p<2, mais
cela justement ne nous sert & rien.

Dans les bons cas, un argument de dualité permet en fait d'établir
(7) pour p<? sans hypothése de diffusion, & partir des inégalités plus
difficiles_du paragraphe 2 ( cf. aussi Sém. Prob. XV, p. 161, formule
(6)), et il est vraisemblable qu'elle a lieu pour tout p>1 .

§ 2. DOMINATION DE ,T PAR C .

La méthode utilisée dans ce paragraphe étant beaucoup plus compli-
quée que celle du paragraphe précédent, il est encore plus important
de séparer les idées, et les justifications techniques ( signalées par
un | ). En particulier, les innombrables intégrations par parties se-
ront traitées de manidre formelle dans ce paragraphe. De méme, la métho-
de de Littlewood-Paley repose sur des évaluations faites sur le << mouve-
ment brownien venant de 1l'infini >> : on fait un calcul sous la mesure
initiale p®ea avec a tréds grand ( espérance notée Ea ) , et on
fait tendre ensuite a vers l'infini. Dans ce paragraphe, il nous arri-
s et de lui
faire subir certaines manipulations formelles, justifiées au 83 .

vera parfois de désigner directement cette limite par E

Nous commengons par le calcul d'un certain nombre d'espérances et
d'espérances conditionnelles indispensables.

CALCULS ELEMENTAIRES SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

Toute la théorie de Littlewood-Paley probabiliste repose sur le
résultat élémentaire, concernant un mouvement brownien de processus
croissant 2t et tué en O ot

Ea[ /‘r f(Bs)ds ] = joosAaf(s)ds = %/O%(s)ds / ° at
0 0] 0 a-s
Dans cette section, nous allons noter diverses formules plus précises,
qui nous serviront plus tard. Puis nous les étendrons a EXEE+ , et en
déduirons divers calculs d'espérances conditiomnelles.
La formule précédente donne le potentiel de Green de la demi-droite
positive. Notons la formule donnant le A-potentiel de Green. On peut
la considérer comme classique aussi :
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T _=A © Shy/A -/A
(10) Ea[é e Sf(Bs)ds ] = é _E§%£§A§le W (avs)f(s)ds

a+s ~
= 5/%8(s)as [ e"Whap
0 |a-s|

On en déduit une formule donnant le potentiel de Green dans 1l'espace-
temps. Rappelons que le semi-groupe stable d'ordre 1/2 sur R+_est
caractérisé par sa transformée de Laplace /pt(dr)e—hr = e~ WA |
Alors . 1 ® a+s ®
(11) B[/ f(r,Br)dr] =5/ ds /[ at [ py (dr)f(z,s)

0 0 la-s| ©
La formule (10) nous donne cela lorsque f(s,Bs)=e—ASf(BS), et 1l'on pas-
se au cas général par classes monotones. On a aussi une interprétation
probabiliste directe de (11) : soit L? -le temps local de (Bt) au point
s 3 compte tenu de <B,B>t=2t, L; est la demi-densité d'occupation de
la trajectoire brownienne jusqu'd l'instant r ( voir par ex. Azéma-Yor,
Temps locaux, Astérisque 52-53, p. 13 ). Donc la formule (11) résultera
de la formule plus précise

a. T s _ a+s
(12) B[/ "£ ()L ] = {

oo
at / p (ar)f(xr)
a-s 0

qu'il suffit aussi de vérifier lorsque f(r):e‘Ar

, ol elle est & peu
prés classique en théorie du temps local.

Avant de quitter le mouvement brownien tué, notons une formule qui
servira en un autre endroit : soit m>a, et soit o) le temps de sortie

du mouvement brownien de 1l'intervalle [O,m]. Alors on a

(13) 520/ P8 )as] = [ (sha-sam)f(s)as -
0 0

APPLICATION A EXE+

Nous allons appliquer ces formules pour le calcul d'espérances et
d'espérances conditionnelles. Tout d'abord, on a un calcul explicite
de la fonction de Green du semi-groupe produit dans EXE+

T 1,00 a+s
(14) EX8[f £(X_,B )Ar] = 5/ ds (x,f.)dt
[O .r’ r ?O a—SIQt ’ S
qui s'obtient en remarquant que PX’? est une mesure produit sur CipXCipe
On inté&gre d'abord sur LX , ce qui fait apparaltre l'intermédiaire
B2 ["g(x,B)ar ] avec g(r,s) = /P (x,d7)£(y,5)
0]

Aprds quoi on a jpt(dr)g(r,s)th(x,fs), et on applique (11). Il est
peut &tre intéressant aussi de donner la formule correspondant & (12)

587 fTex ats] = &% Q (x,f)at .
[ é ( r) r] Zla_sl Qt x
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Nous déduisons de (14) le lemme suivant

2 .
LEMME 3. Soit n(x,t) une fonction telle gue (l+t )|n(x,t)|§0. Soit

1,®© t+s
K ’t = d (X,T] )du
(15) n(x,8) = 3/ ds lt o Qu
Alors on a IKn(x,t)Ig O(1+t2) et le processus
tA
(15,) My(n) = En(rp) + /7 n(¥ )ds = B[ [Tn(Y,)as]5,]

est, sous toute loi pX.a , une martingale uniformément intégrable, dont

la projection sur le mouvement brownien (Bt) est
(15,) N2(n) = [T k(Y daB.
b t 0 s s 1 - .
<@
K'n(.,t)= Q[é Qt+snsd5#'£ Qs—tnsds"é U-sNgds]

Démonstration. Comme n est majorée par une fonction de % seulement,
majorer Kn revient 3 majorer /000(1+s2)'lsAt ds, ce qui n'est pas trop
difficile. On peut supposer n>OO de sorte que Kn est une fonction ex-
cessive, Kn(YT) une surmartingale positive dont (15 ) donne la décom-
position. Evaluer la norme H® de (Nt) revient 2 evaluer la norme IP
de sup, . Kﬂ(Yt) , i.e. celle de (1+Bf )p, ou finalement de <B,B>E ou
P : cefi vaut +w pour p=2, est fini entre 1 et 2. Pour obtenir (15b),
il suffit de se représenteru}ehggmaine d'intégration pour (15) en (s,u),
. Cela donne K'(.,t), et le calcul
alors classique ( Sém. X, p. 156 ).

et de faire varier + :

de la projection est

CALCUL D'ESPERANCES CONDITIONNELLES

Le but est maintenant de calculer explicitement quatre espérances
conditionnelles connaissant XT=X : ce sont naturellement des fonctions
de x , qui jouent le rble de fonctions de Littlewood-Paley ( ou plutdt
de leur carré ) dans les calculs qui suivent. Ces formules seront. notées
(A),(B),(C),(D), et deviendront le point de départ des calculs ultérieurs.

Pour alléger les notations, ici et dans toute la suite, nous adopte-
ront les conventions suivantes :

a) Q% , QE désignent les noyaux ( signés bornés ) CQtz C2G%:-LQt pour
b) Les lettres latines f,g,h... désignent de << bonnes >> fonctions

sur E, et aussi leur prolongement harmonique f(x,t)... 3 £ est
la fonction f'(.,t)—f'( )—Q%f et de méme f" ( si f est dans le do-
maine de C ou L, ces fonctions se prolongeront Jjusqu'a =0 ).
¢) Les fonctions sur EXR qui ne sont pas données comme prolongement

harmoniques sont de81gnees par des lettres grecques .

Voici les premidres espérances conditionnelles : elles sont classiques
en théorie de Littlewood-Paley :
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LEMME 4. Soit £ une bonne fonction sur E . On a

(A E[ QUEM(E)> X =]
(e 0]

(® B[ '@ X =] =2/ saqf(z) s
T - e o]

(¢) B[ éMs(f)dMs(f) |x =] =2 é sha QL(£,TL) ds

2 éoo sha Qs(féz) ds

I

Démonstration. Pour (A) et (B), on sait que < M”(£),M (f) >_ et 1l'ana-
logue en (B) sont.de la forme ]T n(Ys)ds , avec nt=2fé2 dans le premier
cas, nt=2r(ft) dans le second .9 on applique alors la formule fondamen-
tale de la théorie de Littlewood-Paley probabiliste

(16) Ea[éT (¥ )ds |X =] = 2é°° sha Qg (n,) ds

( Sém. Prob. X, p. 131, formule (17)). Il n'y a aucune vérification
d'intégrabilité & faire, puisque tout est positif.

Pour (C), il faut faire plus attention. Nous supposerons par exemple
que f est dans L1 et TP ( donc dans tout P e I1 n'y a alors aucune
difficulté du cbté gauche. Du cdté droit, il y a une vérification d'in-
tégrabilité absolue & faire, que nous renverrons en appendice comme tou-
les autres vérifications de ce genre. Désignant alors par C(.) la fonc-
tion du c6té droit, il nous suffit de prouver que 1l'on.a pour toute
fonction g sur E, elle aussi dans LlnIpo, on a

00
Ea[g(XT)éTMS(f)dMg(f)] = [g(x)C(x)p(dx) = 2(/) sAa <g’Qé(foé)>uds

Or < g,Q (£, £L) > = < Qlg ,£ fL > = [/ gzf fL dp . D'autre part, le

premier membre vaut
B [ < M(8),M(E)M(£) > ] = B[ <M(g),M(£)U(£) >, ] =

Bl [ ¥ U (0337(0) W (8D ] = B (2 2T (T e (1208 ] =

®
25 sha p(g L fL) as -

C'est bien la méme chose .
Le calcul suivant est plus compliqué, aussi n'énongons nous que le
résultat limite ( a>o ) . Le résultat complet figure en (17).
LEMME 5. On a .
D B [/MCEACE|X = . 1= T (sa1(E £+s2QL(E1))ds
(@) oo[O s S T -0 s s s S TS

Démonstration. Comme plus haut pour (C), il y aura une vérification a
faire sur le cbté droit, que nous rejetons en appendice. Cela mis a
part, tout revient & calculer Ea[g(XT)éTMg(f)dM;(f)], g étant une
fonction comme ci-dessus.
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Comme g(X )_M (g), on peut remplacer le produit par un crochet

< M(g),M ~(£). dM (f)> , et comme la seconde martingale est horizonta-

le, remplacer M(g) par Mq(g). On notera qu'il n'y a aucune difficulté

d'intégrabilité ( f,g appartenant 3 tous les IP par hypoth&se ). On

écrit ce crochet [T M (f)ddM (), M (g)> . Or on a, d'aprds une trans-

formation clas51qug ( Dellacherle-Meyer, Probabllltes et Potentiel B,

VI.57, (57.1)), en posent A =<U"(£),M7(g)>, = 2ft""n(y )ds, n=f'g"
Ea[éT M_(£)dA] = E_[M7(£)A ] = B [A7(£), o .

ol N, est la martingale E[ATI?.]. Celle-ci a été calculée dans le

lemme 3, ainsi que le crochet correspondant, et il nous reste

By le(X)[M(D)QU(E)] = B [[728 1 (YT )E" (20)(¥)at]

Nous allons faire un calcul d'abord formel, que nous justifierons par
la suite . Nous posons sAa=a(s)=p'(s), od B est nulle en O . La der-
nidre intégrale vaut ( en recopiant (15b) de fagon plus concise )

L%oot/\a <LK (Mg>ds , Ky = %ém[Qus*Sgn(S‘t)le-tl]"sds

Nous utilisons la symétrie des Qr pour les faire passer sur f% .
Reste donc

2f a(t)< ns’[Qt+s- sgn(t-s)le_tl]f% > dsdt

Nous remarquons que Q fJG r+t' Reste donc en face de ng dans le crochet

®
26 a(E)[£lop - I{tzs}fét—s {t<s} ] ar

Le dernier terme vaut simplement Eﬁ(s)f' « Dans le second, nous rem-
plagons t par -s+t, donc f2t _g bar f2t+ , €t 1l nous reste

/ £l ople(t)-als+t)]at = é ft[a( )—a(t+s)]dt

Remarquons que o« est constante au voisinage de 1l'infini, donc le
crochet est nul : on peut intégrer par parties et il reste en tout

(17) Ea[»g;(XT)/CD M;dMH] = f°°< flel ,Ha > ds

= 2B(s)E] + a(s)f(s)+2/ Lot (&) -a'(E58) Jr(v)at

En partlculler, si 1'on fait tendre a vers +00, «(s)=s, 2p(s)= s2, le
dernier terme tend vers O, et il reste

2
/%< flgl , sf +s°fl >ds = < g, f QL (st f'+s2f'2)ds >
d'od la formule annoncée en (D).
Contrairement & notre habitude, nous ne donnerons pas en appendice

tous les détails ( cf. 1la remarque aprés le lemme 6 ). Mais nous
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voudrions expliquer tout de suite la raison des notations a(s), B(s)
dans le calcul précédent : il est commode de remplacer dans la dernidre
partie de la démonstration Ea[/Tf'(Yt)K'n(Yt)dt] par une intégrale
étendue & [O,cm] , le temps de sortie de [O,m], et de faire tendre
ensuite m vers 1l'infini. Dans ces conditions, le principe du calcul
reste le méme, simplement la fonction «o(s) est remplacée par la fonc-
tion sAa- SsAm de (13), et il est inutile de le modifier.

Dans 1l'énoncé suivant, seules les inégalités de la premidre colon-
ne sont vraiment importantes, mais les autres apparaissent comme inter-
médiaires dans la démonstration, et la structure du théordme se comprend
mieux si on les énonce explicitement. On remarquera que ce sont toutes
des inégalités << horizontales >>, qui ne devraient pas exiger 1l'utili-
sation de l'opérateur << vertical >> T : la remarque suivant la démons-
tration montre qu'un tel raisonnement est possible.

IEMME 6. Soit f wune << bonne >> fonction, et soit p>2. Alors chacune
des fonctions suivantes sur E est bien définie, et _a une norme dans

LP/2 majorée par Cp”f”; .
4)
3,00 = 1292 e0a" ag(e) = [ayrhas ,
ay(f) =/ st(féZ)ds ag(£) = [sQL(f f1)ds ag(£) = /st(f2)ds
a3(f) =/ st(fsf;)ds a7(f) = fSaQé(fé2)ds

8, () = [-sPQ(£1EMas
Démonstration. On remarquera d'abord la forme générale st(z)(f(m)f(n))
aveec m+n+i=k+l. Le numérotage est parfaitement arbitraire.

Lfexpression << bonne >> fonction ne représente pas simplement une
condition de taille sur f : il faut que f soit << sans partie inva-
risnte >> en un sens assez fort pour qué& ces intégrales convergent abw-
solument ( par exemple, que f soit de la forme Cg : détails au § 3 ).

Pour abréger la notation, on dira que deux fonctions u,v dépendant de
f sont équivalentes ( u~v) si Hu—v”P/2 < cp”fug . Avec ce langage, le
lemme 4, le lemme 5 et les inégalités classiques de théorie des martin-
gales nous donnent le point de départ

a2~0 ( ef.(4)), a6%0 ( cf.(C)), a6+a7~0 ( cf.(D))
D'autre part, la condition (B) fstF(fs)NO gtécrit aussi f—sQ;(f;) +

ZISQS(fsfg)ds ~0, d'ol aghaz. Cela suffira pour tout démontrer.

. 2 . .
Dans a7y O écrit Qé(fé2)=DQS(fé )—2Qs(féfg) et on intégre par parties .

1. Ce signe - donne 2 a, une intégrale positive, et de méme ay.
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I1 vient a7=-2a2—2a3. Comme a7%0, ang, on a aBzO . On a vu que

a8 zZa3 , donc agwo .

Dans ag on écrit Qékfg):DQé(f2)-2Qé(fsfé) et on intdgre par parties.
I1 vient ag = —a5—2a6 , donc aSwO .
. 2, 2 . ~
Dans ag on écrit Qé(fs)'DQs(fs)—ZQs(fsfs) , d'ol ag= a; et alzo.
Dans a, on écrit 2sds=d(s2), a'old 2a,= —a7+2a4 et a,~0 .
REMARQUE. L'une des inégalités de Littlewood-Paley-Stein affirme que
/s3f;2ds ~ 0
et il n'est pas difficile d'en déduire que
2
ag = fszs(fé' dds =~ O .
Nous ne connaissons pas de démonstration probabiliste de ce résultat,
Voici comment on peut l'utiliser au lieu de l'estimation (D), assez
pénible. On écrit d'abord une inégalité de Schwarz
2 —
la,| s (o (£'2)sa8)1/2(ss%q (21%)sa)Y/? = A,

et comme on sait majorer Jﬁz et Jgg dans LP, on majore a, dans LP/Z,
autrement dit a4NO. La derniére intégration par parties de la démonstra-
tion précédente nous donne alors a7zO connaissant le résultat pour a,
et a,. Enfin, la relation a7:—2a2—2a3 nous donne que aij, et la re-
lation 8z= a)-a5-ag ( sachant que a6~0 ¢ c¢cf. (C)) nous donne que ale.

On a donc retrouvé tous les résultats de la premidre colonne sans
utiliser l'existence de I'y ni 1l'estimation (D).

1ES INEGALITES FONDAMENTALES

Nous avons introduit dans la formule (3) la famille des << gradients
itérés >> rn , commengant par ro(f,g)=fg, continuant avec r,=r, Fpeeo
Nous prenons maintenant les quatre fonctions de la premidre colonne du
lemme 6, et nous remplagons les produits (FO) par un Fl .

(18) A ) = é°1QSr(fS,fé)ds
l A2(f) = fSQST(fé)dS
Ag(f) = /sQ T (£ ,£Mds

A,(2) = [-sQ_r(£1,£7 s .

Notre but va &tre de démontrer les propriétés suivantes, ot f est
une << bonne >> fonction, et ol p est >2 ( on utilisera pour cela la

> condition I';20 )
(19, 142 lr2 » 144Dl < oo
(19 Iy (o < e VTS
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(195) ||A1(f)-A2(f)-A3<f)Hp/2 < CPHCprIIA/T(f)IIP
(19,) 44, (£) > I(£)
(195) (44, (£)-1(£)) (24, (£)-A,(£)) > 2(Al(f)—2-l&2(f)—2A3(f))2

Montrons tout de suite & quoi servent ces inégalités : nous ne par-
lons ici que de << bonnes >> fonctions, mais il faudra au paragraphe
3, n°ll, étendre cela & toute fer(L) sans partie invariante.

THEOREME 7. Si f est une bonne fonction, p>2, on a ”Jf(f)”pgcpHCf”p .

Démonstration. Comme f est une bonne fonction, ces normes sont a prio-
ri finies. Il suffit donc de montrer que [I(f)| < c JlCE]| IWT ()|
p/2 = "p p p
Nous partons de la formule

Ay -2hy=2h5 = 2(A =hy=Ag) = (44 -T(£)) = FT(£)
2(4)~ho-Ag) = FT(E) (19,

1
Donc Er(f) < 2(A1—A2—A3)-(A1—2A —2A3)

A

2
Nous avo?s donc & majorer “Al_A2_A3”p/2 et ||A1—2A2—A3”p/2 . Le premier
est donné par (19;) . Pour le second, nous écrivons

|A1~2A2-2A3| < c/BE =T (T). 1-T(F m < c,\/AlA/—Aq (195)
Dans le dernier terme, remarquer que I'(f) et A, sont positifs : comme

4A.-T l'est, 2A4-A2 1'est d'aprés (195). On utilise alors HBlder

epllay -2yl < o IWVEWEl ox WA I WA, I
et il ne reste plus qu'd appliquer (191) et (192).

1

I1 faut maintenant établir les propriétés (191)—(195). La premidre
inégalité (191), en fait, a déja été vue : en effet, majorer la norme
¥/e de /sQSF(fé)ds en fonction de ”Cf”p revient, en remplacant Cf par
f et en uti}isant la notation du lemme 6, 3 vérifier que /SQSF(fS)dSRO,
ce qui était 1l'une des inégalités de départ ( fournie par le lemme 4,
(B)).

La seconde inégalité (191) est plus longue, mais se ram@ne aussi au
lemme 6. Esquissons la démonstration. Qn écrit la définition de T
-2er(fé,fg) = Qg(féfg) - Qs(féfév)-Qs(f;'fg)
On transforme cette expression ainsi Qé(féfé'):DQé(féﬁé‘)—Qé(féfé")
-Qé(féa) = D(Qé(féf;)-Qs(fé,f;')-Qs(fg N+ Qs(f; f;0+QS(féf%V)+2Qs(fgfg).
Deux termes disparaissent, et il reste en intégrant par parties

28,(£) = -2/s(Q(ELEM-Q (£],20)-Q (£1°))ds + 2/s°Q(£1£1")ds
Dans le dernier terme on reconnalt —2a4(Cf), dans les deux précédents
2a2(0f) et 2a3(0f), et le lemme 6 majore tout cela au moyen de “Cf”p.
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Enfin, le premier terme vaut -2a6(Cf), majoré par le lemme 6 de la
méme manidre - mais il est bon, en vue de la suite, de remarquer di-
rectement qu'il se ramlne aux termes ai(Cf) (i=1l,...,4) en écrivant
Qé(..):DQS(..)—... et en intégrant par parties. En effet, un raison-
nement analogue sera présenté ( ou du moins esquissé ) plus loin aux
niveaux supérieurs ( avec des Lo n>1 ) et l'on ne disposera alors que
des quatre fonctions d'indice <4 .

Pour les autres inégalités,_il faut utiliser vraiment 1l'hypothése
r2zo , en travaillant sur des (sous)martingales convenables.

DEMONSTRATION DE (192) ET (194)

Cela va résulter de la considération de la méme sousmartingale
qu'au paragraphe 1 : nous posons Q(.,t)zr(ft) , Zt=¢(Y%)=ZO+Mt+At,
avec tAT

At = é h(Ys)ds h(.,t) = 2F2(ft)+2r(f%)

E[AOOIXT=.] = 2/sQS(F2(fS)+P(fé))ds = H(.)
et les inégalités classiques sur la décomposition d'une sousmartingale
( nous omettons comme d'habitude les vérifications de détail : il faut
raisonner sur Ea et faire tendre a vers +mw ) permettent de dire que

2
”stS(r2(fs)+r(fé))ds”p/2 < cp”Zoo ”p/2 :cp”JT(f)”p . Reste & calculer
explicitement cette intégrale.
On a 2QSF2(fs) = -Qgr(fs)+2QsF(fs,f;) par définition de I, .

On écrit ensuite

-QIr(£,)

-DQ! '
Der(fs>+2Qér(fs’fs)

—_ 1

= eeeeeee #2DQI(E,£1)-2Q (£, 51)-2Q (L)
Les deux derniers termes s'en vont, et il reste en intégrant par par-

ties
H = /QIr(f )ds - 2/QI(f_,fl)ds
On int@gre le premier terme par parties : il vaut Der(fs)‘ngr(fs’fé)’
et il reste simplement
H = -r(f) -4/er(fs,fé)ds = 4A1(f)—r(f) .

Comme H>0 , on obtient (194). D'autre part, on en déduit (191) sans

aucune peine.
DEMONSTRATION DE (193). Nous introduisons la fonction w(.,t):r(ft,fé)
et la martingale tAT
N, = é ¥ (Y )dB
Nous allons écrire une inégalité de Burkholder
p/2 p/2 /4

B LIBN X 1P 2] B[N 1%/2] < B [a, 2/
I1 faudra faire tendre a vers +00 , mais en fait nous laisserons les
détails de c6té . Le calcul d'une espérance conditionnelle comme
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nous en avons une du cdté gauche a déjd été fait au lemme 4, formule
(C), avec une fonction un peu différente : on a

Bl V(TOB] = B[ e (rder)as] g (e m)=a
S sAa<Qég,P(fs,fé)>u ds
et par conséquent
E [N |X =] = 2éw SQII(£_,T1)ds
On écrit comme d‘'habitude Qér(fs’fé):Der(fs’fé)‘er(fé)‘er(fé’fg):

d'od en intégrant par parties l'expression de l'espérance conditionnel-

le, qui est
2A1 -2A2 - 2A3 s

ce qu'il nous faut pour (193). Du c8té droit, nous avons

4752 2 2
N> = L2 (s Ve (£, 1) g TIEDT(EY) < g T (£Y)
oll 1'on a posé g=r(f), 84=8 - Alnsi, on a
< NN >, (sup g(YT))j 2r(£')e¥ ds

et 1l'intégrale vaut < M (Cf) M (Cf) >0 De51gnant par A,B ces deux
facteurs, on a

1/2 =
w2 o <l VA Nl < IWEI WL,
< e T o,
d'aprés les inégalités de Doob et de Burkholder (193) est établie.
DEMONSTRATION DE (195). On part de l'inégalité F(th)g Qtf(g), on re-

marque que les deux c8tés sont égaux pour =0, et on en tire que
DtF(th)thQtF(g) pour =0, ce qui donne
(20) Cr(e,s) = 2r(g,Ce)
Nous appliquons QS aux deux membres, remplagons g par QSf+AsQéf ( avec
notre notation usuelle, fs+hsfé ) et intégrons de O & +® . A droite,
nous avons 5
o
Qé QSF(fS+Asfé,fé+Asfg dds = 2[-A1(f)+A(A2(f)+A3(f))—k A4(f)]
A gauche, nous avons [ Qér(fs+hsfé)ds . On fait disparaltre Qé en
écrivant cela DQS(...)—2Qs(fs+hsfé,f'+hf'+Asf") On a
-2/® QT (£ +AsEL, (L+A)E L4Asf ds = -2[-A, (£)+AQA(£)+A5(£))-A 2a,(£)]
0 +2[Ah) (£)-A°A5(£)]
tandis que le premier terme vaut -T(f,f). Par conséquent
2 1
AZ(28,-A5) + M(Ay-24,-2A5) + (24, - 3T(£)) 2 O
ce qui nous donne (195), et nous redonne (194), ainsi d'ailleurs que

la relation 2A4§ A2 .
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8 3 . RESULTATS TECHNIQUES

Ce paragraphe justifie les passages traités rapidement dans le corps
du texte ( passages marqués | ). Il est divisé en courtes sections numé-
rotées - d'abord de nature générale, puis concernant chaque point par-
ticulier & vérifier.

Sauf mention spéciale, la lettre p désigne un exposant fini > 1.
Nous désignons par DP(L), Dp(C) le domaine de L ou C dans IP.

Nous supposons que la mesure invariante p est une mesure de réfé-
rence pour le processus (Xt)’ i.e., les ensembles p-négligeables sont
les mémes que les ensembles de potentiel nul - en particulier, une iné-
galité établie p-p.p. entre fonctions finement continues a lieu partout.

1. L'ALGEBRE 4 . Nous désignons par £ une algdbre de fonctions bor-
nées, contenue et dense dans tout Lp, stable par le générateur L

et le semi-groupe (P%). Puisque les éléments de & appartiennent au

domaine de L , ce sont automatiquement des fonctions finement continues.

Si le lecteur veut s'épargner l'usage de cette notion, il pourra
les supposer continues sur E polonais. Il sera utile ( cf. note
de P.A. Meyer ) de savoir qu'une intégrale f=/f A(dt) d'une
famille de fonctions finement continues, mesurabfe et uniformé-
ment bornée, par rapport & A bornée, est finement continue.
t
Pour fetb , la relation Ptf=f+/ Pstds ( avec Lfels ) a lieu partout, et
montre que la fonction (X,t)r—g Ptf(x), uniformément bornée, finement
continue en x pour t fixé, admet une dérivée en t qui posside les mémes
propriétés. Cela vaut pour les dérivées en t D Ptf de tous ordres.

Pour (f,g)ed , nous rencontrerons aussi des expressions non-linéaires
telles que r(Puf,Pvg), LF(Puf,Pvg), F(P(Puf)), se ramenant & 1l'applica-
tion répétée de L et du produit sur des fonctions de la forme Puf* feb.
Nous supposerons toujours que ces expressions sont continues en (u,v),
uniformément bornées en (x,u,v) .

En revanche, nous ne supposerons pas que £ soit stable par QJG ou
par C . Cela nous imposera un peu de travail supplémentaire, que le
lecteur pourra s'épargner en premidre lecture en faisant cette hypothd-
se.

2. QUELQUES RAPPELS. On trouvera dans le livre de Stein [10] certaines
propriétés analytiques des semi-groupes symétriques. En particulier,
les propriétés suivantes nous seront utiles
- 8i feLP, 1la fonction f*= sup, P_|f| appartient 2 IP, avec une norme
majorée par Cp”f”p ( ce serait faux dans L' e
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- Su1 feLp, la fonction Py f de E dans IP est prolongeable analyti-
quement en une fonctlon holomorphe, bornée par “f“p , dans l'angle
|argz|< Z(l |1- fl) En particulier, une application de la formule de

Cauchy permet de démontrer que DkP%f existe au sens Lp, avec

k. -k
(3.1) PRl < sl

3. SUR L'OPERATION I . Nous rappelons certains points présentés dans
Meyer [5]. On suppose que (Pt) admet un opérateur carré du champ.
Soit h une fonction appartenant 2 DP(L). Alors tout d'abord il en

existe une version << précisée >>, finement continue hors d'un ensemble

polaire, et alors le processus

e = n(X,)-h(X,)- ]tLh(X Yds

est une martingale pour la mesure P ( et aussi pour P pour p-presque
tout x ), bornée dans IP sur tout intervalle fini, continue & droite
( continue si X est une diffusion ). Si cette martingale possd&de un cro-
chet oblique ( c'est toujours le cas si p>2, ou si X est une diffusion)
celui-ci est absolument continu, et 1'on ;
&l B> = 2r(n)eX _ ds .

Le cas le plus simple est celui ol heD (L) Dans ce cas, on a hZeDl(L),
2r(h) = L(h )-2hTh , [[F(R)[l; = -<h,Lh> < [|b]5[Thl;, d'od il résulte que
I' est une forme bilinéaire continue de D2(L)xD2(L) dans L

Le petit lemme suivant nous servira plus tard, mais peut étre omis

pour l'instant :

LEMME. Si h-O dans D (L), p22 , r(h)-0 en mesure. Si (Pt) est une dif-
fusion, on a le méme résultat pour l<p<2 aussi.

Démonstration. Le cas p=2 est évident. Si p>2, soit O une mesure bornée
majorée par p et équivalente & p , et soit n=/ OP ds , également maaoree
par p et équivalente & p . Nous allons montreg que I'(h)=0 dans L ),
dtod 1'énoncé. Pour cela, on remarque que mi-eo dans LP(P“), donc dans
LP(P ), donc dans L (P ), donc E [<ﬂL,m_>1]—<n,r(h)> -=0.

Si (P ) est une diffusion, il n'y a pas lieu de distinguer crochet
droit et oblique, et les inégalités de Burkholder nous disent que
E“[<ﬂL HL>p/2]—E”[(]lF(h)oX ds)p/g] —0. S8i pg2 on peut faire entrer
le p/2 sous 1'1ntegra1e, et il vient que <y, r(h)p/2> =0 .

APPLICATION. Avec les mémes hypothéses sur p, si f -f et g, -8 dans DP(L),
r(£,,8,)~T(f,g) en mesure.
En effet, |T(f,,8,) -r(£,8)|< VTE-T,) JT(8) + JT(g-gy) T, ), le

dernier facteur etant borné en mesure, puisque majoré par JT(f-f )+Jr(f )e
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4, DERIVABILITE DE F(Ptf) . Nous allons montrer que, pour felb, ges,
F(Ptf,Ptg) est dérivable pour t=0, avec pour dérivée I'(f,Lg)+r(Lf,g).

Comme <& est stable pour (Pt)’ on en déduira que la fonction est par-
tout dérivable & droite, avec dérivée F( £,P Lg)+F(Pth,Ptg), conti-
nue et uniformément bornée : donc en fait I‘(Pt , tg) est dérivable.
Par récurrence, on voit alors qu'elle est c® , avec dérivées de tous
ordres uniformément bornées.

Ecrivons une formule de Taylor avec reste intégral en O, pour la

fonction C% Ptf

"
Pf = £+ tLf + [ (t-wPF du ( F=I°f ¢ 5 )
0

et de méme pour g . Alors
(P f,Ptg) = r(f,g) + t(F(f ,Lg)+r(If,g)) + ¢ F(Lf Lg) ;
+ T(/ (t-u)P F du, P )+F(f+th / (t-u)P G du)

et il s'agit de démontrer que les termes de la seconde llgne sont O(t ).
On remarque que f (t—u)P F du = P f-f-tLf appartient & £ , et que

P(f (t—u)P F du,Ptg ) = / (t-u)r(® F,Ptg)du p.D. : en effet, 1'inté-

grale peut étre 1nterpretee au sens de DZ(L) , car uwP g est contlnue

de B, dans D2(L) ( continuité simple + %omlnatlon dans L™ par F* ,(LF) )

et T est alors continu & valeurs dans L~ . Cette égalité p.p. entre fonc-

tions finement continues a lieu partout, de méme que la relation
Ir(2,F,Be)| < (2B %r(p g)/?

Le second membre étant uniformément borné, la conclusion en découle.

VARTANTE. Un résultat tréds voisin, utilisé pour 1'étude de r, , est
la dérivabilité sur [O,t] de la fonction
8g = Psr(Pt—sf) . On écrit pour s<t, s~so§t

8,85 = (PS-PS )F(Pt_S f) + Ps(r(Pt_sf)-r(Pt_s £))
o o o o
Lt'étude que nous avons faite va régler le terme de droite : aprés divi-
sion par S-S, la fonction sous le Ps va converger uniformément vers
la dérivée, et alors l'application de Ps ne créera pas de problédme. A
gauche, c'est encore plus facile : F(Pt_S f) appartient 3 & . D'od pour
O<s<t une dérivée 0
gy = LI(Py_ ) - P I(P_f,P
En O, vérifions que gsﬂgO=F(Ptf) dans I! : P _ T tend en effet vers
P,f dams Dy(L), dome TI(P,_ £)-I(P,f) est petit dans Ll. I1 en est de

méme de Pe(r(Pt—ef)_r(Ptf))’ et aussi de G}—I)F(Ptf).

Lf)
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5. ETUDE DE Qt ET DE C . Nous commengons par rappeler quelques formules
explicites sur Qt

2
(3.2) Qf= Jug(as)P L, py(ds) = ote™t /48575/244

d'od 1'on dedult sans peine que, pour feLp Qtf appartient & D (L),
et méme 2 DP(L ) pour tout k. On a en fait

k k Kk -2 -3/2-
(3.3) DtQtf = Qé )f = /pé)ﬁds)Psf , pgk%ds):ctk+le(s/t2)e t7/4s s 5/2-k
ol Jk est un polynbme de degré <-k. Ce qui en posant s:ut2 nous donne
(3.4) DEQ £ = §Efy=3/2-k -1/%uy L(WP af du = tE/P£ O RCEY

oll la masse totale de Ok ¢ ne dépend pas de t. En partlculler, pour
k=1, nous aurons un resultat utile : posons Lf=g , Psf-f j Sp W8 du.
Comme 1 t(1)~O nous pouvons écrire

2
Qf = [ e(Py f-f)(l 242yt /48 g=3/244

1
que nous coupons en [~ et / , aprés quoi nous faisons tendre t vers O.
0 1
-3/2

la premidre, nous remplagons Psf—f par ]SPug du et intervertissons les

La seconde intégrale a une limite finie 8 cause du terme en s . Dans

intégrations avant le passage & la 1imit8. I1 nous reste alors

1 00
(3.5) Cf = é Psg e(ds) + [ (Psf-f)n(ds) g=Lf , e,n bornées.
D'od une majoration immédiate de ”Cf”p en fonction de Hf”P, HLf”P

Nous n'avons pas supposé S stable par C, Qt , et ceci va nous cré-
er quelques complications pour définir des quantités comme P(Qtf,th)
ou Lr(Qtf,th) pour f,ged .

Nous avons pP.pP., d'aprds la continuité des applications u—> Puf,
V{4>Pvg de R+ dans D2(L), et la continuité de I de DZ(L)XD2(L) dans
L
(3.6) r(Q.f,q.8) = fpt(du)pt(dv)r(Puf,Pvg)

Mais le c8té droit est une fonction finement continue, en tant qu'inté-
grale de fonctions finement continues ( appartenant é 5 ), uniformé-
ment bornées d'aprds la relation IF(P f Pvg)|<T(P f) r(Pvf)1/2 ( qui
a lieu p.p., et donc partout e Le cbté droit est donc défini sans am-
biguité, et servira de définition partout au c8té gauche. Ceci étant,
on peut dériver en t le c8té droit autant de fois qu'on le veut, et
1'on voit que D F(Qtf th) existe, et est uniformément borné en (x,%t),
continu en t . On a plus generalement le méme résultat, par le méme rai-
sonnement, pour D F(Qtl)f Qt )g e

Nous avons évidemment

(3.7)  D,T(Qf,Q8) = [pf(awpy(aVT(RF, P o)+ ng(awng (AvIT(E,,Fog)

P(QCF,Q )T (QF,QCE)

I}
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D'old 1'on tire aussi, par une récurrence immédiate, le calcul des dé-
rivées d'ordre supérieur.

Nous aurons besoin de savoir aussi que LF(Qtf,Qtf) existe, et est
borné uniformément en (x,t). Pour cela, on utilise les hypothdses fai-
tes au début du paragraphe, i.e. le fait que Lr(Puf,Pvg) est borné en
(x,u,v) : on a PrF(Puf,Pvg)zr(Puf,Pvg)+£r PSLF(Puf,PVg)ds , et assez

de domination pour intégrer par rapport 2 pt(du)pt(dv), d'od le résultat
cherché. Sans cette hypothdse, on pourrait seulement montrer que, pour
e>0 fixé, LQST(Qtf,Qtf) est uniformément borné.

6. MAJORATION DE Qt . Le lemme suivant nous servira un grand nombre
de foisy surtout pour justifier des intégrations par parties.

LEMME. Soient f,ged . On a
. kD
(3.8) la,rlds,ql®e) < £73520 (2 g)
od C(f,g) est uniformément bornée et appartient a tous les IP .

Démonstration. Nous allons démontrer quelque chose d'un peu plus géné-

ral que (3.8), en mettant Qe au lieu du premier Qt ( on peut plus
- généralement encore mettre Q£1>, mais nous ne traiterons pas ce cas ).
On écrit simplement la formule

On remplace L (j)f par -Q£j+2)f , LQék)g par —Q§k+2)g, et on appli-

que (3.4) . .
|Q§J>f|§ et™Ie* | |Q§k+2)g|§ c“c'k-2g)K , etc .

Les deux derniers termes sont donc majorés par ct-j'k—2f*g*, et f*gx

est & la fois bornée et dans tous les IF. Cette propriété est préser-
vée par application de Qe ( et si 1'on prend e=t variable, sup, Qt(f*g*)
< (f)'ég)")”E est bornée et dans tous les IP ).

Reste le premier terme. Aprds application de Qe ( légitime, car ce
terme est borné par différence ), il reste d'apréds (3.4)

I-Q;'(ng)fQ.gk)g)l < ce'e(Q.(tj)fQék)g)*

On remplace 2 droite (..)* par sa valeur sup Ps(lqéj)fQék)gl) <
¢ sup Ps(t-k"Jf*g*) = ct_k_J(f*g*)*, qui est bornée et dans tout IP.

Nous savons que la fonction Qtr(Qtf’Qtf) est bornée, mais on peut
en domner une majoration explicite, en écrivant

[T(Qf,Q,f)| < ar(f) +2r(q.r-£) Qf-f = (])tQ,qu du

Appliquer Q. au premier terme fait apparaitre un I'(f)*. Pour le se-
cond, posons Cf=g . On a - au sens L , donc p.p., puis partout

Qr(Qf,Q.f) = %,vgt QT (Q8,Q,8)dudv
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Aprés quoi on majore comme plus haut :19.I(Q.eg,2 8)|< ct™ ( g )
et R c v QI (Q,8,Q, 55 Q89,8
g )" . 81 gelt, p>2 , (g ) appartient & L

JUSTIFICATION DES RESULTATS REIATIFS A I's

7. Soit fed . D'aprés (3.6), nous avons partout
T(Qtf,Qtf) (/ut(du)v T(P f)) < fut(du)F(P )

Si la premidre des inégalités (4) ou (5) a lieu, on en déduit la seconde.
Nous avons vu en 4 que F(Ptf) est continue et dérivable. La conti-
nuité en O entraine que la fonction Ptr(f)—P(Ptf) est nulle en O
si elle est positive, sa dérivée est aussi positive, d'oll la positivité

du T, . Le méme raisonnement montrera que (5') entralne (6).

Pour montrer que la positivité du I', entraine (4), nous avons fait
en 4 presque tout le travail : gy = P F(P f) est dérivable sur |0,t]
avec dérivée positive, donc croissante sur ]O t]. Comme g s>8p au sens

Ll en O, on a 80<8y PP+, donc partout.

Proposition 1. La formule d'Ito nous permet de calculer l'effet d'une
fonction de classe 02 sur les opérateurs L et I', dans le cas des diffu-
sions : le point & remarquer ici est que les égalités p.p. fournies par
cette formule ont lieu entre éléments de S, donc partout. De méme, la
positivité de r, a lieu partout. C'est important pour le raisonnement.

8. Voici un catalogue des propriétés valables pour fed, sous l'hypothése
( répétée parmi elles ) que F2ZO sur & . Le probldme consiste a lgs
étendre & d'autres fonctions f - par exemple, & f:th , ged ou gel .

(3.9) r( t+sf)<P T(P ), F(Qt+sf) < QtT(Q £)
(3.10) Je+TZPt+Sf$ < PtJe+FzPsf5 ( diffusions seulement : résulte

de la proposition 1 )
(3.11) Ir(£,f) » ar(f,Lf) ( c'est la condition ;>0 )

(3.12)  4r,(£)r(E) z T(r(€)) -

Nous savons que (3.9) a lieu sur & ( la seconde, par intégration
comme en (3.6)). Etendons les & feL2 en supposant s>0 . Par exemple
1la seconde : nous approchons f dans L~ par des fne# . Alors stn€>st
dans D (L), donc r(Q f )—> F(Q f) dans LI, et QtF(Q f ) de méme tend
vers Qtr(Q £) . Meme ralsonnement du c¢8té gauche, et l'1nega11te passe
3 1a limite ( avec un <<p.p.>> ). Si feDz(L) Q. f tend vers f dans D (L)
pour s=0, et 1'inégalité (p.p. ) vaut aussi pour s=0. Méme raisonne-
ment pour la premiére 1nega11te, en se rappelant que P est régularisant
pour s>0 ( analyticité 12 ).

M8me raisonnement encore pour l'inégalité (3.10) : elle s'étend p.Dp.
3 feL2 pour s>0, & feDZ(L) pour 0 .
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En particulier, prenons f:Qrg , >0, ged . Les inégalités (3.9) et
(3.10) ont lieu partout avec s=0, et en dérivant A 1'origine nous éta-
blissons (3.11) et (3.12) sans avoir supposé S stable par Qt

Pour des fonctions feLp, p>2, on peut établir une version affaiblie

de (3.11) ( que le lecteur peut omettre )
(3.13) Q. LT(Q. ) > ZQEP(Qt,LQtf) p.p. pour &>0
Pour voir cela, on écrit

[QLr(Q,f)-q LrQe)| = |Q LT(Qu(£-8),Q (f+g) |

< o(e, ) ((£-g) (£+))*  ( cf. (6))
8i f-g est petlt dans IP (p>2), f et g restant bornés dans Lp le pro-
duit (f-g) (f+g) est petit dans /2 , €t cela subsiste aprés un nou-
veau X, De méme
|QSF(Qtf,LQtf)—QEF(th,LQtG)|§|QEF(Qt(f-g),LQt(f+g))|
+1Q, r(LQ, (£)g),Q (£+8))|

est petit dans Lp/2 . Approchant feIP par des £ eﬁ , on voit que

Q F2(Qtf) est limite dans Lp/2 des Q£r2(Qtfn) donc est positif p.p..
On remarquera qu'une fonction de la forme th est finement continue
hors d'un ensemble polaire, donc le <<p.p.>> peut &tre amélioré.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2

9. Pour vérifier qu'un processus de la forme f(Y ) est une sous-martin-
gale, et calculer le processus croissant associé, nous disposons des
lemmes techniques de Meyer [5] ). Voici un énoncé précis.

LEMME. Soit f(x,t) une fonction sur Ex®, , bornée, telle que :

- Pour tout t fixé, L f(x t) = a(x,t) ex1ste ( convergence simple bornée
des (P =I)/t ), 501t finement continue en x, uniformément bornée en
(x,t) .

- Pour tout x fixé, Dif(x,t):b(x,t) existe, soit finement continue en
X, uniformément bornée en (x,t), et telle que th>bt soit continue au
sens de la convergence uniforme ( il suffit pour ce dernier point que

f(x t) soit uniformément bornee en (x,t)).

Alors le processus f(Y%) - / (a+b)(YS)ds est une martingale sous
toute loi PXiY 0

1. Cet énoncé fait la synthise du lemme 7 P. 156 ( sur ExR ) et de
l'argument du bas de la page 157. Signalons quelques erreurs matériel-

les : p. 157, lignes 5 et 9, les dh manquent, et il faut lire a(y,r)

au lieu de a(x,r). Ligne 4 du bas, lire Au=r.
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Dans l'application au théordme 2, la fonction f(x,t) & laquelle
on applique le lemme est la premiére fois F(Qtf), et la seconde fois
vE:FTQ;TT , avec fed . La condition I';>0 entraine que T(Q.f)g Q.I(f)
est uniformément bornée. Nous avons fait le nécessaire, dans les n°®
précédents, pour montrer l'existence de LF(Qtf), le caractére borné
en (x,t) de cette fonction ( fin du n°5 ), étendre les inégalités de
positivité sur I, ( n°8 ...

10. Peut on étendre le théordme 2 & des fonctions qui n'appartiennent
pas & & ? I1 est naturel de chercher & établir d'abord que

(3.14) pour >0, fel? , [P £, < WP I,

puis de faire ensuite tendre ¢ vers O. Nous distinguerons les cas p<?
et p>2. -

Cas p<2 . Nous approchons felP par des f eﬁ. Alors 8n —P f tend vers
g=P f dans D (L), et thg‘:gj tend vers 0 dans LP ( n°3 ), dtold il
resulte sans peine que J_T—_j tend vers JT(g) dans IP, tandis qu'il

est & peu prés évident que Cg tend vers Cg dans P ( cf. (3.5)).

Cas p>2. Nous utiliserons ici le théoréme 7 ( étendu & D_(L)) qui domi-
ne HJPH par |[C|l. , et a fortiori((3.5)) par la norme dans D (L) :
alors, avec les mémes notations que ci-dessus, on sait que JT 8,78

tend vers O dans IP et on peut conclure de la méme manidre.

DOMINATION DX Jf PAR C ( p>2)
11. Dans ce paragraphe, il s'agit d'établir une inégalité de la forme

(3.15) IWTEY |, < ey lCt]l pour feD (L) D) gans partie in-
pP=" p p variante
et notre premidre question va 8tre : pour quelles << bonnes fonctions >>

feD (C) suffit-il d'établir une telle inégalité 7

Rappelons d'abord que P, (e>0) applique 1P dans D (L) I1 suffit
en fait d'établir que, pour s>O
VTP TSH <c “CP fH (feLP IP sans partie in-

variante )
En effet, si feD_(L), P f >f dans D_(L) pour =0, donc CP f=>Cf dans

1P ( cf. n°5, formule (3 5)) tandis que T(P, T) tend en mesure vers
JE(EY ( n°3), donc 1l'inégalité passe & la 11m1te.

Ensuite, puisque £ est sans partie invariante, AUAf tend vers O
dans IP lorsque A0 , Ux désignant la résolvante de (Pt)' Dt'autre part
on a f-AUAf = L(—Uhf) . Posant gA:_UAfer(L) il nous suffit de montrer

1. On remarquera que I'(f) est défini pour fer(L), mais non a.priori
sur Dp(C) s+ 1'inégalité permettra ce prolongement.
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que Hvr(PgﬂgAFHp < CPHCPngAHp
et de faire ensuite tendre A vers 1l'infini. Mais alors, approchons 8)\
dans IP par des fneﬁ 3 si1 la formule a été établie pour les fn , elle

passe bien & la limite comme ci-dessus. D'autre part, PeL laisse &
stable. Finalement

(3.16) Il suffit d'établir le th. 7 lorsque f € L(B8) < &

Ce sera 13, pour toute la suite de la preuve, notre classe de << bonnes
fonctions >>, pour laquelle nous allons Jjustifier tous les calculs for-
mels du texte.

CAICULS D'ESPERANCES CONDITIONNELLES

12. Nous avons & montrer ( lemme 4 et lemme 5 ) que, si f est une
<< bonne fonction >> au sens qui vient d'étre défini, les intégra-

les
[e9)
[Pslayzzplas [ % lueg®as

existent, et appartiennent en fait & tous les P (p>1). Rappelons que
f=Lg, avec gel .
Tout d'abord, on sait ( cf. (3.4)) que IsQé(h)lg ch® . Pour s <1,
nous écrivons
_ * * 2 %2
£ fel=1£,(CE) £ (CE)™ , £1% (CF)

slQy(E D] < c[£XCE* T s2[Qu(er®)| < c[(cE)*e)X

qui appartient bien & tous les Lp, y compris 1%° . Pour s>1, on écrit

encore (3.4), mais
£ |=|Qrgl< cs_2g* , et de méme |[f!]| < cs-Bg*
S S = S

- * | K 2 2 - * | %
1sQ1(£,£2)] < 0s2(e®*  |s2Qu(£1%)] < es™(g®)
et avec une décroissance & 1l'infini en 5_5, on a presque honte d'étre

si riche ( prendre f de la forme Cg au lieu de Lg suffirait déja large-

ment 3 tout faire converger ).

LEMME 5. Puisque nous suggérons ( remarque suivant le lemme 8 ) une mé-
thode pour éviter 1'inégalité (D), nous ne croyons pas nécessaire d'a-
lourdir ce texte avec les vérifications de détail. Cependant, le passage
par (D) a l'avantage de ne rien utiliser d'étranger 3 la théorie des
martingales.

LEMME 6. La premidre marque J signale le mot << bonne fonction >> défi-

ni plus haut. En ce qui concerne la convergence des intégrales, on a
IQS(foé)I < cs'5(g*)* ,lQé(fg)Ig cs'5g* , etc.

Une telle décroissance Justifie largement toutes les intégrations par

parties de la démonstration ( dernier | de 1la page ). Quant au | d'avant,
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il signale le recours & la proposition suivante, due & Stein, qui
justifie aussi le passage de la remarque muni d'un [ :

12. LEMME. Soit (gt) une famille de fonctions positives, telle que
ths 28iag * Alors les normes dans P des fonctions

U= fskgsds et V=/ Sk ngs ds

sont équivalentes pour 1l<p<c .

( D?PS la premidre apflication on prend gtzr(ft), et dans la seconde
gy =Ty 7 ) -
Démonstration. On a ngs 2 8og d'od 1l'on tire une inégalité ponctuel-
le du type UgeV. Clest 1'inégalité inverse qui est plus délicate.

Nous interprétons “U“p comme la norme dans IP(p) de 1'application
x+>g (x) & valeurs dans Ll(R+,skds), et de méme pour HV”p . Nous
avons donc

vy = sup /u(dX)éoostsgs(x) b_(x)ds

h parcourant l'ensemble des fonctions boréliennes positives h(x,s)

telles que la v.a. H(x):sups h(x,s) ait une norme <l dans Lq(p). On

a donc ‘
vl

[® ds = /°° k
sgp : s < ngs,hs >ds = sup s< gs,QshS >ds

h O
00 k 3 %
d " U H .
< [Ps¥e, as, W > < U,y

A

On utilise enfin le résultat HH*Hq < cq||H||q ( lemme maximal de Stein ).

LES INEGALITES FONDAMENTALES

Comme plus haut pour les a5 il faut vérifier que les intégrales
définissant les Ai sont absolument convergentes, et que les fonctions
en s qui y figurent décroissent assez vite pour justifier les inté-
grations par parties. On a d'aprés (3.8)

3 XK

3

lagr(£,,2) < cs ¥, |sQr(21,2)|< osTF

- =D XK
|sa (£t Mg esTP*, |s°Qr(e,210 < os

£

de sorte que les quatre fonctions Ai ont un sens pour feLp, >1,
sans qu'il soit nécessaire de la supposer de la forme f=Lg ( nos << bon-
nes fonctions >> précédentes.

La premidre | de la page 14 a été traitée au n°ll.
DEMONSTRATION DE (192). Cette sous-martingale a été éf?%iée au n°9.
Comme on n'a pas ici la partie délicate relative 3 7

s'épargner une hypothdse en travaillant sur Qer(ft) au lieu de F(ft):

, on pourrait

I1 serait alors plus facile de vérifier que LX¢ est uniformément bor-
né ( condition nécessaire A 1l'application du lemme du n°9 ). Le résul-
tat sur les processus stochastiques utilisé est le suivant :
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Soit (Zt) une sous-martingale positive uniformément intégrable
( sur un espace de mesure finie d'abord : on commencera par les mesu-~
res Px,u’ puis on intégrera par rapport a PXE puis on fera tendre
a vers +m ), et soit 72, =Z.+M, +A_ sa décomposition canonique. On a alors

E[A, -AT|E=‘T] = B[Z -Zp|Ep] < E[Z |Ep]
et par conséquent ( cf. Dellacherie-Meyer, chap.VI, n°99 ; on pourra
aussi voir VI.22 pour le fait que Z appartient & la classe (D)), on a

E[A{DD 1< cpE[Zgo] pour 1lgp<oo .
DEMONSTRATION DE (195). Le calcul de DtF(Qtf) a été fait en (3.7).

8 4. REMARQUES ET RESULTATS ADDITIONNELS

1. DUALISATION DU THEOREME 7.

Nous avons établi en toute généralité ( th., 7) la domination de yT par
C pour p>2 . Par dualité, nous allons établir la domination de C par
JT si p<2 : ce résultat a été &tabli pour les semi-groupes de diffusion
(th.2), mais nous 1'étendons ainsi & des semi-groupes quelcongues.

Voir la remarque a la fin de cette section, au sujet de la dualisation
analogue du théoréme 2 et des difficultés qu'elle présente.

Si f appartient & l'algébre & , notons I(f) sa projection dans 12
sur l'espace des fonctions invariantes. Soit P>2 , et soit q 1'exposant
conjugué : f-I(f) est limite dans I de fonctions de la forme Cg ,
avec geD (L). En effet, si VA est 1l'opérateur A-potentiel du semi-
groupe (Qt)’ on a

£-AV,E = C(—VAf) , et fo appartient 3 Dq(C)

et d'autre part, lorsque A->0, AVAf tend ( dans L2, dans L4 , et p.p. )
vers I(f). Pour établir la phrase soulignée, il reste i montrer que Dq(L)
est dense dans D _(C), ce qui est clair : si Uy est 1l'opérateur A-poten-

tiel de (Pt) et f appartient 3 Dq(C), AU, £ qu(L) converge vers f
dans Dq(C).

Soit alors fer(L), avec 1<p<2 ; on a
C = = -
Il f”p SUP,cp, ”g”q§1 < Cf,g > sup < Cf, g-I(g) >
= supp . (1), ”Ch” <1 < Cf,Ch >
= sup__ /F(f,h)dp

Nous utilisons maintenant 1'indgalité IT(f,h)|< F(f,f)1/21“(h,h)1/2 , puis
1'inégalité de Htlder, et enfin le théordme 7 qui nous majore [/T(h,n)|

q
par cq”Ch”q S ¢, ; nous obtenons que
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(421) ozl < oy WFTETI], , 1<022

le résultat cherché.

REMARQUE. 8i nous pouvions dualiser de méme le théordme 2, nous obtien-—
drions 1'égquivalence de norme entre C et JT ( pour les fonctions sans
partie invariante ), pour les diffusions, et dans tout l'intervalle ]1,00[
alors que nous ne l'avons établie plus haut ( th.2 et th. 7 ) que dans
1l'intervalle [2,00[ . Mais pour faire un tel raisonnement par dualité, il
faudrait savoir que, pour f assez bonne

WF), < o

’

S CTIPR

Cela pose des problémes, méme dans les cas les plus élémentaires : prenons
par exemple une diffusion sur B de générateur %Af + Vp.Vf , symétrique
par rapport & la mesure p(dx):ezo(x)dx , €t qui satisfait & 1l'hypothése
FzzO si p est logconcave . L'opérateur TI'(f,g) vaut %gradfogradg . Quel
est le dual de l'espace des fonctions dent le gradient est dans Lp(p) ?
C'est un probléme d'espaces de Sobolev & poids dont nous ignorons la réponse.

Rappelons aussi que pour des semi-groupes qui ne sont pas des diffu-

sions, on ne peut espérer établir 1'équivalence de normes entre C et
JT dans tout 1'intervalle T1,0[ ( voir Stein, Singular Integrals...,
p. 163, énoncé 6.13 ).

2. ITERATION DE LA METHODE DU TF., 7
Pour f,g appartenant a 1'algébre &£, nous itérons la construction de
1'opérateur r, en définissant

(4.2) T (£,8) = 5 IT (£,8) - T, (If,8) - T (f,Lg))

On rencontre assez fréquemment des semi-groupes ( semi-groupes de convo-
lution sur &% , semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck ) pour lesquels toutes
les formes bilinéaires Fn sont positives. Une démonstration en tout
point analogue & celle du théoréme 7 permet de montrer que

(4.3) 3i tous les Fp (1§p§n+1) sont positifs, on a pour p>2
n
¥ig
WS, < 0 g 0720, ( 2e2)

Voici le principe de la méthode. On introduit les quantités suivantes
( toutes les intégrales étant convergentes en vertu des arguments du § 3 )

(0] ®
K(2) = - QT (£,,2)ds 85(g) = [ e0 P, (24,21)0
00 v n © 2 ' [
az(£) = é sQ I (£,,£Mds & (£) = - é s°Qr (£fL,£Mds .

On fait 1'hypothése de récurrence
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[(c®1e)2)

A

p/2

”Fn_1(f)”p/2

A

p/2

On établit alors, comme dans le th., 7, les résultats suivants

cp n-1 l
14

1 IS Ny » IR 5 = o A5

2) ”A?(f)”p/z § cp,n”rn(f)”p/2

3) 443(f) > T ()

4) [482(£)-r () [242(£)-A5(£) ] z2(A%(£)-245(2)-243(£))°

( ef. les formules (18) et (19) du second paragraphe . Comme dans la dé-
monstration du th. 7, on montre alors que

I (), < cp,n”(cnf)zﬂp/g

. ) n Nnoy\2 ' ~
ce qui permet de démontrer ”Ai(f)”p/2 < cp,nH(C f) ”p/2 , et 1'on est prét

a3 remonter d'un nouveau cran dans la récurrence.

3. EQUIVALENCE DE NORMES POUR p>1, POUR CERTAINES DIFFUSIONS

Nous avons dit au n°1 qu'on ne savait pas établit 1'équivalence de nor-
mes entre C et T pour 1<p<oo, dans le cas des diffusions.

I1 y a pourtant des cas oU cette équivalence est connue : d'une part,
le cas des mouvements browniens de toutes dimensions, d'autre part, celui
du processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Or ces deux cas ont un trait commun :
1l'opérateur TI(f,f) s'éerit Z; (Hif)2 , les opérateurs Hi laissant
stable & , et satisfaisant 3

(4.4) [L,Hi] =h H

ol h est une fonction positive, la méme pour tous les indices i ., Dans

le cas des mouvements browniens, h=0, et pour Ornstein-Uhlenbeck h=1,

Or pour les diffusions possédant cette propriété, nous savons établir
1'équivalence de norme pour 1<p<oo par une méthode complétement différente
de celle qui a été utilisée plus haut., Elle utilise la théorie de Littlewood
Paley-Stein pour les semi-groupes sousmarkoviens symétriques, due 3 Cowling,

et présentée dans ce volume par Meyer.
Nous remarquons que l'on a dans ce cas

(4.5) H,P,f = PHT

ol P% est le semi-groupe sousmarkovien symétrique de générateur I=L-hI
( semi-groupe qui se construit & partir de (Pt) par une << formule de Feyn-
man-Kac >> ), Soit (Qt) le semi-groupe de Cauchy associé, et soit g1(f)
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la fonction de Littlewood-Paley
@ ~

La théorie de ILittlewood-Paley sousmarkovienne permet d'affirmer que l'on a
une équivalence de normes ”f”‘vﬂg1(f)” pour les fonctions f sans par-
tie Q —1nvar1ante, et une équivalence analogue pour les fonctions f=(fn)
a valeurs dans un espace de Hilbert ( g1(f) =z, g1(f )2 ) .

On a alors pour fed

WETETI, = sy (823 2]

c H( z; /t(D Q. f) at )1/2 H ( inégalité de L-P
sousmarkovienne )

A

On utilise la relation de commutation QtHi = HiQt , puis DtQtf=Qth’
pour obtenir

eece

e llt Jer(a.0r,q.00)at )‘/an

A

A

e ozl

cette derniéreinégalité étant une inégalités de martingales familiére.
On obtient donc sans peine 1'inégalité désirée. On remarquera que c'est
une inégalité du type de celle du th. 7 , gqui se dualise bien ( section 1 )

et nous donne 1'équivalence de normes pour 1<p<o .
Toutefois, le raisonnement précédent exige que 1l'on vérifie que chaque

Hif est sans partie invariante pour (Pt) . Or on a pour fe & < 12

ICs; (Bm0) 217212 _ |Ir(z,z2,p f)1/2"§ = - JIREBE >

qui tend vers O pour t->oo0. Cela entraine que chaque PtHif tend vers O.



