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UNE GENERALISATION DES SEMIMARTINGALES : LES PROCESSUS
ADMETTANT UN PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS TANGENT

Jean JACOD

1 = Introduction

La généralisation que nous proposons ci-dessous concerne les semi-

martingales guasi-continue & gauche; elle est motivée par les trois

remarques suivantes:

1) Soit X une semimartingale (réelle) quasi-continue & gauche sur
1l'espace probabilisé filtré 53 = Cﬂ,g,(zt),P). On fixe une "fonction
de troneation" h, i.e. une fonction bornée, 3 support compact, coin-
cidant avec l'identité au voisinage de l'origine; on suppose de plus
h lipschitzienne. On appelle (B,C,v¥) les caractéristiques locales
(relatives 3 h ) de X, qui sont constituées de:

(1.1) B, un processus continu prévisible & variation finie, BU =0 ;

(1.2) C, un processus croissant continu prévisible, C, = 0 ;

0

(1.3) Vv, une mesure aléatoire prévisible sur R+xR , vérifiant iden-
tiquement Vv (w; {t}xR) = O, V(U;R+X{03) =0, et intégrant les
fonctions (s,x) A~—> (sz 1)1[D £1(s) -

Ce triplet (B,C,v) est caractérisé par la propriété suivante: pour
tout ue€eR, 1le processus

2 t .
(1.4) A(u)t = iuB, - -“—2 C, + // (e** - 1 - iuh(x)) v (dsxdx)
0/R

est l'unique processus prévisible & variation finie nul en O
fiant:

, Véri-

iuX

(1.5) %TUT est une martihgale locale, ob G(u) = eA(U)

Noter qu'ici A(u) est continu. On verra plus loin une autre caracté-
risation équivalente, mais plus classique, de (B,C,v). Rappelons que
B dépend de la fonction de troncation h choisie, mais C et v
n'en dépendent pas.

Rappelons que, pour que X soit en plus un PAl (processus & accrois-
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sements indépendants), il faut et il suffit que B,C,v soient "déter-
ministes", et on a alors

(1.6) Glu) E(eiuXty |

t =
ce qui caractérise la loi du processus X .

Revenons aux semimartingales. lLa notion de caractéristiques locales
a été introduite dans un cas particulier par Ito, pour construire un
PAI "tangent" & X , dans le sens un peu vague suivant: Soit D =
D([0,01,R) 1'espace de Skorokhod et Y le processus canonique sur
D, i.e. Yt(y) = y(t). Pour chaque weQ, les termes B (w), C_(w),
V(w;.) sont les caractéristiques d'un PAI sans discontinuités fixes
et il existe donc une probabilité de transition Q(w,dy) de (f,F)

dans (D,Q), ot D est la tribu borélienne de D, telle que

( ){ ¥w , le processus Y est, pour la loi Q(w,.), un PAI caracté-
1.7 .
risé par: }B(U,dy)elUy(t) = G(U)t(u) .

I1 est évidemment tentant de donner un sens plus précis 3 la notion de
"PAI tangent" & X .

2)Si X est un PAI cadlag sans discontinuité fixe, ce n'est pas
nécessairement une semimartingale. Toutefois on peut lui associer des
caractéristiques (B,C,v¥) qui sont déterministes, avec C et v vé-
rifiant (1.2) et (1.3) et avec B fonction continue nulle en O ,
tels que si A(u) est encore défini par (1.4) on ait (1.5) et (1.6).

11 est alors classique (et facile & montrer) que:

X - B est un PAl-semimartingale
(1.8)

X est une semimartingale <«——= B est a variation finie.

L4 encore, il est tentant de disposer d'une notion qui englobe les

semimartingales et les PAI.

3) Dans les théorémes-limite pour les processus, développés récem-
ment ([23,(57,{6] par exemple) on a des critéres de convergence qui
utilisent les caractéristiques locales: si on examine les démonstra-
tions on voit que les propriétés (1.2) et (1.3) sont essentielles,
alors que (1.1) ne joue aucun rdle. Par contre (1.5) est aussi utilisé;
on aimerait donc avoir une classe de processus pour lesquels on puisse
définir des "caractéristiques" (B,C,v) vérifiant (1.2), (1.3), (1.5),

mais pas (1.1) (B étant simplement un processus continu prévisible).
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Voici comment on peut essayer de résoudre le probléme posé dans la

remarque 1). Considérons une suite T = (") de subdivisions de R,
telle que
si " = {0=tn‘<tn< ...}, on a: lim Ttn =00 et
(1 9){ o ()" "p
: n n n
= - — o
e | SUP (1) (tp+1 tp) 0

Soit X un processus cadlag adapté. On pose

(1.10) e?’n(w,dx) = version régulire de la loi conditionnelle
:/(xtn -X B
et j+ i i

(1.11) ]x'n(w,dy) est l'unique probabilité sur (D,B) faisant du pro-
cessus canonique Y un PAI tel que
i) YD=D p.s., Y est p.s. constant sur les inte;valles [t?,t?+{
ii) pour tout j>0, la loi de AY _ est Pj’n(w,.) .
tj+1
Ainsi pour XX'n(u,.) le PAI Y est une sorte "d'approximation dis-

créte en loi" de la trajectoire X (w), au sens ol les accroissements

YtU - YtU et th - th ont mé&me loi, conditionnellement par
j+1 ] j+1 j
rapport a Et" .
J
X,n

On peut considérer J comme une variable aléatoire & valeurs
dans 1'espace polonais (D) des probabilités sur (D,D) muni de la

convergence étroite, D étant muni de la topologie de Skorokhod.

(1.12) DEFINITION : a) On dit que 1le processus X admet un PAI tangent
le long de T , si la suite (Ix’n) converge en probabilité dans

®(D) vers une limite Ix, et si Kx(w,.) fait de Y un processus
(nécessairement un PAI) sans discontinuité fixe. On note §g(I) l'en-

semble des processus X ayant cette propriété.

b) On dit que le processus X admet un PAT tangent

i, pour toute suite T de subdivisions vérifiant (1.9), on a Xe
)

(1 l'ensemble de ces processus.s

nn oou

. On note S

g g

Les résultats principaux sont les suivants:

(1.13) THEDREME : a) Si X est un PAI sans discontinuité fixe, il est

dans gg et }X(w,.) égale p.s. la loi de X.

b) Si X est une semimartingale quasi-continue &

gauche, il est dans gg et Ix(w,.) égale p.s. la mesure Q(w,.)




définie en (1.7).

La notion de PAI tangent est donc bien une précision de ce qui a été

dit & la fin de la remarque 1), et résoud le probléme posé en 2).

Afin de caractériser les éléments de gg(I) par une propriété plus

commode que la définition (1.12), on pose

(1.14) DEFINITION : a) On note B(I) 1'ensemble des processus B con-

tinus prévisibles bornés, nuls en 0, qui vérifient pour tout t>0:

P

i) supg_y Izj:tg' E(B - Btglitn) - le —0

n
L R

s 2 21 P
i) 2 .. Ef(B - B, ,)|F,n] - E(B - Byn|F.n)}—>0
J.t?+1ft{ [ 0 t1 '_tJ'? 0 t3.'|=t33 }

b) On note Eloc(l) la classe localisée de E(I)

par les temps d'arrét.

(1.15) THEOREME : a) Eloc(l) et gg(l) sont des espaces vectoriels.

b) Les éléments de gg(l) sont les sommes d'une se-
mimartingale quasi-continue & gauche et d'un processus de gloc(I)‘

c) Pour qu'un processus X cadlag adapté soit dans

gg(l) il faut et il suffit qu'il existe un triplet (B,C,Y) avec
Iiegloc(l), C vérifiant (1.2) et v vérifiant (1.3), tels qu'on ait

(1.5) avec A(u) défini par (1.4); dans ce cas, on_a:

(i) (B(w),C(w),Y(w)) sont les caractéristiques du PAT Y sous la
loi 3Xw,.) ;

(ii) X - B est une semimartingale de caractéridtiques locales

(0,C,v) et X est guasi-continu & gauche;

(iii}) X est une semimartingale si et seulement si B est & varia-

tion finie;

(iv) le triplet (B,C,v) est p.s. unique.

d) L'espace Eloc(l) contient:

(i) les processus continus prévisibles & variation finie nuls en O0O;

(ii) les processus "déterministes" continus nuls en O .

L'assertion c) ci-dessus permet donc d'obtenir des théorgémes-limite
pour les suites de processus de 29(1) , exactement dans les mémes

termes que pour les suites de semimartingales dans [21 ou ([5].

(1.16) REMARQUES : 1) Nous ne savons pas si les espaces gg(l) sont
tous égaux entre eux lorsque T varie en vérifiant (1.9); cela équi-

vaudrait d'ailleurs a ce que les espaces Eloc(l) soient tous égaux.
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Toutefois si XEEgg(l)(]gg(I') il est évident que le triplet (B,C,v)
défini en (c) ci-dessus est le m8me pour T et T'. 11 est alors na-

turel d'appeler (B,C,Y) 1les caractéristiques locales de X.

Noter aussi que, & l'instar de ce qui se passe pour les semimartin-
gales, les termes C et ¥ ne dépendent pas de la fonction de tron-
cation h choisie pour définir A(u), mais B en dépend.

2) La seule martingale locale appartenant 2 Eloc(l) est

la martingale nulle.

3) I1 devrait 8tre possible de montrer le mé&me genre de
résultats en levant l'hypotheése de quasi-continuité & gauche sur X
(et corrélativement la condition d'absence de discontinuité fixe pour
}x dans (1.12)). Mais la méthode utilisée ci-dessous ne permet abso-

lument pas une telle extension.

tiré de [4]1. Soit Q" , Q des lois sur (D,g) faisant de Y un PAI

de caractéristiques (B",c",v") et (B,C,v). Supposons que pour Q ,
Y .n'ait pas de discontinuité fixe. Il peut y en avoir pour Qn, donc
il se peut que Vn({t}1R+)>-D pour certaines valeurs de t (exacte-
ment les temps de discontinuités fixes); mais on suppose toujours que

" inteégre les fonctions (XZA 1)1[0 t](s). On utilise la notation:
t

(2.1) W*Vt(‘-d) = / / W(w,s,x) VY (dsxdx)
0 “R

. o . . . -~ . n
si 1l'intégrale a un sens (on utilisera la méme notation pour V¥ , ou

si Vv est une mesure aléatoire). Soit les fonctions:

(2.2) T, =c, + hPev, T =]+ havT - 3 (48])?
s=<t
(comme ABg = lévn({s}xdx)h(x) et comme V" intégre sz 1, 1la

série Zs-zt(ABg)z est convergente; noter que l'absence de disconti-
nuité fixe pour @0 entraine que Y vérifie (1.3) et B est continue,

donc les expressions pour T et T sont en fait analogues).

Soit aussi & une suite de fonctions positives, totale pour la
convergence uniforme dans l'espace des fonctions bornées, nulles autour

de 0, lipschitziennes de rapport 1. On a alors la condition néces-
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saire et suffisante suivante:

(2.3) Pour que Q" —> Q étroitement, il faut et il suffit que
B" — > B uniformément sur les compacts;
" —T ¥tel,

t t
Fod] —>fxv,  ¥tel, , ¥fe <;
dans ce cas, on a TN—>T et Fyv — v uniformément

sur les compacts, pour toute fonction f continue bornée nulle

autour de 0O .

Soit ensuite X un processus cadlag adapté. La suite T de subdi-

visions étant fixée une fois pour toutes, on utilise les notations:

n . n
Jy = {i=20: tj+1£t}
ANX = X,q = Xin
J tj+1 tj
n
Ej(.) = E(-lit?)
Zn——P——UA;Z si on a sup ]Zn-Z|—-—-P——>U ¥t=0 .
st s s

Un calcul simple montre que les caractéristiques (Bx'n(u),Cx’n(w),
Vx’n(w)) du PAI Y pour jx'n(u,.) sont

X,n X,n n n
By " (w) zjng Py (e Zjng e% [h(alx)]

(2.4) C)t(’"(w)

L}

0

X, X,n _ n n
Fxv " (w) ZJ.ng Py ) = Ejng e [Feai]

de sorte que d'aprés (2.2) on a
~X,n _ X,n 2 _ X,n 2
(2.5) G5 = Zjng [(’j (h%) = p57 (h) ]2 o
n n
Zjean {eT I (701 - £7 [h(aTx)] ).

Introduisons alors les conditions suivantes sur X

X,n P-u X < X
_—

Condition (B): B B, odu B est continu prévisible, nul
en 0 .
Conditien (C): %i'n ——E—»/Ei ¥teQ, , ot EX est croissant continu

prévisible nul en 0.

Condition (D): f*vi’n ——2—9 f*Vi ¥t eQ,, ¥fed, ol VX est une

o X
mesure aléatoire prévisible positive vérifiant v (w;{t}xR) =0,
vx(u;R+x{U}) =0, Vx(u;[O,t]x{|x|>i}) < o pour tous ¢>0,t>0.
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Lorsqu'on veut mettre l'accent sur la fonction de troncation, on

h,X,n et %h,X,n h,X et Eh,X)

h et h' sont deux fonctions de troncation, on a:

écrit B (resp. B . Remarquer que si
Bhv,x’n - Bh,X,n . (h,_h)*vx,n
(2.6)

~ t
grXon S Xen e L n2ye®on o3 T M2 anom 2

On écrit aussi (Bh) et (Ch) pour les conditions (B) et (C) relatives

a la fonction h .

(2.7) LEMME : a) Sous la condition (D), on a

X,n P
(2.8) supJ.ng Pj (|x]|>¢) —— 0O ¥£€>0, ¥t >0 .

b) Sous (2.8) on a: sup 9§'n(f) —P o0 pour

jeJ;‘
tout t et toute fonction bornée f, continue en 0 et nulle en O.
Démonstration. a) Soit gb(x) = 1/\(%|A - 1), qui est lipschit-
zienne bornée positive, nulle si |x|< b/2 , égale 3 1 si x|l b .

En utilisant des sous-suites extraites par un procédé diagonal, on

vérifie aisément que

——E:E—> f*JX , ¥f continue bornée nulle autour

de 0 .
P—U ‘)X - Py
—_s g ¥V le résultat découle alors de

(2.9) (D) &= "o

En particulier gE*VX,n

la continuité de g »v", et du fait que

X,n

j A(g *Vx’n)

(gi) = SUPg <t £ s

X,n
stueJ? Pj (Ixf>g) = supj€‘12 P .

b) découle immédiatement de (2.8).nm

(2.10) LEMME : Supposons qu'on ait (D), et soit h et h' deux fonc-
tions de troncation continues. Alors
(1) (B,) =>(B,,) et B" X = B & (hiohperX |
(i) (C) =>(C,,) et TN X ST L (02 LRk
(iii) Si (x2A1)*V§ <o pour tout t et si om a (C,), le proces-

sus Cx = Eh,X - hz*vx

ne dépend pas de h et est croissant continu.

Démonstration. (i) découle immédiatement de (2.8) et (2.9); cette

dernigre assertion entraine aussi que
X,n 2 X,ng, 2 P-u 2 2 X
(2.11) Zjng [pj' (h'9) - p7 M (h)] s (nr2 - n2w®

Soit
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X,n f 2 X,n 2 _ X, [} X, 1
2] - ZiéJ?[PJ' (1?2 ="M = Z e n © "(h-h') pY" " (hen')

d'od
1z = {2 Xon(Ih-n' 1} { X,n .

D'aprés (2.9), on a 2& € Jn P?'n(lh—h'l) ——E—A>\h—h't*V§ , tandis
t
que d'aprés (2.7,b) on a SUP; € gn P?'n(|h+h'|) —P .0 . Par suite

P
Z:-———é 0 . Etant donné (2.11), ton en déduit immédiatement (ii).

(iii) Soit (C) et (XA 1%} < o . Dlapres (ii) on a (Cp)

et le processus CX ne dépend pas de la fonction de troncation. De
~h',X,n ~h',X
’

plus C donc aussi C sont croissants pour toute fonc-

tion de troncation h': donc si hglx) = ¢hix/g) et si |h(x)|<lix| A1

2. .,X 2 .
on a hg*v" < x 1{|x\s£}*\)t , qui tend vers 0 quand ¢—>0 . Par

. X . ’ .
suite C° = lim [ﬁhi X h§¥VX] est croissant. &

s=>0

(2.12) COROLLAIRE : Pour gue X€ gg(l) il faut et il suffit gu'on ait
les conditions (B), (C), (D), ainsi gue

(2.13) (x2/\1)*V>,§<°° p.s. ¥t»0 .

Dans ce cas, les caractéristiqueé du PAI Y sous }X(U,.) sont
(55(0), 5 () 5 () , avee Cf =T - X .

Démonstration. La condition nécessaire et la dernidre assertion dé-
coulent immédiatement de (2.3). Supposons inversement“(B), (C), (D)

et (2.13). D'aprés le lemme précédent, le processus CX est croissant
continu, et il existe donc une probabilité de transition }X(u,.)
faisant pour chaque « , du processus canonique Y , un PAI de carac-
téristiques (BX(U),CX(w),VX(u)). Pour toute suite (nk) on peut ex-
traire une sous-suite (nkl) telle que dans (B), (C), (D) il y ait
convergence le long de cette sous-suite, identiquement en dehors d'un
ensemble négligeable N. D'apr2s (2.3) on a Kx’nkl(u,.)——? rx(u,.)
X,n P TX .

étroitement en dehors de N. Par suite, J¥ —_—

§b - Les laplaciens_approchés. L'ingrédient essentiel permettant d'ob-

tenir, notamment, le théoreéme (1.13,b), est la version élémentaire

suivante de la "formule des laplaciens approchés".

(2.14) LEMME : Soit A un processus continu nul en 0O, & variation

finie, avec E(Var(A)t]<<°° pour tout t. Soit Az =
N AN

ZjéJrg Ej(AjA) . Alors

(1) A" —P=uon .
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e ni2 n,n 2 P
(11) 2 _ [ml]% - ZjeJ@ Lefatml® ——o0 w0,
n N, An P
(iii) SUPy IAASI = sup; €J2 IEj(AjA)l —>0 ¥t>0 .

Démobstration. Quitte 3 remplacer A par la différence de deux pro-
cessus croissants continus localement intégrables, on peut supposer
A croissant, donc les A" également. Il est clair que dans ce cas,

(i) == (iii) et que
E(2
n

donc (iii) === (ii). Comme A et A sont croissants, il suffit pour

obtenir (i) de montrer que

n _ n oo
sstAAs) = E(At) < E(At) < *oo,

(2.15) AP

t t

Soit jn = sup(j: jEJ:) et a" = E(At —At’? Igt".’ ) 3 soit A%n =

n n . . Jn Jn
Agn +a . D Sprés les laplaciens approchés ([1]1,[7]) on a
Jn Ai‘:n—» Ay - Par ailleurs, E(a") = E(At - At" ) ——>0
Jn
car A est continu, donc a" *P—>O . Comme A;: = A:n = A%n - a"
on obtient (2.15). s In

Noter que ce résultat est en général faux lorsque A est prévisi-
ble discontinu: dans ce cas on obtient seulement: A: —aAt pour la
topologie faible G‘(L1,Lx); c'est la raison pour laquelle la méthode

ci-dessous ne s'applique gu'aux processus quasi-continus & gauche,

(2.16) LEMME : Soit X un processus cadlagqg adapté et T wun temps
d'arrgét. Soit

X,n n
¥~ = ET(1 | x - XA
JT J itrJJ<T<tSJ+1} t5.‘+1 T
~X,n n

o= ET(1,.n n Xeo = X,n|AD) .
T J {tj<T<tJ.+1}| T- tjl

Alors Zj €J¥ {{?:? +A7/{§:.?.}*P—> 0.

Démonstration. Soit ¢ >0. Soit Tg = o, Tp+1 = inf(t>Tp: \Axt]? £/2)

v _ . . ) ;
et Xt = Xt Zsst Axs1{|Axs|2 £/23 ° Soit aussi pour 1 >0:

Sq = inf(s: sup(s_7)+‘ res ]X;_ - Xel>€) .
C?mme jaxt)< €/2, on a 1im4”!0 S"I =oc , et S,,' est un temps d'ar-
rét. Il existe donc geN* et ,,1>0 tels que, pour t fixé,

(2.17) P(Tqunst) < £,
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- Soit alors NP = I of &t N-= 1[T e + Supposons que ITM<m.
On a alors, sur l'ensemgle (" <1'$tJ+1}

¢ i § n.,< _
\xtn _ XT|A1 s{ si '7>t3+1’ t3+1 Tq’ T é]T t3+q1 pour p< g-1
j+ 1 sinon,

{g si S"l>tJ+1' tJ+1<Tq, Tp¢ ]t?,T[ pour p=<g-1
1

S
J sinon.

Par suite, si lrnls/7 on a:

~ X,
e{1 {T NS, >t}zJ€Jn(7’J T, 20

< E{ZJeJn (1< T<tD NS, AT >t”“xt” ‘XTIA”}X -thll\ﬂ}

n n n
ZjeJn{ze P(+D<T=tl ) + ZP(tJ.<T<T <+t],y ou tJ<T <

<
T<t )}
s 2¢ + Z {P(T<T <T+1T") + P(T <T=T +|'z 1}
p=1
q-1
s 26+ FAENG o - M) e BN L on) - N )
p=1 ' P P

Comme \Tnl—a'ﬂ , pour tout n assez grand on a E(NT+‘TH’-N$) <

3 3
=T et E(NTp+|tn'-NTp)é'E:T pour tout peg-1 (car NP et N

sont bornés par 1 et cadd). Donc pour n assez grand on a
E[1{Tq/\51>t} Z; e Jn 55 %50 <

Etant donné (2.17) et le caractére arbitraire de ¢ >0, on obtient

le résultat. »

Si T est un temps d'arrét, on note XT le processus X arrété
en T, et VT la mesure v arrétée en T. On dit qu'une propriété
® est locale si:

s @ [ 8 T i fi ’?
X vérifie , T +temps d'arrét =—p X vérifie
T

(2.18) ii) X'P vérifie
sant vers +o00 =3 X vérifie 9 .

i)
®, ot les T sont des temps d'arr&t crois-

(2.19) LEMME : La propriété (2.8) est locale.

Démonstration. a) Soit X vérifiant (2.8) et T wun temps d'arrét.

On a: n
0 si T<t,
|an(xhy) = 1A"X| si T >tJ
J J %+1

|Afj‘x1 + |x,chJM - Xgl osi Stig o
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de sorte que si ¢<2 on a

;
LT xI=6) s e x>+ By

D'aprés (2.16), xT vérifie donc (2.8).

b) Inversement, soit (T_) des temps d'arrét croissant vers +w,

tels que chaque XTP vérifie (2.8). On a

n,,T . n
P .
\AJ.(X | si Tp>t_]+1

ja"x | = {

3 neyT . n n
A (X' P) o+ |X - X t.<T < t, ’
| J( ) ] t?+1 Tpl si j . 541

de sorte que si ¢<2, j€J:, on a

T
X,n X P,n & 2 _X,n
?j,(lx|>$) 51{Tp<t}+?j '(|x‘>2)+57‘j,Tp'

On choisit d'abord p grand, puis on utilise (2.16) pour X et 1'hy-

pothése, pour en déduire que X vérifie (2.8).s

(2.20) LEMME : Les propriétés suivantes sont locales:
(i) (B) plus (2.8) (alors BXT = (BX)T )
(ii) (C) plus (2.8) (alors fXT = (EX)T )
(iii) (D) (alors ¥XT = (+5)T)

. X,n P-u s
(iv) ZjeJQ ?j (f) ——>A , plus (2.8), ot f est une fonc-
tion donnée de { et A un processus.

Démonstration. a) Commengons par un résultat intermédiaire trés simple.
Soit (T_) des temps d'arrét croissant vers +o . Soit, pour chaque

pelN(J{~} des processus de la forme

An(p)t = ZjeJQ a?(p) ,
et considérons les conditions
(A) AM(e0) —P=U o p(eo) pour un processus A(eo);
(Aloc) pour tout peN, A"(p) ~—P-u A(p) pour des processus
Alp);

n n n P
(%) pour tout peN, cxt(p) = ZjéJ.rg ,aj(‘bﬂ{t".‘ <7 }—aj(P)|—>0-
j+1 P
On a alors:

(2.21) Sous (%), (A)é=> (A, ), et alors A(p) = Al=)TP .

En effet, (A) équivaut 3 dire que A"(oo)Tp —P-u A(oo)Tp pour tout

T n
p, et AM(x)P = D, a, (o)1 donc
7 e N oy

supg _ (JA"e) [P - AT (p) | = af(p)
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b) Montrons le lemme. Soit (T_) comme ci-dessus, et X un pro-
cessus vérifiant (2.8), ce qui d'aprés (2.19) équivaut 3 dire que cha-
que XTp vérifie (2.8) (lorsqu'on veut démontrer (iii), on utilise

donc le lemme (2.7)). Soit

np n
«P(f) = EM[14.n n FXe - X.n) = FXun - X,m} ]
J J {tj<Tpstj+1}{ T, t7 7 t" '
donc si f(0)= 0,

xTP n 0 si T <t
(2.22) ey (f) = X n np p i

L (f S(F i T : e
?J (f) + dJ (f) si p‘?tJ
. s n XTP n
Pour montrer (i), on applique (2.21) a aj(p) = Pj *"'(h) et

ag(w) = ?%’n(h). I1 vient, h étant lipschitzienne de coefficient [

et d'apres (2.22):
n X,n np

o = . -p? (h)1 - . (h
t(p) ZJ ng‘ PJ ( ) {t?<Tp<t?+1} D(J ( )]

N X,n
< byt "Zjedng,Tp ’

ol 8: = sup; €Jn\€§’n(h)‘. Alors (¥) découle de (2-7,b) et de (2.16).
Pour montrer (iv) on fait la méme chose en remplagant h par une
fonction quelconque f de d , et (iii) découle de (iv) appliqué a

toutes les fonctions de I .

T T
p
Enfin pour (ii) on applique (2.21) a ag(p) = 9? p’n(hz)—e§ ,n(h)Z
et a a?(m) = P?’n(hz) - P?’n(h)z. Comme h2 est lipschitzienne de
coefficient &' et comme |hl< 8", on a
n _ X,n. 2 np,,2 np X,n
ilp) = Zjng"?j (D genar <47, =5 () 2T ()

_ X, 2 np 2
P mm? ®(n)? |

n<T < " +x
(tn<T, tJ+1}

N

n X,n
6t + (' + 4pom) ZjéJg Uj"]‘ ’
p
ol 6: =
et de (2.16) 3 nouveau.®

sup . EJn( P?'n(hz) + P?'n(h)z). Alors (*) découle de (2.7,b)

La propriété (2.13) étant également locale, il découle de (2.12) que

[0

(2.23) COROLLAIRE : L'appartenance S (I) est une propriété locale.

Si Xe Eg(l) on_a (BXT,CxT,VXT) = «Eg)?,(CX)T,(VX)T) pour tout

temps d'arrét T .
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lons d'aprés [3] qu'on associe & tout processus cadlag adapté X une
mesure aléatoire prévisible positive Vv (appelée mesure de Lévy de

X) wvérifiant
(2.24) v(u;R+xw}) =0, v(w; {t}IxR) <1 , V(w;[o,t]x{|xl>£}) < e
et caractérisée par la propriété

t

(2.25) Es <tF(AXS) - f¥V, est une martihgale locale pour fed.

De plus, X est quasi-continu & gauche si et seulement s'il existe

une version de ¥V qui vérifie identiquement
(2.26) V(w; {t}xR) =0

(lorsque X est une semimartingale, y est la troisiéme caractéris-

tique locale de X). On va démnntrer la

(2.27) PROPOSITION : Pour qu'un processus cadladg adapté X vérifie

N

(D), il faut et il suffit qu'il soit quasi-continu & gauche; dans ce

cas, VX est la mesure de Lévy de X .

Commengons par un lemme, qui sera utilisé plusieurs fois.

(2.28) LEMME : On a E;jé Jn p; ———IL—rﬂ dans les deux cas suivants:
t

a) ‘;3‘ = P?'n(f) - E? AJ’?(f‘*V)] , 00 fed et vy est la mesure
de Lévy de X , lorsqu'il existe a>0 tel! gue f(x)= 0 pour

|xf<a et tel gue ZS;D 1{!AXS|> a/2} soit borné par une cons-
tante. :

b) @? = ??'n(h) - E?(A?B) , o0 X est une semimartingale de ca-

ractéristiques locales (B,C,v), lorsque Var(BL) + q” + (x%A1)*%°
est borné par une constante.

Démonstration. On va d'abord ramener les deux cas (a) et (b) & une
situation unique. Dans le cas (a), soit b = sup,, f(x) , M*=0
et K une constante majorant 2:s> UFLAXS). D'apres (2.25) on a

N AN n e
EJ.(Aj(f'ao-\’)) = Ej(Zt3<s£t3+1 f(ax_)), donc

J

(2.30) |63.‘] < b+ K+ M

(2.29) (;3.’ = E'J?(BJ'?) , avec 07 = f‘(A;.'X) - 2t0<sst'?+1 f(AX )
i j
E(M2) < oo

Vv
Dans le cas (b)., soit Xt = Xt - Zsst[Axs - h(AXS)]. D'aprés
la définition des caractéristiques locales associées 3 la fonction de
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troncation h, M = % - B est une martingale locale a sauts bornés,
et <M,M> < C + 4b2(x2A1)*V ol b = sup |h(x)]. On pose M* =
SUPS'zU\Msl et soit K une constante qui majore la variable
A{Var(BLU + C, + 4b2(x2A1)*%°} . D'aprés 1'inégalité de Doob, on a
E(M*2)< 4 E(<M,M>~) < K, donc E(M*°)<ee. En particulier, M est une
martingale et Eg(A;B) = Eg(ﬂg(X-M)) = E?(Ag%). Donc

2.3 noo T oo haMX) - aTX .
( ) BJ J( J) , avec GJ ( JX) j

Enfin, comme lils Var(B), + M*, on a aussi la majoration (2.30).

Soit a»0 tel que f{x) =0 si |xl<a dans le cas (a), tel
que h(x) = x pour |x|<a dans le cas (b). Soit ie]U,%]. On dé-
finit les temps d'arrét Tp’ puis le processus X', puis les temps
d'arrét S”, comme dans la preuve du lemme (2.16). On chosit qeWN*
et 7>0 tels gqu'on ait (2.17).

Soit Js,t] un intervalle tel que t-s<no et 51 >t. §5'il ne
contient aucun temps T, ou s'il en contient un seul, qui vérifie
\AXTP|4 a/2, on a f(Xt-XS) =0 et f(exr) =0 pour rels,t] dans
le cas (a); on a h(Xt—XS) = Xt—Xs = %t-xs dans le cas (b). Si main-
tenant Js,t] contient un seul temps T_, avec |AXy |>a/2, on a
[f(Xt—XS) - f(AXTp)|<'2€ dans le cas (a) car fed ; on peut aussi
supposer h lipschitzienne de coefficient 1, donc dans le cas (b)

on a
[h(X,-x ) - (X=X )| = |n(xp - X  + Mp + Xy Xp))
- (pr_ - X)) - h(Apr) - (xt-pr)l
< 2¢.
Par suite si \Tn(<ﬂl on a d'aprés (2.29) et (2.31):

0 sur F? = {s >'t?+1; th,tq ] contient au plus un

b | J+} y
T, et AXT |<a/2
(2.32) oSl e n P n n
2¢ sur Gj ={sql>tj+1; Tp_1stj<Tpstj+1<Tp+1;

AX /2} .
| Tp|> a }

cqtTp T ). si (z")<m, (2.30) et (2.32) entrai-

Soit R = inf p~Tp-1

nent

1<p

B rps, » ¢ Zieap WD = Zyeun BT s, > €7 165

. E(1 e"
< Zjeup El T sy >0} 1850
q-2
< E(2. o7 | {1 + 51 +
JEJQ‘ J'{ {t’}<TqASnst3‘+1} pé {t?<Tp<Tp+1<t?+1.}
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T P z 1enp })
J p= J
q-
< E[(b+K+M*){1{TqASnSt} Zz' {R<|Tn”} + 2€Z 1{‘Axs‘>a/2}]

w2 n
< E[(b+k+M*) ][P(Tq/\s,‘s t) + q P(R<I1T")] + 2¢ E(1{‘x|>a/2}*vt) .

Dans le cas (a), on a E(1{|xl> /2}*‘;,)<°° par hypothése, et dans
le cas (b) la méme propriété est vraie car {|x|>a/2} m est bor-
née. Il existe donc une constante K' et un entier ng tels que si

nzng on ait qP(R<Il’nl)s{ et donc

n - '
T ps, > t) Z5eup lB5D) <k

(utiliser (2.17)). De plus K' ne dépend pas de q, de 7, de s .
Comme ¢ >0 est arbitraire, en utilisant une nouvelle fois (2.17)

on obtient le résultat.s

Démonstration de (2.27). a) Supposons X quasi-continu a gauche. On

va d'abord montrer que X vérifie (2.8B). Soit $>0. Définissons en-
core Tp' X', S"l comme dans (2.16), et choisissons m>0, geN* tels
qu'on ait (2.17). Soit NP = 1IT oo ? de compensateur prévisible AP,
Comme |A3X|€ € si 5, >t Bt si ]t

ki j+1 J+1 n
temps Tp' il est clair que pour IT [<ol on a sur {T AS >tj}:

j ne contient aucun

-1
X,n a n,,n
Py (Ixl>€) = z Pilty<T =tl ) + PR(t] <SAT <tJ+1)
d'ot
X,n
5[1_ sup ., .’ (|x\>i)]
{Tq/\S,l>t} jeJd P;
q-1
< Elsup, n ETCAT(NPY)] 4 E(2. n 1 n )
p=1 jedd T4y jeJ] {t33<51/\qutj+1}
az N, .N;,p
< Z, E[supJéJn Ej(Aj(A NT + ¢ .

D'aprés 1'hypothése, les processus AP sont croissants, contlnus, in-
tégrables. Donc (2.14 yiii) implique que: supJ eJ" E (A (AP)) ———éU

pour tout p. Pour n assez grand, on a donc
X,n
Bl ps, >3 99P5cun 037 UxI>6)] < 2.
q'' t
Comme ¢>0 est arbitraire, on déduit alors facilement (2.8) de (2.17).

Soit alors fed et a>0 comme dans (2.28,a). Soit Rm =
inf(t: ngt 1{|AXSI>a/2}2m)' D'aprés (2.28), on a alors

xom, R P
Zjnglpj "(f) - €Nl g,
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Rm

car QRm est la mesure de Lévy de XRm. Par ailleurs fwxv est

croissant continu intégrable. Donc (2.14,i) entraine que

ZJ. € Jp E?[Ag(f*VR"‘)] ——P—> f*\)im. Par suite on a
R
X M n P Rm
(2.33) zj€J2 ?J (f) —> Fwt
pour tout m. Comme X vérifie (2.8), le lemme (2.20,iv) entraine
que zﬁ e Jn ??'n(f) ——f——>f*vt. Donc X vérifie (D) avec Vx = V.
t

b) Supposons inversement que X vérifie (D). Soit fed et Rm
comme ci-dessus. D'aprés (2.20,iii) on a (2.33) avec vX au lieu de

v. En utilisant (2.28), on obtient ZJ. e Jn E’?[A?(r,me)‘]_p,f*(vx)':'".
t

Par ailleurs, d'aprés les laplaciens approchés, on a convergence de

cette mé&me expression vers f*v:m au sens V(L1,f”). Donc

f*Vim = f*(VX)im pour tous t=0, feZ, meN% On en déduit que
VX =V ; par suite v vérifie (2.26), et X est quasi-continu 3
gauche . ®

théor2me (1.13), en commengant par la partie (b). Soit donc X wune

semimartingale quasi-continue & gauche, de caractéristiques locales

(B,C,v), auxquelles on associe T par (2.2) et A(u) par (1.4). I1

X X

s'agit de démontrer que XE€ gg(l) avec B =8B, cf=c, v,

D'aprads (2.23) on peut, quitte 3 localiser, supposer que le processus
R = Var(B) +C + (x2A1)*V

. X
est borné par une constante K. Soit par ailleurs (Bx'n,E '“,vx'”)

auxquels on associe EX,n par la seconde formule (2.2), et
n . O ) iux . X,n
(3.1) A (u)t = 1uBt + (e -1 -1uh(x))*vt
X,n, _iux
ZJéJ’; ()j (e "1)0

(3.2) LEMME : Pour tous ueR, t>0, on a An(u)t———g—> A(U)t'

L uX £ .
Démonstration. On sait que le processus N(u)t = eVt -)é elqu_ dA(u)S
est une martingale locale, et méme ici une martingale bornée puisque

X;sz et puisque Var(A(u))s= «(u)h pour une constante o/(u). Donc
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E?(elUij - 1) = exp(_iuxtn) En[Ar.‘(elux)]

i)
(%
I

= exp(-iuX n) gn [/ ‘]+1 —1uXS_ dA(u) ]

= g7 [/ i+ exp(lu(X _ - th)) dA(u)s]
J
= n[AnA( )] + Sn , avec

g? = ET [/ {exp(lu(X _ - th)) -1} dA(u)s] .
Comme ZJ edn E’ [A A(u) ]——>A(u) d'apreés (2.14), on voit d'apres

(3.1) qu'il suff‘lt de démontrer que: s7 —2 g, Mais on a

- n
JeJt

2. nl8T]) = E( Zn dA_), ol pour t" <s<t” on a
Jé‘Jt J 0 S S

j i+
Z: = o((u)[exp(iu()(s_ - th)) - 1] .

Comme OsngZo((u) et comme 2" ——0 partout, le théoréme de con-
vergence dominée entraine que l'expression ci-dessus tend vers o,
d'ol le résultat.nm .

On va maintenant montrer que X vérifie les conditions (B), (C),
(D) avec B)< =B, Ex =T et \Ix = V , toujours sous l'hypothase
~
que A _<K. Pour (D), cela découle de (2.27). D'aprés (2.14),

n,.n P
SUPg _ ¢ ,Zjédg Ej(AjB) - Bs|——>0

n,,n 2 P
Zjer [E.(AJ.B)] —> 0 .
Si gn = () "(hy - E" (A B), 1le lemme (2.28,b) entraine que
s . 2 P
ZJéJn“ln'_——)U donc a-fortiori Zjédnlg |¢ ——> 0. 0On en
déduit (B) car B?t('n = ZjéJn P?'n(h). Comme PX "(h)l< 2 lF ,2
Z[E?(Agﬂ)]z, on en déduit aussi que

(3.3) Pl —Fs o .

J€ Jg

Montrons enfin (C). Pour cela il suffit de prouver que de toute
sous-suite (n') on peut extraire une sous-sous-suite (n") telle
que 'Ei’n"——> Et p.s. Quitte & prendre des sous-saites, on peut

donc supposer qu'en dehors d'un ensemble négligeable N on a

) X,
(3.4) { An(u)t(w)—eA(u)t(w) Yuel |, Bt M(w) ——>Bt(u)

fw)t(’"(w) —> fxv, (W) ¥fed.
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En prenant les parties réelles dams la convergence An(1)t —-———‘,A(1)t

et en utilisant le fait que (2x - %ﬂ*¥9ﬁ’n —(2x - %)+*Vt' on voit
2 . X,n

que: lim SUP () h%v 3 (w) <00 si wg N . Soit Ft(w) un point
d'adhérence de la suite {h%evi’n(U)}n; 10 limite d'une sous-suite

\]
rf;vi'“ (w). D'aprés les deux derniéres parties de (3.4), on en déduit
que

' 2
A W) () (@) —> 5B, (@) - S [F, (©) - hoxv, (@)]
t t 2 t 't
+ (elux -1 = iuh(x))*"t(“)

(utiliser les théorémes classiques sur la convergence des lois indéfi-
niment divisibles). D'aprés la premigre partie de (3.4), en identifiant
la limite ci-dessus avec A(u)t(U) pour tout uel, on voit que

Fo@) = h2xv, ) + € () =T, (). Par suite, il vient hav;*"(w)—s

ft(u) pour tout w¢N .
En revenant & la suite initiale, on en déduit que

X,n,, 2 _ 2 . X,n P ~
zjng Py ") = RSP —— T, .
Etant donnés (2.5) et (3.3), cela entraine
achdve de montrer la partie (b) du théordme (1.13).

fi’n ——2——?Et, ce qui

Avant de passer & la preuve de la partie (a) de ce théoréme, démon-

>

trons des lemmes qui seront utilisés & nouveau plus loin.

(3.5) LEMME : Soit X et Y deux processus caddldg guasi-continus &

- = p U
gauche, tels que Y X Zp;1 8] 1[Tp,°°[f ol les Tp sont des
temps d'arrét croissant vers +o et ou les UP  sont des variables
F

T -mesurables. Alors

p
a) X vérifie (B) &Y vérifie (B).
b) Xe gg(l) &e—Ye¢ Szig(l) .

c) Supposans de plus gue AXTp =0 sur {Tp<w»} pour tout p. 0On

X, VY-X, et BY = BX + B'"X sous (a), et (A

a alors VY =V
oy EY~X sous (b).

Démonstration. i) D'apreés (2.27), X, Y, X=-Y = Z vérifient (D) et
donc (2.8). De plus sous l'hypotheése de (c), X et Z n'ont pas de

. . Y X z
sauts communs, donc il est bien connu que VvV =V + Y .

Etant donné (2.20), il suffit de montrer les résultats pour XTP
et YTP. En faisant une récurrence évidente, on voit qu'il suffit de

les montrer lorsque

(3.6) Y-X = Z = Ul &f , T temps d'arrét.
’
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Soit alors X' = X - X, 1 . Les deux couples (Y,v) = (X',X)

ato T IT,l
et (X,Y) = (X',Y) sont encore du type (3.6), et vérifient en outre
AYT = 0: on voit donc en définitive qu'il suffit de montrer les équi-
valences (a) et (b) dans le cas ot on a (3.6) et

(3.7) AXT = 0 sur {T<eo} .

ii) Soit f wune fonction lipschitzienne de coefficient 1, bornée

par 1, nulle en 0. Soit

n Y,n X,n _ Z,n
(3.8) o(j(f) .0 (F) - ?J. (f) ej (f)

j
n
E;{1{tg<T5tg+1}[f(AgX +U) - £aTX) - F(u)l}.

n
i+l

D'aprés (3.7) on a A?X = x,c?+1 - Xp o+ Xg_ - xt?
Donc, comme |f(a+b+c) - fla+b) - f(c)ls 2(\a|+|b|)/\3 (car f(0)
= 0), il vient

n < n X - 1 X. = X 1
l<5(F)) = a €T {t?<Tst5.'+11{' £, XplAr + 1xp_ tg‘/\ }]

si t?<T$t

et (2.16) entraine

n P
(3.9) ZJ.EJ.J2 I« —— o .
iii) Montrons alors (a), avec B = BX 4 BZ. On applique (ii) &

f = h. Etant donné (2.5), il découle de (3.9) que

Y,n X,n Z,n P-u

(3.10) B - B - B —= 5 0.

Par ailleurs Z est une semimartingale, donc BZ,n ——E:E—> EZ ol

p% est la premiére caractéristique locale de Z, d'aprés (1.13,b).
L'équivalence (a) découle alors immédiatement de (3.10) , ainsi que

1'égalité cherchée B' = BX + BZ,

iv) Pour obtenir (b) il reste alors & montrer que si X, Y, Z
vérifient (B) et (D), alors X wvérifie (C) et (2.13) si et seulement

si Y wvérifie (C) et (2.13), et qu'alors EY = Ex + EZ (car on sait
que 2 vérifie (C)).

Notons d'abord que si a,b,c,a',b',c' sont des nombres de [-1,1]
et si a'= b+c+a et a' = b'+c'+«', on a 1l'inégalité

la-a'z— (b-b'2+c-c'2)l = l"‘""’('z + 4l + 2lc'lb' .

On appliqu; cette inégalité a: a = P}’néhz), a' = éf'”(h),

X,n _ oX,n Z,n VA
b = ?j (h°), b' = Pj’ (h), c = Qj’ (he), ¢' = Qj' (h). En suppo-
sant toujours h bornée par 1 et lipschitzienne de coefficient 1,
il vient d'apreés (2.5):
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.

2 2 zZ, X,y
I e [ (h%) +aftm)? 4 Tl + 2)p% " (m)pl " (n].

(3.11) sup

D'aprgs (3.9) aon a

2 2 P
(3.12) Zjcun [«fr®) + T+ afafml] —2—o0 .

Par ailleurs soit z% = u% 1[Tf°[ . Si on choisit h de sorte que
h(x) et x - h(x) soient toujours du 51gne de x (ce qui est possi-
ble), on voit que ??’?h); 0 tEt que PJ (h) = ? "(h) + P? AT
On sait aussi que 3, ? QJ (h) —————»B . Donc la suite
{ZJ eJnl?Z n(h ” n =1 est bornge en probabilité; enfin d'apreés
(2.7) off a: sup, eJnlfJ’n(h)l————+ 0 . Ceci, plus (3.12) et (3.11),
entrainent alors que
Y,n

X,n =Z,n P-u

t -T -T — Y . 0.
Comme EZ,n ——E:H—+ Ez, on en déduit que %Y,n ——E:H-> EY si et seu-
. 2X,n P-u ~X =Y =X | ~Z .
lement si C ——— ", et alors C =C" +C~ . Enfin comme
v =V 492 et comme EZ = hz*VZ, si TV =T +T% on vérifie im-
médiatement que EY - h2 est croissant si et seulement si
EX - hZ*Vx est croissant. X
. $ [ _
(3..13) LEMME : Soit Xegg(l) et Xt = )(t Is‘t AXS 1U AXgl> 13

Alors X'€S (T), et si la fonction de troncation h vérifie
-9 - X! X

h(x) = 0 pour |x}J=21 ona B" =B".
Démonstration. Soit Ty =0, Tp+1 = inf(t >Tp: |AXt|'>1). Soit
z Zp>1 AX 1[T ol Bna X -X Z et AXT 0 sur

T <eo : on est donc exactement dans la situation de (3 5,c) avec
(X',X) au lieu de (X,Y). On en déduit que X'e Eg(l) et que B =

Bt . BZ Enfin si h(x) = 0 pour |x|>1, on a it 1= Zt -
Z
2,14z, - h(az )] =0, donc B =0.m

(3.14) LEMME : Soit Xe§S (T) et Y eEloc(I)' Alors Z =X + Y est

Z9 7. y T19¢ = x Z X ~7 T =X
dans gg(l) et ona B =B"+B , €f=C", v- =v" et C°=TC".
Démonstration. i) Soit X*': = Xy Zsst AX 1{|AXSl>1} et 7! =
Zt - Zs:st AZ 1(|AZ I >13° 501t aussi h une fonction de troncation
vérifiant h(x) si [|xlz1. D'aprés (3.13), on a X'e §g(l) et
A Bx; on a aussi Z' = X' + Y. Supposons alors qu'on ait montré

que Z2'e€ Eg(l) et que BZ' = BX' 4+ v, D'apreés (3.5,c) on a alors
]
Zes (1) et B2 = 8%' 4+ p%?

1]
montre que pf-2' - 0, donc finalement B

; le m8me raisonnement qu'en (3.13)
L}
Z gl o BX's vy = BX ey



m

Par suite il suffit de montrer le résultat lorsque |AX|]=< 1 iden-
tiquement. Quitte & localiser, on peut donc supposer qu'il existe une

constante K telle que
(3.15) \xt( =K, v l=x , |z, s« identiquement.

On va alors montrer le résultat avec une autre fonction de troncation
lipschitzienne, toujours notée h, mais qui vérifie h(x) = x si
Ix| < 2K, ainsi que [h]=<4K.

ii) Comme AZ = AX, d'aprés (2.27) le processus Z vérifie (D)
Z _vX, Etant donné (3.15) et les propriétés de h, on a
P?'n(h) = P?’n(x) et gﬁ'n(hz) = P?’n(xz), et de méme pour les pro-

avec V

cessus Y et Z. Per suite on a BZ,n = BX,n + BY'n. D'apraes (1.14)
on a BY’n —Pi; Y, et Bx'n —R'L)BX par hypothése. Donc
BZ’n —&) BZ s = Ex +Y et Z vérifie (B). De méme,
(3.16) Ct'n = C Ny Ct'n + zjéJg xg y avec
n Z,n, 2 Z,n 2 X,n, 2 X,n 2 Y,n, 2 Y,n 2
5 =5’ (x7) - Py’ (x) - 05’ (x)+PJ.’ (x) - 5’ (x)+(’j’ (x)
(3.17) = 2 E.‘{[A".'X - g’.""(x)] a3y - e}.’""(x)]} .

Soit alors ?n

gx O I I O Ly I I M S I AL CO LN
de sorte que C n’

~Y,n
n AL "
Zjng BJ. et Ct JeJnB . D'apres
1'inégalité de Schwarz, on a Id?lﬁZ(F?K?)é en utilisant (3.17).

Toujours d'aprés 1'inégalité de Schwarz,

~X,

(u18) Ty il < 20T g BDH Zy gt - 2@ B

Par hypothese, Ci n___l_’_’ C)é tandis que Ez’n -—L—>D d'aprés
(1.14). Donc Z eJ"l “l—f—>0. On déduit alors de (3.16) que

V4

‘EZ,n___P_)’VZ t= 'EX , donc le processus Z vérifie (C) et C° :=

t
~
tZ X

2 VZ =C est croissant. M

- h™%

Montrons maintenant la partie (a) du théoreéme (1.13). Soit X un
PAI sans discontinuité fixe, de caractéristiques (B,C,V). Soit

Y =X - B, qui d'apreés (1.8) est aussi un PAl-semimartingale de ca-
ractéristiques (0,C,v). D'aprés (1.13,b), on a Ye$S (T) et BY = o,
CY =C, vY = V., Par ailleurs B étant détermini;ge et centinu, il
est trés facile de montrer que BEB (T) I1 suffit alors d'appli-
quer le lemme (3.14) pour obtenir que XES (T), avec Bx =B +B =
B, cX-cV=c, v¥ov'av "
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(3.19) LEMME : Soit X un processus caddldg, a>0 et ueR. Soit

X,n _ X,n, iux
6y (u) = Trjedg Vj’ (e™"%)
TN = inf(t: 'Gi’n(u)lé a) = tjn , oo JT: Q—>N.
a) 5"(w) = jn(“) 4 &st un temps d'arrét pour (Ft”)3>1'
ns
b) Si Z;.' = (exp lUXSnAt”)/GS”At”(U) , la suite (Zj)j>1 est une
(F,n). -martingale.
=t3? iz
Démonstration. a) On a {5" = tg} = HG);E‘n(u)I>a, \G)él{,n‘(lu)‘ga}, qui
J : J+
est dans zt".‘ car Ginn"(u) = T)'pq. eé’n(elux), d'ol le résultat.
J J+ b

b) On a 1< |Z"l<1/a par construction. De plus

n n . n .
Ej(zj+1) = (exp 1UX5nAt?) Ej[exp lU(XS”Atg+1 - XS”Atn)]/GS”At"(U)
sur {5"<t"} il est clair que EN(Z7.,) =2Z0. Sur {5s">t"}=
n_ jttin J J
{S 2z tj+1} on a
ez0,) = (exp duXyp) ED(e X, r, " ()
j j J+1
= (exp 1uth) / G (u) = Z? . n
J J

(3.20) LEMME: Soit Xe Sg(T), Ax(u) défini par (1.4) & partir de
(BX,CX,VX) et 6% (u) = exp It (u). Alors M(u) = elux/Gx(u) est une

martingale locale.

Démonstration. Par localisation on peut supposer que |Gx(u)\2 2a
identiquement, pour une constante a>0. On utilise les notations
Gx'n(u), s", z" .du lemme précédent. On a Gi'n(u) =‘/fx'n(dy)ein(t)
donc d'aprés 1l'hypothése Xe€ gg(l), il vient

(3.21) G)é'n(u)———P——)G)t((u) ¥t>0.
X,n . . X .

Comme |E '"(u)] est décroissant et |G (u)] 2 2a, on en déduit que
(3.22) P(s"<t) —> O ¥t=>0.

Pour tout t>0, soit j(n,t) = sup(j: ¢t (i1 S <t). Sur l'ensemble

n n X,n

{5 >t} on a zj(n,t) = (exp 1uxt?(n t))/Gt (u), et comme X est
quasi-continu & gauche d'aprés (2.27) on a X,.n ———E——> Xt, car

iln,t)
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£] —>+t. On déduit alors de (3.21) et (3.22) que
jln,t)
1 .
n L iuXy X
(3.23) Zj(n,t) — s e / Gt(u) ¥t >0.
Montrons alors le lemme. Comme M{u) est cddldg et vérifie
1< |M(u)| € 1/2a, il suffit de montrer que pour tous O<s<t et tout

AE hy
Es-s (ol ¢<s), on a

P(A).

Ef1, eiu(Xg-Xg) Gz(u) / Gi(u)]

Au vu de (3.23), il suffit donc de montrer que

. n n
1im  Ef1, Z5(n,t) / Zj(n,s)] =  P(A).
Mais pour tout n assez grand, on a s-% ét;(n,s)' donc AE:EtQ s
donc E(1Azg(n ,c)/z’J?(n s)) = P(A) d'aprés le lemme (3.19).m iln,s)
’ ’

(3.24) COROLLAIRE : Soit XE‘ég(I). Alors Y = X - Bx est une semi-
martingale quasi-continue & gauche, de caractéristiques locales

X ,X
(o,c™,v%).

Démonstration. La quasi-continuité & gauche de Y est évidente car

Bx est continu et X est quasi-continu & gauche par (2.27). Soit

X

G(u) = eA(u) , avec A(u) = - c” o+ (eiux -1 -iuh(x))*Vx.

ch
IN

eiux/Gx(u) = eiUY/G(u) est une martingale locale d'aprés (3.20),

et G(u) est continu adapté, & variation finie (car X et vX yve-

rifient (1.2) et (1.3)). Donc el gt une semimartingale pour tout

ueR. Il est bien connu que cela entraine que Y est aussi une semi-
martingale, et d'apr2s la caractérisation (1.5) ses caractéristiques

locales sont (O,CX,VX).'

(3.25) LEMME : a) Tout processus continu prévisible & variation finie,

nul en 0O, est dans gloc(l)'
b) Ona By (D)e§ (T).

c) Si Xegg(l), pour gue XeB, (T) il faut et il
suffit que * =0 et vX’= 0, et dans ce cas B = x.

d) Eloc(l) est un espace vectoriel.

Démonstration. a) Par localisation, il suffit de considérer le cas od
X est continu prévisible & variation finie, nul en 0, et borné par
une constante K. Soit alors h une fonction de troncation telle

que h(x) = x si |x|=2K. On a alars p?’n(h) = P?'n(x) et 9§'n(h2)
= ??’n(xz). D'aprés (1.13,b) on a BX,n —P-u  px7_ X et
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%i,n ——2—7 Ei = 0 , car les caractéristiques locales de X sont

(X,0,0); ces deux propriétés sont exactement les propriétés demandées
dans la définition (1.14).

b) Par localisation, il suffit de considérer le cas ol Xe‘g(l)
est borné par une constante K. Soit h comme ci-dessus. D'aprés
(1.14) on a alors BX,n ——E:iL9 X et f:’n-——li—> 0, et d'apres
(2.27) et la continuité de X, ce processus vérifie (D) avec Vx = 0,

Par suite Xe§ (1) avec X -x, =0, v’=o.

c) Etant donné (b), il reste & montrer que si )(€§g(l) vérifie
X =0 et vX o 0, on a XEIEIOC(I). Comme oo 0, X est continu
d'apreés (2.27). D'aprés (3.24), Y = X - Bx est une semimartingale
nulle en 0, de caractéristiques locales (0,0,0): donc Y =0 et

X . X,n P-u ~X,n P .

X = B, Par suite B — X et Ct —— 0. Il suffit alors
de localiser X pour le rendre borné et de recopier la preuve de (a)
pour obtenir que Xé& Eloc(l)'

d) La propriété cherchée découle immédiatement de (c) et de (3.14%.

: X
(3.26) LEMME : Si ngg(l) ona BeB (I).

Démonstration. i) On va commencer par réduire le probleme. Considérons
deux fonctions de troncation h et h', et les processus Bx cor-
Xohooy pfoh', D'aprés (2.10) on a gXoh' = gfoh
(h'-h)*vx et (h’-h)lVx est continu, nul en 0, prévisible, 3 va-
riation finie. D'aprés (3.25) on a donc Bx'hEEEIOC(l) >

1
e (D).

respondants: B

On peut donc d'abord choisir une fonction de troncation h telle
que h(x) =0 si |x}|<1. Soit X4 ;,Xt -xfsst ax 1.UAX3\>1} .
D'aprés (3.13) on a X'€ gg(l) et B

= B"”. Autrement dit, on peut
remplacer X par X', i.e. supposer que
(3.27) laX ] < 1 identiquement.

Quitte & localiser, et en remarquant que d'aprigs (3.27) la mesure
9x ne charge que R+x{x: Ix\ <1}, on peut supposer que (X étant lo-

calement borné d'asprés (3.27)):

X,h ~X,h X
(3.28) |Ix|<k, |B jsxk , TV <K, 1{|x|>%1*" < K,
pour une constante K. Soit h' wune fonction de troncation telle
que h'(x) = x si |x|<BK. On a \h'-hﬂ\?xs 2K si h vérifie
h(x) = x pour |x|<¥ et |h(x)[=ixl, et on a de méme
|h'2 - hzl’l\’xs 4K d'aprigs (3.28). Donc d'aprés (2.10) on a
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~X,ht

Boh'g sk et BN |2 3.

Autrement dit, on peut remplacer la fonction h par la fonction

h' et supposer que

(3.29) X<k , |BXj=3k, T <sk, h(x) = x si |x|<8K.

On pose Y = Bx et Z =X-Y, de sorte que lYl=3K et |2]|=5K.

ii) D'apres (3.29) on a p);’"(h) - p’j('”(x) et eﬁ'“(hz) - e’;'"(xz)

et de méme pour les processus Y et Z. Par suite on a
(3.30) p"»" - %R _ plen
(3.31) TV o BOn L B0 L @60 TmT 2 @0 4 BDM)

(en faisant le méme calcul qu'en (3.16) et (3.17)), et comme Y est

continu borné nul en 0 et adapté, il nous reste & montrer que

(3.31) plon —Pou sy thr—Fsa0.
D'apreés (3.24), on a pfn __P-u g , et ghon _Pou _pgX _y par

hypothése, donc la premidre partie de (3.32) découle de (3.30).

iii) Il reste donc & montrer la seconde partie de (3.32). On a
%X'n——ll>fx , et EZ,n__Jl_’EX par (3.24); le processus Y véri-
t t Y t t
n

fie (D) avec VvV =0 par (2.27). Soit aussi
™" = inf(t: CI’ 225K); T" est un temps d'arrét et d'aprés (3.29)
<

ona AET" sup; e}’n(xz) = (6K)2, donc EIA”:Sa := 25K + 36KZ.
De plus, d'aprgs les convergences Ei’n-——E—> E{ et Ei'n-—ll—>fé

et (3.31) et TX=5K, il vient

P(T"=t) ——> 0 .

Quitte & prendre une sous-suite, on peut donc supposer qu'en dehors

d'une ensemble négligeable N on a

T (w) — ) , TN w) — (0
Y,n
(3.33) SUPg IBS (w) - Ys(u)l———~+0
‘ Y,n
VAR
¥¢>0 , 1{V|>ﬂ* t (W) —= 0

pour tout n assez grand, TN (w)>t.

I1 suffira alors de montrer que EI’"-——E—a 0 pour cette sous-suite.

iv) Soit ueR~{0} tel que |luj<1/12K. Comme P}.n(.) ne
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charge que l'intervalle [—6K,6K], on a \e;vn(eiux) - 1= % identi-

quement. Soit

" - pYon n _ oYsn iu(x-aT) _ n _ SY,np1,_ 12
3 (’j (X) ’ g‘] ej (E J 1) » KJ- = ej (\X 0(_]\ )y
de sorte que
Y,n n ~Y,n n
.34 ’ = . . ’ =
(3.34) By ATn ZJGJQ/\Tn «%,  Tyjm Zjé*’@m" ¥
. .oon
(u) := TI, ?Y.'n(elux) = T, Y% (14@T)
t Tn e J Jn 9
(3.35) A J tATR J JE tATD J
. nY,n n
= BXp{lUBtATn + Zj €4y Log(1 + Fj) 1
3.3 RN <+ n .
(3.36) \QJ l<3, |51 = 6K

On sait que

(3.37) {x€ﬂ:. lxlé% _ \Log(1+x) - x\gg\,(\z = |x|
s yeR, lyls 12k — |etY-t-iuyeb®y?) < Ky 1=K (6K,

Comme ?I " (x- ; 7) = 0 par définition de m?, on a Q? =

?Y e 1u(x—ﬂ ) . 1 - 1u(x-xj)) et d'aprés (3.37) il vient

|{1’.‘ + {ruzs’?l = 6KK' 13.’
ZjEJ?:A lLog(‘I +¥ )‘— 2 ZKJH ”znl
< 2 Z

ot b = (u2 + 12KK')a. Donc d'apres (3.35) on a

2 4 12kk")T

2 _n n
-‘e‘Jn)\Tn[JZu Y; ¢+ 6KK'yJ.] = (u tATnfb ,

)GtAT"(U)l .

Si alors S" = TI'Asup(t?: J+1.,t), on déduit du lemme (3.19) que

(3.38) E(exp iuYSn /G;;n(u)) - 1, |lexp iuYSn)/G;;n(u) = eb,

v) On fixe w& N . Comme Y est continu, on déduit de (3.34) et
(3.33) que pour tout s >0 il existe nU€N* tel que

Nl ™

Y,n
v Txt > 33T

P}'"(|x|>%)si

3.3 <=
( 9) nzng =—> sup; eJtATnl J|<

: n
J EJtATn

(no' dépend de w ). D'aprds (3.37) il vient pour nzng:
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2._n Y n
8T + tu ¥l =xpp (]x=o 2)
n n 3 ,Y,n n
< K'¢ Pj' (|x—xj, ) + K'(6K) Pj (|x-xj|> £)
(3.40) < krex] o4 216 k3 Kk 9}'”(1x|>§)

(on utilise le fait que [x—«;(s’EK p.s. pour ?;’n), et
|L°9(1+B?) + 3 U;I < 2|B?l2 + |Bg + 3 n|

(3.41) SZW?l[‘l‘UZK;+\3?"‘5“2‘6?”*“3 + +? ¥ 7

(3.42) g3l 200" Uxl> 5 + G+ < 2 Pl x> %) « gul.

(3.43) ILog(1+$?)+ %uz [?] < alﬁ? + %uz U?l + 2|§?|%u2 {?

par (3.41) et (3.42), En utilisant (3.43), (3.40) et (3.42), puis
(3.39) et (3.34), on obtient:

2
(3.44) ZjerATn |L°g(1+P?) 3 Kr?l

<2, cuyy {B[K'i)’; " 216K3K'(> Mmiz )] uzxn[él 1+2()Y "(1x]> 5]}

Y,n 3 =Y
3 k' ¢TV Kt $ 25)EY
$ tATn * 1080 K + u lul + 2¢%) i

N

(3.44) < ¢[3k'a + 1080 k3 k' 4 wl(|u] + 2)a].

Comme €>0 est arbitraire, on en déduit que (3.44) tend vers O
quand n T pour tout wé N. Etant dennés (3.33) et (3.35), on en
déduit que

GY'n (u) exp %u Y N _ elUYt.
tATD EATD
Y

Comme S" ——>t, on a st ~——5Yt et tAT”(U) = G "u) et T"> t

pour n assez grand, donc

(3.45) exp(iust - %uz Y "y / GY’”(u) —_— 1 .

vi) Soit V" = Qz[eluysn /Gs’n(u)] et W' = exp -%uzﬁz’n‘ D'apres
(3.38) on a anls'eb et E(VT) =1, et (3.45) entraine que
V'W? —— 1 sur N®, alors que O0<W"< 1. Par suite lim inf‘n v

et |VW"|<eP |, de sorte que E(VWM) — 1 également. Si §¢]0,1[

on a alors

P(W< 1-%)

I\

P(V"< 4) + PV -vW" | 1{vn>=}}>§)

)

P(V"e$) + % E[(v"-v W) Twns sty
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< P(V'g¢ %) + %‘{]E(Vnﬁ =W+ EUV“"VHWHM{V"SH]}

s PO<d) 4 2RV - E(VWM)] 4 £ e® PV 4)

[\

(1 + 2—b-) P(V=4) + 2 |1 - E(VW")
€ - €T -

Comme P(V"< +)—> 0 et E(v”w“)-———»1, on en déduit que
P(W's1-8) —> 0. Comme W"=1 il s'ensuit que w"-_ll_.1, ce qui

équivaut a f:’n———g—o 0, et la démonstration est achevée. s

Nous pouvons maintenant passer & la preuve du théordme (1.15). La
partie (b) découle des lemmes (3.14) et (3.26) et du corollaire (3.24).
Eloc(l) est un espace vectoriel d'aprés (3.25), et la propriété d'es-

pace vectoriel de Eg(l) découle de ce fait, de (3.24), et du fait
que l'espace des semimartingales quasi-continues 3 gauche est aussi

un espace vectoriel.

S5i X €s (I) il est clair qu'il vérifie les conditions de (c)
d'aprés (3.20) et (i) et (iv) sont évidents, tandis que (ii) et (iii)
découlent de (3.24). Inversement supposons que X vérifie les condi-
tions de (c) avec (B,C,v); alors Y =X - B vérifie les mémes con-
ditions avec (0,C,v) (voir la preuve de (3.24)), donc Y est une
semimartingale et comme Be—gloc(l) par hypoth&se, on a Xelgg(l).
Enfin (d) a été démontré dans (3.25).
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