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CALCULS STOCHASTIQUES DIRECTS SUR LES TRAJECTOIRES

ET PROPRIETES DE BORELIENS PORTEURS.

par Laurent SCHWARTZ

INTRODUCTION

Cet article vise un double but :

1) On utilise en probabilités des intégrales stochastiques H.Z, des équations

différentielles stochastiques X = x+H(X,.).Z, des crochets [Z,Z] de semi-martin-

gales. Leur calcul est global, le résultat est défini à un ensemble -négligeable

près, P étant la probabilité de base. Cependant, si au lieu de F on a une famille

~de probabilités, on sait calculer un représentant commun de ces objets pour

toutes les P ~ P, qui est alors défini à un ensemble P-négligeable près, i.e.

-négligeable pour toute  ~ P. Le but ici est d’aller plus loin. On appellera

W l’espace des trajectoires cadlag. Prenons par exemple le cas d’une équation diffé-

rentielle stochastique. Pour chaque trajectoire cadlag w E W, on trouvera un algo-

rithme formel donnant une solution £ de £ = x + H(~,.).w, ~ fonction de w ; on

résout trajectoire par trajectoire, sans souci d’aucune probabilité. Pour une trajec-

toire donnée w, ç(w) n’a aucun sens profond (sauf si w est à variation finie), et

d’ailleurs n’est pas une trajectoire cadlag. Mais, si Z est une ]P-semi-martingale

~ -presque sûrement cadlag sur un ~ muni des données habituelles, Z définit une

application de 03A9 dans W (définie  ps.), 03C9 ~ Z(w), et alors 03BE o z sera un représen-

tant de la solution de l’équation différentielle ; donc ~(w), individuellement,

n’aura pas de signification précise, mais çoZ en aura une. Au lieu de résoudre;

pour un champ H donné, des équations différentielles stochastiques, pour 

Z divers, on n’en résoudra plus qu’une, sur W, et non stochastique. Pour l’essentiel,

ce résultat est connu, Bichteler l’a déjà formulé ; mais nous donnons ici beaucoup

de propriétés nouvelles, celles de 1) des théorèmes (1.2), (2.4), etc... L’algorithme
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particulier choisi n’a aucun intérêt (si ce n’est celui d’être éventuellement valable

pour des calculs pratiques), l’intérêt est l’existence et l’unicité essentielle d’un

tel calcul universel (par exemple, théorème (1.2), , parties 1) et 5)).

2) Reprenons les mêmes résultats. Pour w E W donnée, la "solution" ~(w) n’est pas

cadlag, même si w l’est. Cependant, si l’on prend E o Z, elle est P ps. cadlag.

Il existe donc une partie W. de W telle que, pour toute réalisation (S~,P,Z), Z 1(W.)

porte P . . Nous montrons alors qu’on peut choisir W, borélien .; WBW. peut être négli-

gé, mais le caractère borélien de W, dans W fait qu’il est,par exemple, encore

lusinien si W l’est ; ; W, est un borélien portant toutes les probabilités lP sur W qui

font du processus canonique ’~, (t,w) -~ TT (w) = 

wt, , une semi-martingale, § 3.

Nous reprenons alors cette étude à propos des désintégrations régulières.

Supposons donnés Q , , et une famille (Lt)t ~ R+ de tribus sur 03A9, croissante et

continue à droite (sans complétion), , et supposons qu’un ensemble P de probabilités

sur Q ait une désintégration régulière commune, ~ 
alors des

propriétés qui sont vérifiées ~ ps., i.e. pour les w d’un ensemble Q’ c S~,

portant toutes les De ~. Or ici encore, on peut aller plus loin, et trouver un

borélien Q’ de Q, portant toutes tel que ces propriétés soient

vraies pour tout (i) E S~’ .

Les démonstrations sont naturelles, parfois un peu longues, en général

sans surprise ; ; encore faut-il les faire, et on est heureux que ces résultats soient

exacts. La meilleure preuve qu’on n’en est pas sûr à l’avance, est que certains

résultats usuels qui donnent un ps., ne donnent peut être pas un borélien portant

c~ pour lequel ils restent vrais. Nous indiquons à ce propos 4 problèmes qui, de ce

point de vue, ou d’un point de vue voisin, restent ouverts : remarque (5.3), partie

3) du théorème (5.5), remarque (7.15), remarque (7.23).
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§ 1. INTEGRALES STOCHASTIQUES

(1,1) Nous calculerons des intégrales stochastiques J = H .Z,où Z sera une

semi-martingale à valeurs dans un espace vectoriel G de dimension m, H un processus

cadlag (H (t,w) = H(t ,w)), à valeurs dans £(G;E), donc June semi-martingale à

valeurs dans E, espace vectoriel de dimension N. Nous noterons par W’~

l’ensemble de toutes les trajectoires à valeurs dans G, ù£(G;E), E respectivement,
- 

S
pour les temps t E lll = [O,+m]; ainsi W’~ = G ~ ; W désignera les sous-ensembles

+

de trajectoires cadlag correspondantes. Dans de nombreux cas, quand il n’y aura

aucune ambiguité, nous écrirons W’ ou W au lieu de ou il.

On appellera 03C0 le processus canonique sur W’m ou /, 03C0t(w) = 

wt. Alors wm sera la

tribu borélienne de engendrée par t E lR + ,$Î~ sera la tribu induite
sur W ~, 4~~’l~>t e x Sera la plus Petite famille de tribus sur ,

+

croissante et continue à droite pour laquelle chaque : W - G soit 

mesurable ; - sera la famille induite sur W. On peut donc faire du calcul’ 

t t E lll
des probabilités sur (W’,llÎ’,.d~Î§)~ g fi ), (W, 4àl($~)~ ~ , ) ; dans ce dernier cas,

+ +

1r, adaptée cadlag,est optionnelle.

On peut considérer sur W’N,m X W’m les tribus analogues ; W’N,m ~ W’m

est la tribu engendrée par les projections 03C01 : n,W) - n et 03C02 : n,W) - W, et

((4#"’~’~ e.l/l~) ) - est la plus petite famille de tribus croissante et
t t E lil

continue à droite pour laquelle iest-ièmes projections n,W> - nt et n,W> 
’- Wt

soit ~~~’~ -mesurable. Ces deux processus et "2’ adaptés sur

x w~, sont optionnels.

Nous appellerons système D ,H,Z) la donnée d’un ensemble ù ,

d’une tribu t5© sur fl, d’une famille Ù= (lÙ ) - 
de sous tribus de Ù, croissan-

t t E lR
+

te et continue à droite (sans complétion) , d’une probabilité Q sur (fl,Ù , et de

deux processus H,Z, -adaptés D ps. cadlag, à valeurs dans ÉG;E) et G respecti-

vement, Z -semi-martingale. Parfois certains des objets H,Z,D seront absents.

Il ne sert à rien de supposer que H et Z sont seulement (G,§ = (%Îv ) 

adaptés, à t v Q IP-complétée de tÙ t , parce qu’alors il suffit de considérer le

même système avec % v au lieu de 5.
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Si H est un processus sur il définit une application (t,w) H

Ht (w) de JR+ x Q dans mais alors aussi une application 03C9 ~ H(w) (où H (w) est

la trajectoire t ~ H (03C9)) de 03A9 dans on les désignera par la même lettre H.

Si H est optionnel sur (relativement à ~) est ’6-mesurable (et

W - T-mesurable pour tout temps d’arrêt T), donc borélienne (V-mesurable),

donc H est borélienne de S2 dans W .

Définition (1.1.1) : On dit qu’un ensemble S de WN’m x Wm est porteur si, our tout

système (03A9,03B8,,IP ,H,Z), P ps. (H,Z) E S, (i.e. pour IP-presque tout w,

E S) ou encore (H 1 x Z 1)(S) porte P . Le théorème démontré dans ce

paragraphe est le suivant :

Théorème (1.2) : Il existe une application (non unique !) J : (n,w) .. w’

de W’N’m x W’m dans W , borélienne de W x W dans W’, ayant les propriétés suivantes :

1) t~-..w est nul au temps 0, et dans si w y est constante = indiffé-

remment [0,T [ ou [0,03C4) ; si ~ et w sont connues dans [O,TI , ~ ..w aussi ; si w

est constante ou si ~ est nulle dans |03B1,03B2| ~ IR+ , n .. w y est constante ; en

particulier, si w est arrêtée en T, aussi ; i et (t~-..w)~r _ 
Le processus (n - ..w) t est optionnel de R + x (W x W) dans E, donc

~ t~ ..w est borélien de W x W dans W’N.

2) Il existe un borélien porteur (WN’m x Wm). de WN’m x Wm dont l’image par J est

dans W : N pour (r),w) E (WN’m x Wm)., ~ ..w est cadlag ;

3) Pour un système (S?,~,~,P,H,Z) , le processus

(1.3) H .. Z,(H .. z) V~) - H((jo)_.. 

est une TP- semi-martingale 1i ps. cadlag, représentant de l’intégrale stochastique

(t) C’est une pure écriture ; r) n’étant pas cadlag, ~ n’a donc pas de sens.
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H .Z (1). Si H et Z sont ~-optionnels, H .. Z aussi (cela se produira par exemple

si H et Z sont partout cadlag, mais H .. Z ne l’est pas pour autant ; mais

(H .. Z) (w) est toujours cadlag pour wE x W).), borélien dans Q et

portant ]P) . Si on a seulement un système x Z 1) (W x W) . porte

toutes les 3P qui rendent H et Z ps. cadlag et Z semi-martingale.

4) Pour tout système (~, D~,’~, B, H, Z ) , la loi de H_.Z, l’intégrale stochastique,

c’est à dire (H .Z) (JP) , probabilité sur WN’m,ne dépend que de la loi de (H,Z),

(H,Z)(~P), probabilité sur WN’m x wm, par :

(1.3.1) (H .Z) (P) - (H .. Z) - J( (H,Z)lP) .

5) L’application r)_..w est "essentiellement" unique au sens suivant :

deux de ces applications coïncident sur un borélien porteur de WN’m x wm.

La philosophie de ce théorème, c’est qu’il n’y a pas des intégrales

stochastiques, pour des divers et variés, mais une r)_..w ,

de W x W dans W’, non stochastique.

La partie probabiliste de ce théorème est dûe à Bichteler, seuls sont

nouveaux les résultats 1), et surtout l’existence et les propriétés du borélien

(W x W). de W x w.

Démonstration : .

(1.4) Pour n fixé, nous déterminerons une suite de temps

T o,n - 0,...,T, ~+l,n (t~) = T, 1+1,n - Inf{t E ~ , + t ~ T, i,n ; ~ 1 n - t t~ T, i,n ~ > 1 2 n } ; "
Ti+1,n 

= + ~ si { } est vide (2). . Nous appellerons ~n-~ W’N’m la trajectoire

+~

’-

fl n" est constante 
aux temps > Tn = Sup i , nulle au temps 0. Si ~ E WN’m est

peut être remplacé par S , les T, tendent stationnairement vers + ~
+ + 1,n

pour i -~ + oo (et sont donc en nombre fini), ce que nous écrirons T, tt 
i,n 
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T i,n  T.  +1 ,n si T. ,n  + ~ ; " les T. i,n : r) ~ T. 
i,n (~), 

restreints à muni de la

famille de tribus 
~ IR+ , sont des temps d’arrêt. En outre, la connaissan-

ce de n dans [O,T] entraîne celle de r) _.
n

On notera aussi que

(1.5) [ 5 1 n , si n est cadlag (~ _ (t) = ~(t_)).

La fonction t~ est toujours caglad dans [O,T [ , est nulle dans ]T ,+co] , , donc

caglad sur IR+ si n est cadlag, et alors tend vers ~ uniformément pourcaglad sur S + si q est cadlag, et alors ~
n- tend vers ~_ uniformément pour

On définit alors une intégrale ( r) ..w)(n), , w trajectoire :

(1.6) ~_..w)(n)t =  ~Ti,n ( w t n T i+l,n 
_ 

wt 039B Ti,n
)

(r)..w) , n (w i+l,n -w ’ i,n.. ), ,

avec la convention, que nous ferons une fois pour toutes jusqu’à la fin de

l’article, que la somme d’une série ou la limite d’une suite, avec le signe 
’"’

(barre), , E ou lim, , vaut 0 si la série ou la suite n’est pas convergente.

On voit que (~ ...w)(n) est connue dans [O,TI 1 si n et w le sont, qu’elle

est cadlag si n et w le sont, qu’elle vaut 0 au temps 0, et dans si w y

est constante. En outre, si w est constant dans un intervalle I,(r~ .. w)

aussi (cela se voit en remarquant que chaque terme de la série a ces propriétés ; ;

- ) vaut 0 dans 

, 

’ ) dans

, (w Ti+l,n 
- 

w Ti,n 
) dans , + ~ ]; chaque terme est

constant dans sauf éventuellement ceux pour lesquels 

mais ceux-ci sont constants dans la ,SI si w y est constant).

Enfin nous poserons, par définition,

(1.7) J(~,w) = ~_ ..w = (~_ ..w)
(n)

,

et nous l’appellerons l’intégrale de n par rapport à w. Elle dépend complètement

de l’algorithme utilisé (suite des 1 2n, n E ]M) . . Elle n’est pas en général cadlag,
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même si n et w le sont.

(1.7.1) Supposons ~ nulle dans . Regardons (~_..w)(n) ; chacun de ses
termes est constant dans sauf ceux pour lesquels , 1 ou

bien tous les T, i,n sont 03B1, alors tous les termes sont constants ; sinon,

soit i le dernier indice pour lequel a; alors > a donc ~ )3 si f) est

nul dans et le i-ième terme est le seul à ne pas être constant dans 

mais alors nécessairement ~~ ~ ~ 1 , et alors, si t t ’ E 

|~Ti,n (wt, - 1 wt)| 1 2n |wt, -wt |, la variation de t à t’ de (~_..w) 
(n) 

est de

module  
2n |wt’ - wt) ; 

est bien constant dans si ~ y est nulle.

(1.8) Restreignons-nous aux W. Les T. = T. (~) sont alors des temps d’arrêt
i,n i,n

sur W, 
. 

est ~, -mesurable (donc borélienne), puis
i,n i,n ,

(t,(~,w)) ~ (~Ti,n(wTi+1,n - wTi,n)) t 
est optionnelle,

sur ~ x (W x W) à valeurs dans E, donc aussi la somme ~ , c’est à dire

i=o

(t, (~,w) ) H (n-.. w )tn) , et la limite lim oo c’est à di.re t ~ (T~ rw) ) ""y (j~-: . W~ t .
Par suite (n_..w ~ )(n) est borélienne de x W~ dans W~ et (~,w) H (~-..w)

de x Wm dans W’N, ce qui achève de démontrer 1).

(1.9) Montrons alors la partie 3) de l’énoncé (c’est le théorème de Bichteler).

Il est évident que (H,Z) est IP pp. définie IP-mesurable de 03A9 dans Wm,donc
partout définie et borélienne si H et Z sont partout cadlag, et J est borélienne

de W x Wm dans donc H .. Z est IP-mesurable de 03A9 dans W’N, borélienne
si H et Z sont partout cadlag . On peut, pour démontrer 3), supposer H et Z partout

cadiag, donc ’6-optionnelles, en supprimant de Q une partie IP-négligeable.

Or, dès que H et Z sont ~-optionnelles, les T, 
~’~ 

étant des temps d’arrêt sur

pour !$, HT, et Z l’n sont et ’6-optionnelle respectivement ,

) est -optionnelle, donc aussi E et lim , donc
1, n i=o n -, + o0

H-..Z est ~-optionnelle (donc ’6-adaptée) . Ensuite (H ..Z) 
(n) 

est une version

de l’intégrale stochastique H -.Z ; si, comme toujours pour un processus f, on pose
n

+ce

f* (c~) - alors E (H - H )* ~ Z 1  +co , donc
t n=o n+1- n- n=o 2n-1
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+~ (~ (H ..Z) (n+1 ) - (H , .Z} (n)) *  +oo
n=o

F ps, (H .. Z)n converge vers un représentant de l’intégrale stochastique et aussi

vers H .. Z, pour ]P-presque tout ~ , , uniformément en t . Ceci démontre 3), dont

4) se déduit aussitôt.

(1.10) Il reste à trouver le borélien porteur (W x W). de W x W. On a vu à (1.8)

que (l~,w) N (1~ .. w ) 
en) 

et -~ sont boréliennes de W x W dans W’ . Alors

~ sup |(~_.. w) 1 tm)- (~_..w ) ; i est réelle > 0 borélienne sur W x W ;

l’ensemble des pour lesquelle elle tend vers 0 pour m,n ~ +00 est une

borélien (W x W).’ Comme les (r) ..w ) en) sont cadlag, c’est exactement 1 ~ensemble des

(~,w) pour lesquelles (t~ .. w) 
en) 

converge pour n -~ +00 ,nécessairement vers

uniformément sur . Alors, pour (~,w) E (W x W),, t~-..w est cadlag. Et,

puisque IP ps. les (H ..Z)(n) convergent vers H ..Z, uniformément en ps.

(H,Z) E Wm)., ce qui prouve 2) ; comme (W x W). est borélien, il porte

(H,Z) (]P) .

(1.11) Si on a deux applications J(1} , J(2}, l’intersection des boréliens

porteurscorrespondants, (W x W).(1) fl (W x W).(2) est encore porteuse ; sur elle,

J1 et J2 sont boréliennes à valeur dans W , et la diagonale de WN x WN est boré-

lienne, donc {J (1) = J (2) } est borélien dans (W x W). 
(1) 

n (W x w). 
(2) 

donc dans

W x W, et porteur par (3) .

(.) La méthode de l’introduction des est due à Klaus Bichteler [1] , théorème

(7.14), page 80, c’est évidemment là qu’est le fondement essentiel du théorème (1.2),

c’est le résultat qui fait que W sera porteur.
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§ 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES, CAS DE SEMI-MARTINGALES 
DIRECTRICES

DISCONTINUES

Ici Z sera encore une semi-martingale à valeurs dans un espace vectoriel

G, ’ H sera une fonction (x,t) ~ H(x,t) sur E à valeurs dans ~(G;E), et on

cherche à résoudre l’équation différentielle stochastique, de valeur initiale 
x

au temps 0 :

(2.1) X + H(X,.)- . . Z , X à valeurs dans E.

On suppose que, pour tout x, H(x,.) est cadlag ((H (X,.)-)t = H(Xt ,tJ) et que

H est uniformément lipschitzienne :

(2.2) 

Pour abréger, nous ferons comme si H ne dépendait pas du temps, et nous écrirons

H(X) .Z pour H(X,.) .Z .

Nous allons, comme au § 1, la résoudre trajectoire par trajectoire.

Nous construirons un algorithme de "résolution formelle de l’équation"

(2.3) ~ = x + H(~)_ . . w,

pour x E E, w E W’ qui ensuite donnera de vraies solutions. H sera fixée une fois

pour toutes, x variera au § 3, mais pas ici.

Théorème (2.4) : Il existe une application (non unique) ~ , : w H de W’m

dans W , ayant les propriétés suivantes :

1) ~(w) vaut x au temps 0, et dans si w y est constante ; si w est connue

dans aussi ; si w est constante dans |03B1,03B2| ~ IR+, 03BE(w) aussi ; en

particulier, si w est arrêtée en T, aussi, et (03BE(w))T = f::(wT).
Le processus (~(w.))t est optionn-el de x dans E, donc ~ est

borélienne de W dans W ; ;

~) On peut traiter les équations différentielles dans un cadre infiniment plus

général. Volontairement nous ne l’avons pas cherché, dans un but de simplification.
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2) Il existe un borélien porteur W;~ de wm, tel que ~(Wm) c W : si w E W. ,

~(w) est cadlag ;

3 ) Soient (S~, 0’, ~, P, Z) . Alors

(2. 5) ~(Z), (~ (Z) ) (c~) - ~ (Z (w) ) ~ ,

est un représentant de la solution de l’équation différentielle stochastique, en

particulier elle est une P-semi-martingale P ps-cadlag ; si z est optionnelle

(par exemple si elle est partout cadlag), ~(Z) l’est aussi (mais elle n’est pas

partout cadlag, même si Z l’est).

4) La loi de la solution Xx de l’équation différentielle, probabilité

sur WN, ne dépend (pour H et x fixés) que de celle de Z, Z(:P) , probabilité sur

Wm, etc’est xx (P) - ~ (z) (P) - ~ (Z (P) ) .

5) L’application ~ est "essentiellement" unique au sens s.uivant : deux telles

applications coïncident sur un borélien porteur de W .

La philosophie de ce théorème, dont la partie probabiliste est encore

dûe à Bichteler, est qu’il n’y a pas, pour H et x donnés, des équations différen-

tielles stochastiques, pour des S~,B;~,P,Z , divers et variés, mais une seule,

sur W et non stochastique.

Démonstration : .

(2.7) Nous poserons ~o = x, puis, par récurrence :

~n+1 (w) - x + H (~n (w) , . ) -..w ,

suivant l’algorithme du théorème (1.2). Puis

(2.8) ~ (w) - 

Notons que l’on n’a pas du tout l’égalité

~(w) - x + H(~(w))-..w .
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Des premières propriétés 1) de (1.2), on déduit celles de (2.4). Puisque ~o = x,

(~o)t est optionnel. Supposons montré que (t,w)’-~ est optionnel.

Alors aussi (par approximation de (~,w) ~ par des

fonctions étagées optionnelles, H étant continue en x), donc aussi

(~n+1 (w) ) t - (H (~n (w) ) -"w) t le 3 ) de ( 1. 2) , appliqué au système

(S~ = Wm, 0’ _ ,I,~m, ~Ot = ,I~ , H = H(~ ,.), Z = 1T », et enfin (~ (w) ) t aussi,

ce qui achève de démontrer 1).

(2.9) Passons au point 3 de l’énoncé. On peut encore supposer Z ps. cadlag et

û _ adaptée, donc ~-optionnelle, alors toutes les X des approximations successives
n

sont aussi optionnelles (mais pas en général P ps. cadlag), donc ~(Z) aussi est

optionnelle.

Bichteler a montré que les approximations successives Xn convergent vers
une solution Xx, P ps. uniformément en t (Klaus Bichteler [1] , théorème (8.2),

inégalité (8.2a), page 82, et remarque (8.4), page 84 ). Donc 3) est démontré ;

cela démontre 4). Il reste encore à trouver Wm vérifiant 2).

Posons W.o = W . Supposons trouvé~ W.o ~ W.1 ~ ... W, n boréliens dans

W , ’ tels que k(W.k) c k = 0,1,...,n. Appelons l’ensemble des w E W.

pour lesquels (H(~ (w),.),w) 6 (W x w). ; comme ~ est borélienne de dans il,

H(03BEn,.) aussi, donc (H(03BEn),w) est borélienne de Wm dans WN’m x Wm ; l’image

réciproque Wm.n+1 de (W x W) ° est donc borélienne, et, puisque n ..w E WN pour

(n,w) E (W x W)’ . , ~n+1 (W‘ n+1 ) ) c WN. Si W. 00 = n W. , pour w E W. 00 , toutes les
n

03BEn seront cadlag. La fonction sup |03BE m,t - 03BEn,t | est réelle  0 borélienne sur

et l’ensemble W, des w E pour lesquels elle tend vers 0 pour m,n ~ + ce ,

est borélien dans c’est l’ensemble cherché ; il est exactement l’ensemble

des w E W, pour lesquels ~n(w) tend vers une limite pour n -~ oo ~ limite qui ne

peut être que ~(w), uniformément en t ; alors ~(w) est cadlag pour w E W..

Reprenons ;Xo X 1 = x + H(X ) .Z, donc X = 03BEn° Z, X = 03BE . Z.
On sait que, IP ps., (H(x),Z) E (W x w)., qui est porteur. Supposons montré que,

:P ps., Z E W. ; alors IP ps. (H(Xn),Z) E (W x W), puisque H(X) et Z sontP ps

donc P ps. Z E W, . Donc IP ps. Z E Q W. = W.

Mais Bichteler a montré que IP ps. les approximations successives Xx convergent
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vers la solution Xx, uniformément en t, donc nécessairement vers ~(Z), c’est à

dire F ps. Z E W, , donc w, est porteur.

(2.10) Si ~(1), , ~(2) , , sont deux applications telles que £ , l’intersection

W,(1)flW,(2) des boréliens correspondants est un borélien porteur, sur lequel ~(1)
sont boréliens à valeurs dans WN, la diagonale de WN x w est borélienne,

donc {~(1) = ~(2)} est borélien dans W,(1) n W,(2) donc dans W, et 3) montre qu’il

est porteur, ce qui montre 5)..

(2.11) Nous avons signalé après (2.8) que l’on n’a pas ~(w) = x + H(~(w)) ..w.

Mais £ est borélienne de W, dans WN; donc w ~ (H(~(w)),w) est borélienne de W. dans

W x W ; alors W.. = {w E W. ; ,w) E (W x W).} est borélien, donc 1 et

w -~ H(~(w)),..w sont boréliennes de W.. dans WN, la diagonale de WN x WN est boré-

lienne, donc {w E W.. ; ~ = x + H(~(w)) ..w} est un borélien, et, par 3), il est

porteur : ~ vérifie "l’équation différentielle" sur un borélien porteur.
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§ 3. PASSAGE DES SEMI-MARTINGALES DE 03A9 A .

(3.1) Pour simplifier, nous nous bornerons aux semi-martingales partout cadlag

sur Si; on s’y ramène toujours, en supprimant éventuellement une partie IP-négligeable

Soient données processus sur S~ , 7P probabilité sur 

Z partout cadlag, et nous appellerons ~ la plus petite famille de tribus, croissan-

te et continue à droite, pour laquelle Z soit adaptée. On sait qu’alors, si Z est

une IP-semi-martingale pour une famille quelconque de tribus, elle l’est aussi pour

~. D’autre part, on a Wm, la famille de tribus (~) - 2014 , l et le processus
+

canonique 03C0 sur Wm, 03C0tw 
= 

w . Ensuite Z définit une application Z(03C9), boré-

lienne de 03A9 dans Wm, d’où une mesure image qui est la loi de Z ;

~t = Z 1 (~°) . Alors :

Théorème (3.2) : Z est une ]P-semi-martingale, si et seulement si ~’ est une

%(lP)-semi-martingale. Si alors U est la solution de l’équation différentielle

stochastique U = x + H(U) . ’~ sur Wm, la solution sur S~ de X = x + H(X) .Z est

X = U o Z.

Démonstration : . Bien que la fin se démontre élémentairement par divers moyens,

elle résulte en fait de la formule U (w) - ~ (w) , X (~) - ~ (Z (t~) ) de (2.4).

(3.3) Soit T un temps d’arrêt sur 4~° pour E ~ % alors T = T ’ Z est un

temps d’arrêt pour (t)t - . En effet, t} = t}E Z-1(Wmt) = t .
Inversement, soit T un d’ arrêt ; il existe , (Wmt)t ~ -
temps d’arrêt, tel que T = T~o Z. C’est d’abord vrai si T ne prend qu’un nombre

fini de valeurs, T = tk sur 03A9k ~ t ; comme t ne sépare pas deux points de 03A9
k 

_ 

k 
_

ayant la même image par Z, il existe un W , de Z(S~), tel 1(Wk) ; "
il existe un 4~ tel que Z (S~) , = Z 1 (Wk)~

par un changement évident, on peut faire en sorte que les W soient deux à deux
distincts et de réunion W ; alors, si T = tk sur Wk, T = T a Z. Si maintenant T .
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est quelconque ’ on prendra une suite (Tn)n T, Tn arrêt à nombre fini de

valeurs ; alors Tn 
= 

’Cn o Z, on pourra choisir les Tn décroissants, donc ayant

une limite T, alors T = T ~ o Z. Ayant considéré Z comme une application de S2

dans Wm, ’ il convient d’ appeler I x Z l’ application (t,t~) H de fi + x St

dans Wm. Alors’les et ]T,+~] , d-temps d’arrêt, sont exactement les

(I x Z) 1 (I x Z) 1]03C4,+~] , T étant (Wmt)t - -temps d’arrêt ; donc
les tribus optionnelle et prévisible sur nt x St sont les imàges réciproques (I x Z) 1

des tribus correspondantes sur IR+ x W . 
-

(3.4) Supposons alors que Z soit une IP-semi-martingale . Comme 03C0 est cadlag,

on peut montrer qu’elle est une Z(~)- semi-martingale par le critère 
de Dellacherie

(Voir P. A. Meyer [2] , théorème 1, page 620). Soit donc 03C6 = E H 1.

i ti ]ti’ti+1]
une fonction prévisible élémentaire sur Wm, H t. fonction sur Wm,Wmt -mesurable

i i

(donc borélienne); 03C8 = et aussi une fonction prévisible élémentaire sur ,S2 ,

cr~ o Z = ~ i o , où o Z (donc borélienne).

Mais ’ si )n ~ N est une suite de telles fonctions, convergeant uniformément

vers 0 , les  n n 
o Z aussi convergent uniformément vers 0 ; alors, Z étant

une IP-semi-martingale, ((03C6 o Z) .Z) = E (H o Z) (Z - Z ) convergera
n °’ 

i ti ti+1 ti
vers 0 dans Mais ceci équivaut à dire que , 03C0)~ =  Hti (03C0ti+1 -03C0ti)
converge vers 0 dans ; donc 1T est une Z(IP)-semi-martingale .

(3.5) Inversement, supposons 03C0 Z(IP)-semi-martingale. Soit 03C8 une fonction

prévisible élémentaire sur EK 
ti 1 ]ti’ti+1] K ti ti 

-mesurable. De la

même manière qu’à (3.3), on verra qu’il existe Ht, telle que

1 1

K 

= 
H 

ti o 
Z ; alors il existe 03C6 telle que 03C8 = cp o Z ; quitte à la remplacer

par (tp 039B sup |03C8| ) v (-sup r on peut supposer que sup |03C6|= sup . Alors, si

03C8n converge uniformément vers 0, cpn aussi ; 1T étant une semi-martingale ,

convergera vers 0 dans donc Z convergera vers 0

dans et Z est une IP -semi-martingale. []

Remarque (3.6) . Au lieu de ’~ et Z = ~r ~ (I x Z), on aurait aussi bien pu

considérer un processus X sur IR+ x W, et X o (I x Z) sur IR+ x Si .
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(3.7) Désormais il n’est même plus nécessaire de recourir aux ,Z, il

suffit de tout faire sur Wm. Dans l’énoncé (2.4), on aura un processus £ sur Wm,

qui sera une solution de l’équation différentielle stochastique £ = x + H(~).’~ ,

pour toutes les probabilités P sur Wm qui font de TI une semi-martingale ; sur

Wm , ~ est borélienne et ~(W~;) c WN, et W, est un borélien porteur, ce qui signifie

maintenant portant toutes les ]P , probabilités sur Wm qui font de ~r une semi-martin-

gale. Pour H et x donnés, il n’y a plus qu’une équation, une solution, et une

semi-martingale, 03C0 .

(3.8) On aurait pu faire de même au § 1. Supposons (W x W). borélien porteur; en

particulier, il porte toute probabilité $ sur W x W qui fait de ’~2 : : (l~,w) H w

une semi-martingale. Inversement supposons que (W x W). borélien ait cette proprié-

té ; pour tout système (Sî,B’,~,P,H,Z) , Z (P) - ; alors le théorème (3.2)

dit que Tf est une Z(P)- semi-martingale, donc(H,Z)(P) est une probabilité sur

W x W dont l’image par 03C02 fait de 03C0 une semi-martingale, ’ donc, ’ encore par (3.2), ’

Tr2 est une (H,Z)(P)-semi-martingale , donc (H,Z)(3P) est portée par (W x W). , et

(W x W), est porteur.

On aurait donc pu dire qu’il existe une intégrale stochastique universelle

~2 sur W x W, pour toutes les probabilités qui font de ’2 une semi-martin-

gale, et qu’elle est cadlag sur un borélien portant toutes ces probabilités.
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§ 4. CAS DES SEMI-MARTINGALES DIRECTRICES CONTINUES. LE FLOT.

(4.1) On aurait pu, dans ce qui précède, remplacer les semi-martingales cadlag

par des semi-martingales continues. Conservons avec la même signification,

et H avec les mêmes hypothèses qu’aux §§ 1 et 2, Wm et W signifieront dans ce para-

graphe, les espaces de trajectoires continues,

:G) , C ( 1R ; ;E) .

On va alors considérer le flot, c’est à dire la solution de l’équation où x et

s varient .

(4.2) X = x + H (X, . ) . (Z- Zs) , x E E, s E 

Théorème (4.3) . II existe un flot ~ , , fonction sur E x E x Wm à valeurs dans

W et un ensemble borélien porteur W;~, ayant les propriétés suivantes .

1) Le du théorème (2.4) dépend de x, on aurait dû le noter ~(x,w). Alors,

pour tous w H a les propriétés de E(x;w-w)

du théorème (2.4) , avec en plus x dans [O,s] ; pour H,s,x, fixés, la

loi de soit ne dépend que de celle de Z (et même de Z - Z), soit

(4.3.1) sXx (~) - ~ (xa . ) ( (Z - Zs) (~’) ) - ~ (s ~ x~ Z) (~)

- (Z(:P)) .

2) L’application est mesurable de E x x Wm) dans

E, pour les tribus boréliennes de ~t+ et E et la tribu optionnelle de Wm, et

se prolonge , par ~(s;oo;w) =00 , , en une application ~ de x S x (~ x W)

dans SN, où S~ est le compactifié d’Alexandroff de E, E U {~} , mesurable

pour les tribus analogues. En particulier, 03A6 est borélienne de x SN  W dans

W’N, espaces des trajectoires à valeurs dans SN. Pour w E W,~, (s;x;w)

est continue de ~t 
+ 

x s~ dans + ;SN), ou de x x SN

dans SN, et, pour tous s,t, est injective. Ensuite, pour w E W., on a

la formule de transitivité :

(4.4) ~ t (r;x;w) - ~ t (s;~ s (r;x;w) ;w) , , 

qu’on peut aussi écrire, en appelant 03A6t,s(w) l’application x H 
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~t~r(w) - o ~s~r(w) .

3) , ~(~), , sont deux flots, ayant les propriétés précédentes, il existe

un borélien porteur de W sur lequel ils coïncident.

Démonstration : .

(4.5) Pour s’, x’ rationnels (par rapport à une base de appelons W.(x’)

ce que nous appelions W, au paragraphe 2 (il dépendait de x’), et W.(s;x’)

l’ensemble des W pour lesquels w - ws E W.(x’) ; il est borélien parce que

w H w- ws est borélienne de W dans W’. Dans la situation (Si, D;~°,~’,Z) , ~ ps.

E W (x’) puisque c’est une semi-martingale, donc Z E W (s;x’), ce dernier

est donc porteur. Posons W = I 1 
W.(s’;x’), il est donc borélien porteur.

Appelons 03BE(x’;w) ce que nous appelions 03BE(w) au § 2 (il dépend de x’), et

03BE(s’ ; x’ ; w) = (x’ ; w - ws’ ). Posons

(4.6) x+ lim (~(s’;x’;w)-x) ; ;
s’ E ~+, s’ -~ s
x’ E ~N , x’ -~ x

~
et pour tout t.

Les propriétés 1) de (2.4) sont alors évidentes (il faut juste vérifier en plus

que x dans [O,s]. Si la limite de existe, comme il vaut 
’

x’ dans [O,s’] ~ [O,s] pour sI’ 3 s, la limite est x, et x ; sinon,

lim = 0 et encore ~(s;x;w) = x).

(4.7) Soient d une distance sur [0,+ ~ ], compatible avec sa topologie, et

aussi d (pas de risque de les confondre !) une distance sur SN, compatible avec

sa topologie. Appelons W, l’ensemble des w E W~ ayant les propriétés suivantes :

A) Ve > 0, 3 n > 0, tels que, V s’ , s" E l~+, dx’ ,x" E ~N, et

d(x’,x")  ~ entraînent Sup 
:R d(03BEt(s’;x’;w), 03BEt(s";x";w))  ~; cela veut dire

que, sur +  N muni de la distance définie par d, 03BE(.,.,w) est uniformément

continue à valeurs dans ;SN) muni de la métrique d(u,v) = Sup d(ut,vt) > pour~ 
t ~ +
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u, v e C(IR ; SN); ou encore que la restriction de £(.;.;w) à § x N est restiction+ +

d’une fonction continue sur S x SN à valeurs dans c(lll ;SN), cette fonction conti-+ +

nue ne peut être que &#x26; , et cela entraîne que &#x26;(.;.;w) soit continue de IR x SN à

valeurs dans c(S + ;SN), ou que (t,s,x) - &#x26; t (s;x;w) soit continue de S + x :IR+ x S

dans SN (et que &#x26;(s’;x’;w) = £(s’,x’;w) pour s’,x’ rationnels);

B) VC’ > 0, 3’q’ > 0 tel que, V s’,t’ E @ , V x’,x" ~ N,

d(£ (s’;x’;w) , £ , (s’;x";w))  n’ entraîne d(K’,x")  e’ ; c’est équivalent à

dire, compte tenu de A), que &#x26; t (s;.;w) soit injective, pour s,t, réels ;

c) V r’  s’  t’ E Q , V x’ E §~,
+

’t’ ~~’"~’""~~ " ’t’ ~~’"’s’ ~~’"~’~"~~""~~ "

par suite de la continuité A),c’est équivalent à dire que l’on a (4.4) , poux

r  s  t, x quelconques.

Alors trivialement WÎ$ est borélien.

Et les propriétés connues du flot 
(3) 

pour les équations différentielles

stochastiques uniformément lipschitziennes disent que, dans la situations

Z), D ps. Z e W. , et que &#x26;(s;x;Z) vérifie (4.2) pour tous s,x ; donc W, est

porteur.

(4.8) comme, pour s’,x’ fixés, (t,w)++ £ (s’;x’;w.) est optionnelle de IR x W
t +

dans E, on en déduit aisément que (s,x,(t,w)) m+ est mesurable de

S x E x (lR x W) à valeurs dans E, pour les tribus indiquées dans l’énoncé,+ +

c’est-à-dire Bor(l% ) ~ Bor (E) ~ Opt(IR x W).
, 

+ +

C’est la propriété suivante : soit A un espace métrique (ici IR+ x E)

muni de sa tribu borélienne £É, B un ensemble muni d’une tribu B(ici IR+ x W, opt)

Soit A’ Un ensemble dénombrable dense de A (ici A = &#x26;t x N) et soit f Une fonction

sur A’ x B (ici f est «S’,x’> , t,W)) - 03BEt S’;x’;W» , telle que, pour tout

a’ ~ A’, f(a’,.) soit B-mesurable : si on pose g (a,b) = lim f (a’,b) , g est

a’ e A’ 
,

~, _ ~

(£l ~ B)-mesurable, ce que nous appellerons borélienne. Prenons d’abord des

fonctions f et g valeurs réelles. Appelons É la fonction



289

f(a,b) = lim.sup. f(a’,b), montrons qu’elle est borélienne. Soient
a’ E A’ , a’ -~ a

a dans p > 0 . Pour tout a’ E A, soit c A x B le produit

de la boule de centre a’ et de rayon p dans A par l’ensemble {b E B ; f(a’,b) > S}

de B ; il est borélien, ainsi que la réunion U C(a’,P,p). C’est
a’ E A’

l’ensemble des (a,b) E A x B tels qu’il existe a’ E A’, d(a,a’)  p ~ vérifiant

f(a’,b) ~ ~. Soit ensuite C(a) l’intersection fl C(~,p); il est encore borélien,
p > o

_ B  a

et c’est {f ~ a} . . Donc f est borélienne. De même f, où

f(a,b) = . Si alors nous revenons à une fonction f à valeurs
" 

a’ E A’ , a’ -~ a
dans E = JRN, f a des composantes 1,2,...,N, et la limite généralisée

lim est (fk)k=1,2,. " ~N ~ , là où, pour tout k, fk = fk finie, et 0 ailleurs ;K K20141,Z,...,N K 2014- R

elle est encore borélienne. Manifestement le résultat subsiste si nous remplaçons

E par 3R . Donc (s,x,w) est borélienne de x x W dans W . On
n

passe immédiatement de ~ à ~.

(4.9) Soient ~(1), ~2 ayant les propriétés ci-dessus, Wt(1) , W.(2) , les

boréliens porteurs associés ; w, (1) fl W,(2) est un borêlien porteur où tous ont

les propriétés voulues. Comme ils sont boréliens, l’ensemble {w E W,(2) ;
V t’,s’,x’ est borélien, sur lui

la coïncidence a lieu, par continuité, pour tous les t,s,x réels, et il est porteur

par l’unicité essentielle du flot pour ,Z).

Remarque . Les propriétés du flot n’ont pas été historiquement faciles à démontrer

et ne sont même pas complètement achevées ! t Mais le présent théorème est très

facile, parce qu’il est évident que t~; est borélien dans W’" . Au contraire, dans

les théorèmes (1.2) et (2.4), les propriétés élémentaires des solutions des équa-

tions différentielles stochastiques sont connues depuis bien plus longtemps, mais

il a fallu les procédés techniques récents de Bichteler et les démonstrations

données aux §§ 1 et 2 pour obtenir les propriétés 1) des théorèmes (1.2) et (2.4),

et le fait que W; est borélien dans (2.4).
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§ 5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES LOCALEMENT LIPSCHITZIENNES AVEC

TEMPS DE MORT.

(5.0) Nous avons toujours une équation (2.1) mais avec H seulement localement

lipschitzienne : pour tout x E E, H(x,.) est cadlag, et, pour tout compact F de E,

il existe une constante KF telle que, pour x’, x" E F ,

~H(X’,t) - H(X",t)~ ~ X"~. .

Théorème (5.1) : Il existe une application £ de W’m dans un ensemble

borélien Wm de W , et un temps d’arrêt Ç sur W , annonçable sur W; ayant les

propriétés suivantes :

1) Comme 1) du théorème (2.4) pour £ ; en outre, si w est constante dans 

~(w) ~ T, W, . " Si w1 = w2 ou bien ~(w1) - ~(w2)  T
ou bien tous les deux sont > T mais peut être pas égaux. Si w est constante dans

, ~(w) ~ a ;

2) W; est porteur, et, pour w E W; , ~(w) est cadlag dans [0, Ç(w)[ , et.si

~ (w) ~ +ce , , tend vers l’infini quand t  ~ (w) tend vers ç(w) ;

3) Pour un système Z) , ~ ( Z) , optionnelle si Z est optionnelle, est un

représentant de la solution de l’équation différentielle stochastique (2.1),

avec temps de mort 03B6(Z) ; en particulier, elle est une IP -semi-martingale IP

ps. cadlag dans ~~~0 , ~ (Z) [.

A

4) Appelons trajectoire tuée la nouvelle trajectoire ~(w), égale à sur

[0, 03B6(w)[ , à ~ sur [03B6(w),+~] à valeurs dans SN = E U {~} , compactifié
n

d’Alexandroff de E. Si w est constante dans [O,TI , 03BE(w) = x dans [O,T[ , dans

1 si w E W.. Si w1 
= 

w2 dans [O,TI , , 03BE(w1) = 03BE(w2) dans Si w est

constante dans , ~(w) est constante dans [a,s[ ; en particulier, si w

est arrêtée én T, aussi, et (~(w))T - ~(w~). Ensuite, pour w E W. ,
est cadlag, et, +~ , 03B6w(w) = 03B6(w)- (w) = ~ . Dans la

situation Z) , la loi X(P) de la solution tuée X ne dépend que de la

loi de Z :

n n

(5:2) X(P) - ~ (Z (~) ) .
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5) Si (~ (1) ,~ (1) )’ (~ (2)’~ (2) )’ sont deux solutions, elles coïncident sur un

borélien porteur de Wm.

Démonstration ’(5.3) : Donnons-nous une suite croissante d’ouverts relativement

compacts, (Un)n E N , , de réunion E. Soit Hn un champ lipschitzien sur E tout entier, ’

égal à H sur U . Soient 03BEn, W; construits pour Hn, suivant le théorème (2.4).

Posons ~ (w) - Inf{t E ~+ ; d ~ > 0 ,3 t’  t, t’ E ~+ , d(~~~(w),  ~}.

C’est un temps d’arrêt sur W, parce que ~t(w) est optionnelle, donc il est

borélien ; c’est exactement le temps de sortie de ~n(w) ou ~n(w) ((~n(w))t = ~t_(w))
de Un si w E Wn . On appellera alors W.. l’ensemble des w de W, - n W9 pour

nE N

lesquels, ~ n , 03B6n(w)  03B6n+1(w) et 03BEn(w) = 03BEn+1(w) sur [o, . Il est borélien

puisque les 03B6n sont boréliens, les 03BEn(w) sont cadiag pour w E W, , les n
boréliens sur W.. Posons Ç = Sup 03B6n, c’est un temps d’arrêt sur W, et

_ n

~ = ; la dernière limite est vraie et même stationnaire sur W , ; ~ est

borélienne sur W.. Soit w E W.. ; si ;(w) ~ + ~ , donc ~n(w) ~ + ~ , l’ensemble
des et 03BEnt (w), t  03B6n(w), est dans Un ; il existe k > 0 tel que 03BEn (w)

et 03BEn03B6 (w) (w) E 03BEn(w) ([ 
, n ( w )) c ; 

03B6n 

(w) (w)mais alors aussi ~ (w) [0,~ (w)J et comme 

cadiag, le temps de sortie de de est nécessaire-

ment > ~n(w)’ donc ~n(w)  ~(w) ; donc ~n l’ ~’ ~n  ~ sur {~ ~ +00}, et bien

évidemment ~n il‘ + ~ sur {~ - +~} , , ce qui veut exactement dire que les ~n
annoncent ~, ~ est annonçable sur W" (4) . D’autre part, ~(w)([0, ~ n(w)]) est

relativement compact, et ~ (w) ( [ 0,~ (w) [ ) ne l’est

pas, puisque nécessairement, pour tout n, ~(w) ( ~n(w) ou ~n(w)) ~ U
- n 

*

Prenons ensuite un système posons Xn = ~na Z, 8 = ~ o Z.

Alors Xn et X sont solutions de la même équation différentielle stochastique
formée avec Hn dans [0, 6n[, donc 6"  et elles coïncident 3P ps. dans

cet intervalle stochastique ; mais elles ont le même saut en 6n, à savoir

6n) A , donc elles coïncident encore IP ps. dans [0,6 ] ] ; donc W"

est porteur. En outre, X = lim Xn (limite IP ps. stationnaire) est solution de

l’équation différentielle dans [0,6[ . La trajectoire X[0,8[ n’est IP ps. pas
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relativement compacte, donc 6 est le temps de mort.

Appelons alors W, le sous-ensemble de W., des points w pour lesquels

ou bien 1; (w) = + ~ , , ou bien, d étant une distance sur ~ compatible avec sa

topologie,

( |03BEt, (w) |) = + ~ ;

Bd(t’, r ~ (w) ) ~ 1/n 

il est encore borélien, c’est exactement (~(w) étant cadlag) l’ensemble des w

pour lesquels ou bien ~(w) - , ou bien ~t(w) tend vers l’infini dans E quand

t  ~ (w) tend vers ~(w), par valeurs rationnelles donc aussi par valeurs quelcon-

ques. Pour (5~,0’,~,~,Z) , on sait justement que 6 = ~ o Z , X = ~ a Z ont cette

propriété D ps., donc W, est encore porteur . Si w est constante dans 

F(w) Ii = x dans , donc, pour n assez grand (tel que w (w) ~ T et

~(w) > T; si en outre w E W. , ~n([0,’C]) c Un pour n assez grand

et ~n(w) est cadlag, donc 1;n(w) > T et ~(w) > T ; ; donc toujours

~(w) - x dans [O,T [ , mais peut être ~(w) = T et alors ~T(w) _ ~ ; ; mais
si w E W. , et w constant dans [0, T], > T , et ~T(w) - x. Si wl 

= 

w2

dans dans [0,ï! I , donc ou bien 1;l(w) = ~2 (w)  T ,

A A
. 

ou tous les deux sont > T mais peut être pas égaux ; donc ~(wl) - 
dans [O,T[ , mais peut être pas au temps T . Si w est constante dans , bien

a , et la même conclusion subsiste pour ~(w) ;

alors ~(w) est constante dans [a,~[ , mais peut valoir ~(w) dans 

et ~ au temps S si 03B6(w) = 03B2 ; la conclusion pour l’arrêt s’obtient en

faisant a = T, S = + ce . .

Si l’on a deux solutions du problème 
" 

(~ (1) , ~ (1) ) et ( ~ (2) , ~ (2)}r elles

coïncident sur le borélien porteur de W :

W. (1) fl W, (2) fl ~~ (1) - ~ (2) } ~ {~ (1) _ ~ (2y }.

Remarque (5.3) : Je n’ai jamais vu démontré nulle part que, et ne sais pas si les

approximations successives de la solution X, soit convergent vers
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elle pour T-presque tout , uniformément sur tout compact de [0, 9(c~)[ . C’est

vrai dans un [0,0’(h))[ , , 6 temps d’arrêt, 0  03B8  03B8 IP ps., mais je ne sais pas

si ë = 03B8 IP ps. Si donc on pose 03B6(w) = Inf{t E lim t’
(w) -

(w)) 1 ~ 0} , ~ est un temps d’arrêt sur W, donc borélien. Pour (~,0~,~ ,Z),

~ = ~. Z P ps. On voit que ~ se caractérise par le fait que, sur W. , les appro-

ximations successives ~n(w) convergent vers ~(w), uniformément sur tout compact

de [0,~((jo)[ [ , mais pas sur [0,~ (w) + E] , e > 0 . Dans le théorème (2.4), si

on reprend les notations de la démonstration, le W, n’était autre que +~} , r

donc il était borélien, mais en outre porteur. Ici, sur le W, du théorème (5.1),

(ç = + ~} n’est plus porteur ~{0  ~  ~} l’est, mais peut être pas {~ _ ~} .

(5.4) Etudions maintenant le flot, dans le cas où la semi-martingale directrice

est continue, c’est à dire l’extension du théorème (2.4) au cas localement

lipschitzien, ’ avec donc W et W~ espaces ;G) et C (~ ;E).

Théorème (5.5) : . Il existe un flot ~ , , fonction sur fi + x E x W’m à valeurs

dans W’N, ’ un borélien porteur de W, et un temps ç , fonction sur IR+ x Ex W

à valeurs dans [0,+~], qui, pour s,x, fixés, est un temps d’arrêt sur W , annon-

çable sur avec les propriétés suivantes :

1) Comme 1) du théorème (4.3), mais sXx - est seulement solution dans

[0,~(Z)[ , , (4.3.1) est seulement vraie pour la solution tuée X = 

(voir (5.1.1)) ; 

2) $ est borélienne sur]R + x E x W. à valeurs dans l’espace W des applica-

tions de R+ dans SN, continues dans [0,03B6[ , valant ~ dans [03B6,+~] ;

3) Pour w fixé dans W., on a les propriétés suivantes : 03B6(.,.,w) est semi-

continue inférieurement de E dans [0,+oo] , , et est

continue de {t  03B6(s;x;w)} dans SN ; si x ~ y, et t  (~(s;x;w) ~ ~(s;y;w)),

y on a la formule de transitivité (4.4) pour t  ~(r;x;w)

(auquel cas t  ~(s;~s(r;x;w)) ; enfin ~(s;x;w) ([O,y(s;x;w)[) n’est pas relati-

vement compact dans E si ~(s;x;w) ~ +00 , autrement dit, quand t  ~(s;x;w) tend

vers ~(s;x;w), rien ne dit que tende vers l’infini, on sait seulement

qu’il ne reste dans aucune partie relativement compacte de E.
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4) Si (~ (1) ~ ~ (1) )’ (~ (2)’ ~ (2) ) ) sont deux solutions du problème, elles

coïncident sur un borélien porteur de W .

Démonstration : . Utilisons la démonstration de (5.1) ; nous ne répèterons pas

les notations. La résolution de l’équation relative à Hn nous donne un flot 03A6n.

Nous appellerons 03B6n(s;x;w) le temps de sortie de de Un défini comme

nous l’avons fait à (5.3) ; comme ici WN est l’espace des trajectoires continues,

E), clest exactement de temps de sortie de de Un, pour w E W: .

On définira ensuite W., ensemble des w ~ ~ Wn. = pour lesquels, pour tout n,
n

~n+1(s,;x,;w)~ ~n+1(s,;x~;w) sur [0, 

pour s’, x’, rationnels relativement à une base de E = puis 1; et Ç comme

à la démonstration de (5.1), pour tous s,x,w; comme les 03BEn sont boréliennes,

~ l’est aussi sur x E X’W, ç est un temps d’arrêt, annonçable sur W.

Soient s , x quelconques. Soit T ~(s ;x ;w), w E W.. Alors n(s ;x ;w) reste
0 0 

- 

0 0 0 0

dans un compact de un, sur [O,T~ . Par continuité, pour s, x assez voisins de

s , reste aussi dans un compact de U , dans [0,’C] ; donc

> T; ceci prouve est semi-continue inférieurement.

Dans ce voisinage de s ,x , il y a des points rationnels s’,x’ ;

~ (s’;x’;w) = dans [0, ~~(s’;x’;w)] donc dans [0,ï] , donc, par

continuité des flots, ~n+1(s ;x ;w) _ ~n(s ;x ;w) dans [O,T], et il est dans un
0 0 0 0

compact de Un, par suite > T,  03B6n partout sur W. ; en-

dans [0, 03B6n] partout sur W..On posera encore Ç = 

défini partout sur W’m, temps d’arrêt sur Wm, ~(s;x;w) semi-continue in-

férieurement pour w E W., et 4l = lim limite vraie stationnaire sur W..

On démontrera alors comme à (5.3) que les annoncent Ç sur W~, que

~(s;x;w) ] est relativement compact pour w E W., et que ~(s;x;w) [o,~[

ne l’est pas.

Donc, pour tout s,x, ~(s;x;.) a toutes les mêmes propriétés que

du théorème (5.1 ) sauf une : + ~ , il n’est pas

sûr que, quand t  tend vers tende vers l’infini,

on sait seulement qu’il ne reste pas dans un compact ; donc, pour la propriété ’ 
°

4) de (5.1), il n’y a pas d’analogue exact, est continue dans 
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constante égale à ~ dans [03B6(s;x;w), +00)] , , mais elle n’a peut-être pas de

limite à gauche au temps ~(s;x;w). Naturellement, on pourrait toujours considérer

le sous-ensemble des w E W, pour lesquels cette propriété serait vraie pour s’, x’,

rationnels ; mais cela ne l’entraînerait pas pour s, x, réels, et n’a donc aucun

intérêt. Le fait que W, soit porteur, résulte encore des propriétés du flot dans

le système (S~, 6~,~, ~, Z), sans doute publiés nulle part quand on fait à la fois

varier s et x (6). On sait que, si ~(s;x;Z) ~ + ~ , , pour s et x fixés, quand

t  03B6(s;x;Z) tend vers 03B6(s;x;Z), 03A6(s;x;Z) tend vers ~ IP ps., mais on ne sait

pas si c’est vrai » ps, pour tous s et x. Si (~ ( 1 ) ,~ ( 1 ) ) , (~ (2) ,~ (2 ) ) sont deux

solutions du problème, elles coïncident sur le borélien porteur de W :

W. (1) n W. 
(2) 

n {d t’,s’,x’ E N , ’ 03A6n(1)t, (s’;x’;w) - 03A6n(2)t, (s’;x;w)}

Il est évidemment borélien porteur. Pour w dans cet ensemble, ~~1) et ~~2) coïncident

pour tous les t,s,x réels, donc aussi ~(1) et ~(2) . Mais alors

~~1)(s;x;w) - ~2(s;x;w) puisqu’ils ne dépendent que de ~ (s;x;w) et

~~2) (s;x;w), donc aussi ç (1) == ~ ~ (s;x;w).

(5.6) Remarque . Il y a une situation intermédiaire entre les théorèmes (5.1)

et (5.5). Dans (5.5), on cherche un flot dépendant continuement de s et de x, la

semi-martingale Z doit alors être continue ; si en effet Z est discontinue, et

H --- 1, on résout dX = d (Z - ZS) avec Xo = x, la solution est x + (Z - ZS) , elle

ne peut pas avoir de version dépendant continuement de s. Dans (5.1), s et x sont

fixées, Z est quelconque. Mais on sait qu’on peut laisser s fixé, et faire varier

x seul ; 1 il y a alors un flot avec la propriété de continuité en x,

même pour des semi-martingales Z cadlag. Dans ce cas, on peut aussi remplacer s
par un temps d’arrêt S sur W. Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer le

théorème correspondant. Pour la transitivité, on pourra prendre r,s,t fixes, ou

temps d’arrêt R  S ~ T sur Wm, et alors 4l T pour

w E W. ,toujours porteur.

(+) Voir P. A. Meyer [3] , pages 103 et suivantes
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§ 6. LE CROCHET [ ; ] . EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES SUR DES VARIETES

(6.1) Soit (5~,~’,~,P,Z) , on sait qu’il existe un calcul par trajectoires, P

ps. du crochet [Z,ZJ , à valeurs dans G 0 G. Nous nous proposons d’en faire ici

encore un calcul universel ; nous appellerons (par un terrible abus de langage!)

W’ml’ensemble des trajectoires - G 0 G, W~ le sous-espace des

trajectoires cadlag.

Théorème (6. 2) : Il existe une application (~,t~) H [~ "t~J de W’ X W’ dans W’ Q W’

ayant les propriétés suivantes : .

1) [03BE,,~]o = 03BEo ~o, et [03BE,,~] = 03BEo~o dans [O,TI , si £ ou 11 est constante

dans [O,T) ; si 03BE et ~ sont connues dans [03BE,,~] aussi ; si £ ou 11

est constante dans ~t+ , , [ ~ ,,11] J aussi ; en particulier, si £ ou

ri est arrêtée en T, [~ "t~J aussi ; et on a toujours

[~m~ J T - [~..n] = [~, ~ ~TJ = ; le processus (t, (~~~) )H [~r nJ t
est optionnel de S + x (W x W) dans G OG, donc (~,t~) H [~"~J est borélienne de

W x W dans W’ O W’ ;

2) Il existe un borélien porteur (W x W), de W. x W, tel que, si (03BE,~) E (W x W). ,

le crochet [~ " nJ(w) soit cadlag et à variation finie ;

3) Pour un système (S2, ,X,Y), où X,Y sont des IP-semi-martingales,

[x"y] est une version de [X,YJ , donc est P ps. à variation finie cadlag,

optionnel si X et Y le sont.

4) La loi de [X, y] dans W V W,soit [X,Y] (P) , est [x"y] (P) , donc ne dépend

que de la loi de (X,Y) dans W x W, soit (X,Y)(P) , elle est l’image de (X,Y)(P )

par ( ~ ~ ~1 ) H ~~~1~~ J .

5) Si l’on a deux solutions du problème , ~ elles coïncident

sur un borélien porteur de W x W .

Démonstration : . Nous irons un peu vite. On détermine des Ti,n comme dans la

démonstration de (1.2).
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= 0,...Ti+l,n(~‘n) =

Inf{t ~ 03A6+, t  Ti,n ; I 

Alors 03BE = E 1 et
n 

~Ti ‘ n(~,~1)’Ti+1 ’ n(~’q)~ , ~T. yn(~,t1)
n = E 1

. 

n i=o ] Ti ‘ n (~ ~~1) ~Ti+1 ~ n (~’q) ~~1T, l,n (~,~1) .

Les T, i,n sont des temps d’arrêt sur wm x Wm , 03BEn- et 11 
n- 

sont cadlag si £ et ~

sont cadlag, et alors Ti,n 1’l’ + ~ pour i ~ +00 La connaissance de (03BE,~) dans

[O,TI entraîne celle de (~ -., ~ n -). Si £’ et t~ sont cadlag, I~- - ~n_I~ 2 1 n , ,
It~_ - M J.~ 2014 . , On définit alors le crochet comme suit :

- n 2n

[~m~~ tn) - ~ i=o 
00 

i+l,n 
+ ~o ~o ’

(6.4) ou i,n)(~t^Ti+1,n - ~t^Ti,n) + 03BEo ~o ,
{

ou[03BE,,~](n) = 03A3 (03BETi+1,n - 03BET i,n)( ~Ti+1,n - ~Ti,n) + 03BEo ~o,
1=0

(6.5) [03BE,,~] = lim [03BE,,n](n).

Il possède alors toutes les propriétés relatives et la,SI de 1)

du théorème, comme on l’a vu dans un cas analogue au théorème (1.2). La seule

qu’il faille regarder de près est : si t~ est constante dans [~~~]

aussi. On remarque que chaque terme ( ~ Ti+l,n _ ~ Ti,n)( ( ~1 ) est nul

dans , constant dans ,+~~ ~, et vaut, dans ,

t H (~t - ~t " ~T ~’ Un de ces termes au plus n’est pas constant dans
i,n i,n

la,SI , c’est celui où a  
, n 

, et il suffit de regarder sa variation

dans [a, Ti+1,n ~ S~ ~ La, il vaut, au temps t, ce qui est écrit plus haut, et la

différence de ses valeurs en t’ et t est

+ (~t - ) ~lt)
i,n i,n

= ~.-~x~.-~ ) )
i,n
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puisque ~ est constant dans |03B1,03B2| . Mais, puisque Ti+1,n > 03B1 , c’est que, ~

étant constant dans |03B1,03B2| I , |~t’ - ~Ti,n |  1 2n p our t’ assez voisin de a donc

pour t’ quelconque dans la,$1 , donc cette variation est, en valeur absolue,

 2 1 n [03BEt’ - 03BEt’] , qui tend vers 0 pour n ~ +ce , donc [03BE ,,~] est bien constant

dans 

(6.6) Si alors on se restreint à W X W, les T, sont des temps d’arrêt sur
l,n

W x W, ’ et (t, (~,t1) )Nr est optionnel sur ~+X S~ (et adapté cadlag) , donc

aussi (t, (03BE,~)) ~ [03BE,,n )t (w) , qui n’ est plus cadlag ; et (03BE,~) H [03BE,,~] est boré-

lienne de W X W dans W 0 W ; ceci achève la partie 1).

(6. 7 ) Montrons la partie 3 ) de l’ énoncé : on prend un système 

où X et Y sont des IP semi-martingales IP ps. cadlag.

Pour tout c~ , et sont des éléments de W’ , donc on peut parler

de [X"YJ :c~ H [X(c~)" et on doit montrer que [X"Y] est une version de

[X,Y] . ° On a, dans 

(Xt _ ) (yt _ ) _

l,n i,n

= (Xt Yt - TTi,n Y
Ti,n

) - X
Ti,n (Yt - Y

Ti,n)

= 

YTi,n
(Xt - XTi, n)

_ J JT. 
- X 

n,s _ dYs 
- 

_ 

(oû 
_ 

- (X 
n _) ) s

- (par Ito) ]Ti,n,t] ((X - Xn) s _ dYs + (y - Yn) s dXs + , p ps..

En faisant E (qui est une somme finie IP ps.) + Xô o, on trouve [X"Y] 
(n) - [X,Y]

i=o 
o o

(version quelconque) + (X - X (n) ) _.Y + (Y - Y (n) )_ ps.

Compte tenu de |( X - Xn)|  1 2n,|(Y-Yn)-| 1 2n IP ps.,le même raisonnement qu’à

(1.9) montre que [X"Y] (n) converge vers une version de [X,YJ, pour n ~ +~, IP ps.

uniformément en t, ce qui est 3), d’où 5) . .

I1 est maintenant évident de trouver (W X W),, , comme à (1.10) . : c’est

l’ensemble des (~,t~) de W X W pour lequels
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converge, uniformément en t, vers une limite, qui est donc [~ " n] , et pour

lesquelles la variation de [~ "t~] (calculée sur les temps rationnels) est finie ;

il est borélien, et nous venons de voir qu’il est porteur ..

(6.8) Equations différentielles stochastiques sur les variétés.

Ici intervient non seulement la semi-martingale directrice Z, à valeurs dans G, mais

aussi son crochet [Z,Z] à valeurs dans G 0 G. Le champ sur la variété V (de classe

C2-lipschitzienne) comprend un champ 1-tangent H, fonction sur V à valeurs

dans H(x,t) E lipschitzien,et un champ 2-tangent

K, fonction sur V à valeurs dans (V) ) , K(x,t) E (V;x) ) , locale-

ment lipschitzien ; on exige en outre que la projection de K sur le quotient

0 G; T 1 (V) 0 T 1 (V) ) soit H@H. Alors l’équation différentielle s’écrit

(en notant toujours H(x), K(x) au lieu de H(x,.), K(x,.)) :

(6.9) dX = H(X)dZ + -~- 2 K(X)d[Z,Z] , Xo = x EV. °
Z est une semi-martingale continue. On va alors donner une résolution trajectoire

par trajectoire. On peut donner un énoncé du type (5.1) ou du type (5.5), puisque

Z est continue ; le résultat (5.5) est plus fort en tous les points sauf un,celui

de la convergence de la solution vers l’infini lorsque t tend vers Ç . Nous donne-

rons tout à la fois :

Théorème (6.10) : Etant donnés les champs H et K sur V, il existe une application

~(s;x;w) de ~ x V x wm dans W’N (où ici W’N est l’espace des trajectoires

à valeurs dans V = V U (ce) , compactifié d’Alexandroff de V), un temps Ç , fonction

sur + - x V x W’m à valeurs dans [0,-T~o ] , et un borélien porteur W? de W , m

ayant toutes les propriétés indiquées aux théorèmes (5.1) et (5.5), où SN est

remplacé par V, et où l’équation différentielle stochastique est (6.9).

Démonstration (6.11) : On sait qu’on peut prolonger H et K à E, si on plonge V

dans un espace vectoriel E (~) , et qu’alors la solution de (5.9) est IP ps.

entièrement dans V si x E V. Supposons fait ce prolongement ; nous avons mainte-

nant des objets sur E, que nous noterons de la même manière,H,K : mais le semi-

martingale directrice est maintenant (Z e 2[Z,Z]), à valeurs dans G ® (G O G), ’

(~) Schwartz [1], définition (8.4) page 105, Corollaire (9.28) page 117, lèmme
(10.3) et proposition (10.4) page 119. 

’
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tandis que H est devenue une fonction sur E 
X ~ , à valeurs dans et K

une fonction sur E x ~ à valeurs dans ~ (G O G ; E ® (E 0 E) ) ,

dont on ne retiendra que la composante dans ~r(G 0 G;E) ; on a une équation diffé-

rentielle stochastique ordinaire sur E. Peut-être ici des coordonnées sont-elles

plus utiles, relativement à une base de G. Le champ H a les coordonnées Hk,

k = 1,2,...,m, Hk fonction sur E 
x à valeurs dans E, et le champ K les coordon-

nées K , i,j = 1,2,...,m, symétriques en i,j, K j fonction sur E X ~ 
à valeurs

1,j ’ ’ 
’ ’°°°’ ’ 1,j + 

1

dans E ® (E D E) ; la 2e composante de K.. est H. 0 H., seule la première K.., 
à

valeurs dans E, sera retenue ; les composantes de Z sont Zk, k = 1,2,...,m dans G,

alors [Z,Z] a les composantes i~j = 1,2,..,m dans G 0G, et l’équation

différentielle sur E est maintenant

(6.12) {dX 
= H(X)dz + 1 2 1k (X) d[z,z] ou

dx = 03A3 Hk(X)dzk = 1 2 03A3 Ki,j(X)d[zi,zj ].

Nous avons alors une application (03BE,~) ~ [03BE,,~] de W’ X W’ dans W’ x W’, donc une

application w ~ w ® de W dans W’ ® (W’ D W’), espace des applications de

ÀÎi dans G ® (G 0 G) ; on pourra alors considérer, pour les données H,K, la solution

du théorème (~5.1) bu (5.5), que nous appellerons ~(w+ _i 2[w"w])’
~ (s; x; w + ~ 1 [w, ,w] ) , w ® ® (W’ O W’). Il faut faire une petite transfor-

mation, car ~t t 
prennent leurs valeurs dans E, non dans V. Soit p une

projection borélienne de E sur V. On posera alors ~(w) - p ~ (w + 2[w 1 "w]),
~ = (s;x~w + 1 2 [~J~ ~w]) ~ + 

Si alors (W ® (Wm 0 est l’ensemble borélien porteur sur (Wm 0 Wm)

relatif à (H,K), provenant de ces théorèmes, on appellera W; l’ensemble des

w E W pour lesquels w + 2 [w"w] (W m ~ Wm) ) . ,d’une part, et pour lesquels d autre

ou ~ (s’ ; x’ ; w + 2 [w "w] ) sont à valeurs dans V aux temps ration-

nels (donc aussi aux temps réels  ~(s’;x’;w + pour tous les s’,x’ ration-

nels, donc aussi pour tous les s,x, réels. (Il faut faire ceci sur ~, ~ , , et non

sur leur projection £ = p ~ ~~ = p~, car p est borélienne mais ne respecte pas 
la

propriété cadlag, donc, si 03BE (w+ 1 2 [w"w] ) est pour w + 2 [w"w] E (W ~ (W 0 W) ) . ,
ne l’est plus ; mais si  (w + 2[w 1 " w]) est cadlag et si on
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choisit w telle qu’elle soit dans Vaux temps rationnels, elle l’est aussi aux

temps réels, et (w + 2[w,~]~ - 1 = est restée cadlag). On voit

aussitôt que Wm est porteur. Le passage de V à V est évident.
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§ 7. DESINTEGRATION REGULIERE

(7,1) Ici les trajectoires ne sont plus seules en jeu, nous devrons raisonner

sur un système (Q,ô§É). Rappelons qu’une désintégration régulière d’une probabilité

lP sur (Q,lj est une famille (IP03C9t)
( ) - Q 

(~) 
de probabilités sur (Q,8J, telle

t (t,w) EIR XQ
que :

1> pour tout t e ài , w ~ IP03C9 est une désintégration de lP pour %,
+ t t

c’est à dire elle est Lt-mesurable (pour tout B É ÉÎ’ , 

(7.2) l’est), et, quelles que soient A E Ô , B Éfh , lP (A n B) 
~ jA ~

2) pour toute fonction p sur ài , borélienne,  O ou bornée, lP ps.

t E IP03C9 (03C6) est cadlag.
t

De telles désintégrations n’existent pas toujours ; mais, si elles existent et si

 est dénombrablement engendrée, deux d’entre elles sont lP ps.égales.L’existence est

assurée si par exemple (Q,OE est souslinien, c’est à dire s’il existe une topologie

souslinienne sur Q , dont fY’ soit la tribu borélienne. Désormais nous supposerons

(Q,Ù) lusinien, dans le sens précédent (7) .

(7.3) Mais il y a des désintégrations qui seront meilleures que d’autres et

nous allons les chercher. Soit Él un ensemble de probabilités sur (Q,Ù lusinien,

ayant toutes une désintégration régulière commune (IP03C9); on pourra se donner une
t

famille arbitraire (IP03C9), et prendre pour  l’ensemble des probabilités l’admettant
t

comme désintégration régulière (ce n’est intéressant que si &#x26; n’est pas vide ;

auquel cas Ù est en général assez grand. En effet, si les tribus t Sont fortes,

et si (t,w) r+ IP03C9t est (Bor ÀÎi ) ©1)-mesurable, soit Q’ l’ensemble des W É ù pour
t +

lesquels IPÎ admet la désintégration lPf’> t,w,> ; il porte toutes les IP

de p ’ et  est exactement l’ensemble des intégrales lP = ) 03A9’ IP03C9o (d03C9), 
’1..1-mesures

sur Q’, ou aussi mesures sur Q portées ,par Q’ , car alors lP " ) lP(dW )
ç~, 

0

(Schwartz [2] , proposition (6,15), page 137). Nous introduirons les définitions

suivantes:

Définition (7.4) 1 Soit $P un ensemble de probabilités sur (Q,lYj lusinien,

(+) Tout ici se réfère à Schwartz [2].
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admettant une désintégration régulière commune pour S*; (JP ) , entre paren-

thèses, veut dire . Soient S une topologie lusinienne sur Q

de tribu borélienne ~, et ~un ensemble de fonctions boréliennes bornées sur Q.

On dit qu’un ensemble de 03A9 est -négligeable s’il est IP-négligeable pour toute

]P E (ce qui n’entraîne nullement qu’il soit contenu dans un borélien -négligea-

ble), d’où la notion un ensemble Q est -porteur si son complémen-

taire est -négligeable,i.e. s’il porte toutes les P E . Un ensemble 03A9’sera

dit )-porteur si, pour (jû E Q’ (pas nécessairement pour w E Q ), il porte toutes

les IP03C9t, t E ; S -porteur pour (lE’) si, pour tout w E Q’, IP03C9t est cadlag

pour la topologie étroite de u+ (03A903B8), espace des probabilités sur 03A903B8 ; - por-
teur pour (~ ) si, pour tout (jo E Q’ et toute c.~ t -~ ~ (cp ) est cadlag .

Toutes ces notions sont relatives à une désintégration (IP03C9t), sauf -porteur.
Une désintégration régulière de 4P, (IP03C9t), est dite très régulière, si elle est

infra-optionnelle, c’est à dire optionnelle pour tout famille de tribus

’~, ~> 0, où (’~)t = G (infra-optionnelle en tant que fonction à valeurs
mesures  0 sur Q , , ou à valeur dans l’espace +(03A903B8) de ces mesures, muni

de la topologie étroite relative à une topologie lusinienne S sur S~ de tribu

borélienne 0~) et si, pour toute 6 , toute e~, il existe un borélien de Q

qui est (,(IP03C9) , S ,)-porteur. Notons que si un processus F est infra-optionnel,

FT est T-mesurable pour tout temps d’arrêt, ’ car, ’ puisqu’il est (’)-optionnel,

FT est -mesurable, donc T-mesurable par continuité à droite. Il en

résulte que, si est très régulière, et si T est un temps d’arrêt,

(IP03C9T(03C9))03C9 ~ IR+ est une désintégration de toute IP ~  pour la tribu %Ç (pour une

désintégration seulement régulière, elle est seulement ~ ps. égale à une désinté-

gration pour % ; ; si la désintégration est très régulière, est T-
mesurable,donc on a une vraie désintégration relativement à la tribu T .
Remarque (7.4.1) : Nous n’avons pas introduit la tribu infra-optionnelle

aux paragraphes précédents, pour ne pas les alourdir, alors qu’elle est

indispensable ici. Mais on peut ajouter au théorème (1.2), 3), que, si H et Z sont

H_..Z l’est aussi ; 1 en effet H et Z sont optionnelles pour (6’),
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donc les T. sont des temps d’arrêt pour (~), ~ ’ H~ 
, 

(H - .. Z) 
(n)

1,n E 
i,n 

-

est optionnelle pour (’~), enfin H ..Z aussi ; donc elle est infra-optionnelle.

De même au théorème (2.4), si Z est infra-optionnelle, 03BE o Z aussi ; au théorème

(6.2), si X et Y sont infra-optionnelles ,[X " Y] aussi.

Théorème (7.5) : Si ~ admet une désintégration régulière commune, elle en admet

aussi une très régulière, et toute désintégration infra-optionnelle qui, pour une

topologie lusinienne 6 , admet un borélien (©,0)-porteur, est très régulière. Si

est une désintégration très régulière, alors, pour toute 8 , toute ôFl,
t

tout borélien -porteur contient un borélien (,(IP03C9t),03B8,) -porteur. La désintégra-

tion très régulière est essentiellement unique au sens suivant : deux désintégrations

très régulières (~’’~) , coïncident sur un borélien (~ (~t ~) ~ t t 
’ t t

Nous démontrerons ce théorème par une série de lemmes ; on supposera

donnés (Si,Oi lusihien, ~, et ~ un ensemble de probabilités ayant au moins une

désintégration régulière commune.

proposition (r.6) : Soit F une fonction sur à valeurs dans un espace polonàis

M, F 1 t ’-mesurable. La fonction

(7.6.0) lim F (t’ ,03C9) 
(8)

(7.6.0) F(t,W) = 

t’ ~ . 
F(t’,W)

+

t’ ~ t

t’ -; t

est infra-optionnelle. Soit 03A9 = {03C9;t’ ~ F(t’,w) est restriction à 03A6+ d’une fonction

cadlag sur ~t+ } ; il est borélien et contenu dans l’ensemble des points pour les-

quels t H F(t,w) est cadlag ; ’ si F était définie sur IR+  Q , , il contient l’en-

semble 03A9 des w pour lesquels t.... F(t,w) est cadlag, et, sur ce dernier ensemble,

F = F.

Si on convient d’appeler régulier un processus adapté 

très régulier un processus infra-optionnel, admettant un borélien ~-porteur 
au-des-

sus duquel il est cadlag, tout processus F à valeurs 
dans un polonais M, régulier,

est ps. égal à un processus F très régulier.
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Démonstration : " Soit f une fonction réelle sur 03A6+  03A9 , f(t’,.) t’-mesurable,
et f(t,w) = lim-sup f(t’,(jo) ; montrons qu’elle est infra-optionnelle.

t’ > t, t’ - t
+

Pour a > ~ dans 11 ,. p > 0, soit C (t ’ ,8, p ) le produit de [ ( t’ - p) ,t’] ] c]R par

{w E S~; f (t’ ,c~) 3 ’ le 2ème ensemble est dans ~, _ ~t,- p) +p donc dans

~(t~ - p) + + p - (~°p ) (t,-p)+ , et le 1er ensemble est un intervalle débutant en

en (t’- p ) , donc le produit est un intervalle stochastique pour la famille 
de

tribus S’ , et il en est de même de C(8,p) = U _ C(t’,S,p) ; c’est l’ensemble

des (t,w) pour lesquels il existe un t’ ~ 03A6+ , t  t’ t + p , tel que f(t’,03C9)  8.
Alors !) C(~,p) est ~’ -optionnel pour tout p > 0, donc t-infra-optiohnel et

p>O p

c’est exactement {~ 3 a},donc f est infra-optionnelle. De même la lim-inf,f.
Si maintenant M est un espace polonais, on peut le considérer comme

un borélien B de ~t~ (on appelle D un ensemble dénombrable dense dans M, d la

distance ; alors x~-~ est un homéomorphisme de M sur son image, donc

celle-ci est un borélien B de (Schwartz [2] , corollaire page 94 1 Donc F,

application dans M, devient une famille (Fk)k E rj 
de fonctions réelles. On vient

de voir que chaque F k’ Fk est infra-optionnelle ; F n’est autre que (F ) k k E jq 
là

où Fk = Fk finie,V k, et où F E B, et 0 là où ces conditions ne sont pas toutes
réalisées, donc F est infra-optionnelle.

Alors Ft, est donc ~-mesurable, et F est une applica-

tion borélienne de Q dans M03A6+ ; ? on sait alors que 03A9 est borélien (Schwartz [3],

corollaire 2, page 137). Soit alors F régulier sur IR+ x Q ; Q. porte ,

Q. c S1 donc Si est ~-porteur, donc F est très régulier, et ~ ps-égal à F..

Lemme (7.7) : Soit (IP03C9t’) une désintégration de  pour les temps rationnels.

Posons, pour une topologie polonaise 0 sur Si de tribu borélienne ~ : 1

(7.7.1) t 
i + + 
~ s ) .

t’> t

t’ -~ t

Alors ~ admet une désintégration régulière commune pour tous les temps, et toute
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désintégration régulière commune coincide  ps. avec (IP03C9t(03B8)) .Pour cette dernière, qui est

infra-optionnelle, 03A9(03B8) ={03C9,t’~ IP03C9t’ estrestriction à 03A6+ d’une fonction cadlag} est

borélien (~,6)-porteur. [Et, lorsque le théorème (7.5) sera démontré, on saura que

(]P (6) ) est une désintégration très régulière] . La limite lim et la continuité

cadlag sont entendues au sens de la topologie étroite .~+(S~8) - S. ((i) J ,, espace
o

des u - 03B4(03C9o) ,  mesure sur 03A903B8 ( espace 03A9 muni de la topologie 8 ) ; la présence

du 03B4(03C9) est un pur artifice technique, pour que, si la limite n’existe pas et que
~ 

0

lim = 0, reste une probabilité. "Infra-optionnelle" est considéré, soit

comme fonction à valeurs dans ~+ (S~8) , espace (polonais) des probabilités sur S~8 ,
soit comme fonction à valeurs mesures sur (5~,6’) .

Démonstration : . On se ramène au lemme précédent en prenant, pour M, soit ~+(~9),
6, ((D ) .. On sait que, étant lusinien, chaque admet une

0

désintégration régulière (Pt) , et celle-ci est  ps.cadlag à valeurs dans 
ou dans l’espace des mesures à valeurs dans (03A9,)(9) (l’un d’ailleurs entraîne

l’autre parce que les fonctions continues bornées sur S~8 engendrent sa tribu

borélienne) ; donc nécessairement, d’après le lemme précédent, (TP ) = (~t(9))
P ps., mais la deuxième, infra-optionnelle, est ~-adaptée, donc sera elle-même

une désintégration régulière.

Remarque : . En reprenant les notations du lemme précédent, (3P ) et ))

coïncident sur S~, , ~ -porteur mais pas borélien ; une désintégration régulière

n’est pas en général très régulière, et n’est pas en général cadlag sur un borélien

~ -porteur.

Lemme (7.8) : Si 8 est une topologie lusinienne, il existe une désintégration régu-

lière (IP03C9t) infra-optionnelle admettant un borélien (,03B8)-porteur. Pour une telle

désintégration, tout borélien ~-porteur contient un sous-borélien (~ 8) porteur.

Démonstration : . Partons d’une désintégration régulière quelconque (]P ) , et soit

~ une topologie polonaise plus fine que 6 ; l’ensemble et la désintégration

des lemmes (7.6), (7.7), répondent à la question. La fin résulte de ce que
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l’intersection d’un borélieh ~-porteur et d’un borélien (~,8)-porteur est un

borélien (~,6)-porteur.

Lemme (7.9) : Si (IP’03C9t), (IP"03C9t) sont deux désintégrations régulières, 8’, 03B8"

deux topologies lusiniennes sur 03A9 de tribu borélienne , et si elles admettent

des boréliens Q’, (~,8’ )-porteur pour (~t~ ) , et pour ~) , il

existe un borélien sur lequel elles coïncident, et qui est (~,8,6’)-porteur pour

chacune d’elles. En particulier, toute désintégration admettant un borélien (,03B8)-

porteur admet un sous-borélien (,03B8,03B8’)-porteur.

Démonstration : . Soit e’ v en = 6 la topologie borne supérieure ; elle est

encore lusinienne (c’est la topologie induite sur la diagonale 

Soient , Q, ayant pour ë les propriétés du lemme (7.8). Considérons le boré-

lien 9-porteur n’ n Si" n IP"03C9t’ = IP03C9t’ pour tout t’ E 03A6+}. Pour 03C9 dans

ce borélien, et sont cadlag pour les topologies étroites relatives

à 6’ et e respectivement, donc toutes deux pour 6’, et coïncident aux temps

rationnels, donc à tous les temps ; de même pour et IP03C9t, d’où le résultat.

Lemme (7.10) : Si e est une topologie lusinienne,  une famille dénombrable de

fonctions boréliennes bornées sur Q, toute désintégration admettant un borélien

(~ 8)-porteur admet un sous-borélien (~,6,~)-porteur.

Démonstration : . Soit 6’ la topologie plus fine que 8 , la moins fine pour laquel-

le les cp E y soient continues ; 03C9 ~ (03C9,(03C6(03C9))(p E ) est borélienne injective de 03A903B8
dans 3R-, et 6’ est exactement la topologie de l’image de cette application,

qui est lusinienne ; donc il existe un sous-borélien (e,e’)-porteur d’après (7.9),

donc (~, 6,~) -porteur.

Remarque (7.10.1) : On ne pourrait pas remplacer les cp boréliennes bornées par

des (p boréliennes non bornées~~ ~ 0 par exemple. En effet, les topologies étroites

sont définies par la convergence simple sur les fonctions continues bornées.

Si (p est continue ~ 0 non bornée sur u est seulement semi-continue

inférieurement pour la topologie étroite, parce que cp = lim n).
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Lemme 7.Il> : Soient (IP03C9t) une désintégration de P, o une topologie lusinienne.

S’il existe un borélien (5),8)-porteur, il existe un borélien (,(IP03C9t’) ,0 )-porteur,t

et tout borélien -porteur contient un borélien (lll, (IP03C9t) ,0 )-porteur.
t

Démonstration: : L’intersection d’un borélien Ù-porteur et d’un borélien (ÉÙl,0)-

porteur est (él,0)-porteuse ; donc, si 03A9’ est un borélien -porteur, il existe
o

c Q’ , ° (,03B8)-porteur, soit 1 la famille {103A9’1} ; il existe, d’après le lemme

(7,10) , un borélien Q" qu’on peut supposer contenu dans ni ;
puisque n’ est -porteur,  ps. t++ ’> est constante et égale à 1 ; donc

Q’ = Q" n = 1 pour tout t E Q ) est un borélien (ÙÎ0)-porteur, et,

pour w E Q’, IP03C9t est portée par ni pour tout t réel. on continue par récurrence;

si Q’ , Q’,..., Q’ sont déterminés, si Q"n+ 1 est un borélien (4ÎÉ0 , àÙl )-porteur,
o 1 n n+1 n

4X’ = jl ,i , qu’on peut supposer contenu dans Q’ , Q’ 
1 
= Q" n iD Q’> = 1

pour tout n t E &#x26;+1 est (,03B8)- porteur, et, pour W E Ql+i, pour tout t, IP03C9t est
portée par n’ . On posera ù’ = n ù’ ; ù’ c ù’ , il est &#x26;,0>-porteur, et,

n n n o

pour w En’, t E W , + est portée par Q’, donc il est 

(7.12) Démonstration du théorème (7.5) : soit EÔ>, admettant une désintégration

régulière commune. Par (7.8), si 0 o est une topologie lusinienne, il existe une

désintégration. (IP03C9) infra-optionnelle, admettant un borélien (Éi 0 )-porteur.
t o

Par 7.9> , pour toute topologie lusinienne 0 , elle admet un borélien (,03B8)-porteur.

Par (7,10), pour toute É elle admet un borélien (,03B8,)-porteur ; par (7.Il),

celui-ci Contient Un borélien ’,lPf> 8,1) -porteur, donc PÎ > est très régulière.

Tout borélien -porteur contient un borélien (3),8) -porteur (7.8) , celui-ci un

borélien (,03B8,)-porteur ?.i°>, celui-ci Un borélien (,(IP03C9t),03B8,)-porteur ?.ii>.

si (D’ 03C9t), (IP"03C9t) sont deux désintégrations très régulières, alors, pour n’importe
t t

quelle 0 , (7.9) montre qu’il existe un borélien sur lequel elles coincident, et

(,03B8)-porteur relativement à chacune d’elles; par (7,Il), il contient un sous-boré-

lien (,(IP’03C9t), (IP"t03C9))-porteur sur lequel elles coîncident.Corollaire (7 .13) : Soient t t w) une désintégration très régulière de fP, et

soi t n’ un ensemble (,(IP03C9t)) -porteur. Alors,pour 03A9’,’ = Ùfl n’ (lusinienne),
t

%’ = Gn n’, o’ = 3j , , IP’t03C9 = IP03C9t|1 , D’ 03C9) est une désintégration très

régulière de i9’.
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Démonstration : : Le fait que ce soit une désintégration régulière est évident, et

ne dépend pas des propriétés boréliennes : si Si" quelconque est -porteur, il

contient un par une démonstration analogue à celle du lemme

(7.11), et en se restreignant à Q’, on a une désintégration régulière. Le principal

intérêt ici est que (Si’,D’’) est encore lusinien, et qu’on garde une désintégration

très régulière ( . ). . Ensuite il est évident que (P’w) est ’-infra-optionnelle.
Soit 8 une topologie lusinienne ; elle induit sur 03A9’ une topologie lusinienne, et

la topologie étroite ,~ (Sie ) induit la topologie étroite c,~ (S~’ e , ) . Alors il existe
un borélien relativement à (IP03C9t), qu’on peut supposer contenu dans
Q’ ; % il est donc «(1’,8’) -porteur relativement à (IP’t03C9). []

Nous allons maintenant voir certaines propriétés des désintégrations

très régulières.

Proposition (7.14) (Voir Schwartz [2] , proposition (5.18), qui dit qu’on a une

propriété  ps., pour s  t.% nous voulons un borélien -porteur, on ne l’obtient

que pour s  t) : Soit (P t) une désintégration très régulière de ~. Soit Z une
fonction IR+  03A9 ~(E,), E ensemble muni d’une tribu 6 dénombrablement séparan-
te. On suppose qu’il existe un borélien -porteur S2’ c Q , tel que Z, restreinte

à ~+ x Q’, soit ( ~ (1 Q’) -infra-optionnelle (resp. prévisible). Alors il existe

un borélien Q" tel que, pour tout 03C9 E Q", pour tout t E IR+,

Zs soit Pt -ps. égale à pour s  t (resp. s  t). Si alors on se restreint

à Q" (suivant (7.13)), la propriété devient vraie pour tout c~ .

Démonstration ; = Par l’opération du corollaire (7.12), on peut passer à un sous-boré-

lien de S~’, et démontrer la propriété pour lui i on pourra ensuite

revenir Cela revient à supprimer à supposer Z infra-optionnel (resp.,prévi-
sible) sur IR+  03A9 tout entier. On peut ensuite supposer Z optionnel au lieu d’in-

fra-optionnel ; i car il est ~ +e % la désintégration

(t,03C9)~ IP03C9t+~ est très régulière pour , ’~ ; si alors on a démontré la proprié-

(tx Tout borélien d’un lusinien est lusinien, Schwartz [3] , théorème 2, page 95.
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té dans le cas optionnel, on saura que, pour (jj E Q" bore lien ~-porteur, pour tout

t, pour tout e > 0, ps. Zs = Z s (03C9) pour tout s  t, donc aussi IP03C9t ps.

Zs = pour tout s  t-e , , donc aussi pour tout s  t.

Comme il s’agit d’une propriété de tribus, et qu’on peut remplacer

la tribu X par une tribu plus petite dénombrablement engendrée, on peut se

ramener à E = donc à E = ~t, et supposons Z cadlag (resp. continue).

Fixons d’abord s ~ t. Soit (tQn)n E :N une suite de fonctions caractéristiques de

parties boréliennes séparant les points de ]R . Alors (p o Z est t@-mesurable
donc t-mesurable ; on sait donc que, pour -presque tout 03C9, IP03C9t ps.

. Zs = (Zs (~) ) , donc o Z ) (Zs (t~) ) . Mais les fonctions

(j0 ,...,, TP o Zs) et 03C9 ~ 03C6n (Z s (03C9)) dont boréliennes, leur ensemble de coïncidence

est borélien, donc il existe un borélien %-porteur Q tel que,V c~ ,V n E 1V ,

IP03C9t(03C6n - Z ) = (p (Z (a))). On peut même choisir 03A9 de manière que ceci soit vrai pour

tout t rationnel > s. Mais, si on pose  = (cpn 0 Z ) , pour s fixé, il existe

un borélien 03A9s c Q, (,(IP03C9t),)-porteur ; alors, pour (jj pour tout n ,

t H o Z ) est égale à 03C6n (Zs (03C9)) pour t rationnel  s et est cadlag, donc est

égale à pour t réel ~ s. Cela veut dire que, pour tout n pour lequel

(Zs (~) ) - l’ n ° Z ) aussi vaut 1, et comme 0 ~ Zs  1, Pt ps.

o Z s = 1 ; en prenant tous les n pour lesquels 1, cela veut dire

que, pour 03C9 ~ 03A9s, et tout t > s, P ps. Z = Z ((jj) . Si alors = 

s 

n 

__ 
+ 

03A9s , on

voit que, c’est un borélien et que, pour Q"’, pour t réel,

s’ rationnel  t, Pt ps. Z , = Zs’(03C9); Z étant cadlag (resp. continue) , il est

aussi vrai que ps. Zs = pour s réel  t (resp.  t) ..

Remarque (7.15) : Si l’on fixe t, même dans le cas infra-optionnel, on peut aller

jusqu’à s ~ t, comme nous venons de le voir ; d’autre part, si l’on cherche seule-

ment sans borélien porteur, on peut aussi, sans fixer t, aller jusqu’à

s ~ t. Mais le cas s = t est bien plus délicat que le cas s  t, même pour démontrer

Pps.J’ignore absolument si s ~ t est vrai dans le même cas infra-optionnel, avec

un borélien porteur. Les propriétés suivantes sont équivalentes, toutes vraies ou

toutes fausses pour une désintégration très régulière :
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1) Si Z est infra-optionnel, il existe un borélien ~-porteur Q" tel que,V c~ E S2",

d t , ps. Zs = Zs (c~) pour s  t (ou pour s = t) ;

2) Même résultat avec Z = T temps d’arrêt ;

3) Si Z est réel infra-optionnel borné, V t~ E Q", V t, ;

4) Si Z est réel très régulier, borné, (t,03C9) ~ IP03C9t(Zt) est très régulier.

Tous ces résultats sont vrais si le suivant est vrai (mais je doute

qu’il le soit) :

5) Si (Zn)n E N est une suite croissante de surmartingales  0 bornées, très

régulières, et si Z est leur limite, elle est aussi très régulière (on sait qu’elle

est  ps. cadlag ; est-elle cadlag sur un borélien porteur ?).

Corollaire (7.16) : Soit une désintégration très régulière de Il existe

un borélien 03A9’, (,(IP03C9t)) -porteur, tel que, b w E Q’,Vs  t, IP03C9t ps. IP = P03C9t .
t t s s

Si on se restreint à Q’ suivant (7.13), la propriété devient vraie pour tout t~ .

Démonstration: . On raisonne sur les (B n ), pour une suite de parties boréliennes

E N séparant les atomes. Alors chaque (t,c~) H est réelle

infra-optionnelle.

Proposition (7.16) Soit > une désintégration très régulière de . Il
t

existe un borélien S~’ , tel que, E Q’, V s, V t > s ,

(7.17) 
Q 

.

Si donc on se restreint à 03A9’, suivant (7.13), on aura, pour tout 03C9 ~ 03A9’, V s ,

s :

(7. i8) hs ~ - S~ ~ (dc~) .

Démonstration . Soient d’abord s, t fixés, s ~ t. On sait que (7.17) est vraie

mais .w H sont s-mesurables
(à valeurs mesures sur une tribu dénombrablement engendrée), donc leur ensemble de
( . ) 

Voir Schwartz [2] , lemme (5.10) page 108, qui donne une propriété ~ps.,
nous voulons un borélien -porteur.
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coïncidence est borélien, c’est donc un borélien ~-porteur ; et il existera un

borélien ((IP03C9t))-porteur Q" (d’après (7.5)) pour lequel l’égalité sera vraie pour

s’  t’ rationnels.

Soit ~ un ~-espace vectoriel dénombrable de fonctions boréliennes

bornées sur S~ , stable par v engendrant la tribu borélienne. Il suffira

de prouver l’égalité des deux membres de (7.17) pour toute cp Il existe un

borélien (, (Pt) )- porteur Q’ c Q" tel que, V 03C9 E Si’ , V t’ rationnel,

et s ~ 03A9 IP03C9t’ (03C6) IP03C9s(d 03C9) soient cadlag (car chaque &#x26;t, (03C6)

est borélienne) ; elles coïncident pour s’ rationnel  t’, donc pour tout s

réel% t’, donc (7.17) est vraie pour (jj E Q’, s réel ~ t’ rationnel. Fixons

maintenant s ; pour S E S~’ , (c~) est cadlag ; mais ]P est portée par Q’

pour (i) E Q’ donc ~Q peut se remplacer par , et le théorème de convergence

dominée de Lebesgue dit que t H Q’ (cp ) est cadlag ; elle est égale à

la constante pour t’ rationnel > s, donc aussi pour t s, et (7.17)

est vraie pour 03C9 E Q’ ,s  t réels . *

Il faut maintenant voir la notion de tribus fortes, sous l’angle

borélien.

Définition (7.19) ( . ) . Soient ~ c D’ deux tribus, et supposons que  ait,

pour chacune d’elles, une désintégration commune (P~) ~ E Q , On dit

que ’~ et § -beaucoup plus forte que ~S s’il existe un borélien ~ -porteur donc

aussi un borélien (2’ (~ (P~ ) , (P~~ ) )-porteur, tel que, ‘~ ~ E S~’ , (P ~~ ç~

soit une désintégration de P ~ relativement à ’~ (Il n’y a ici que 2 tribus, ou 2

valeurs du temps, donc désintégration régulière ou très régulière est synonyme de

désintégration) . Ceci est bien évidemment indépendant des choix de (p~) et (P ~ ).
Soit en effet un autre choix ; les deux choix sont égaux ~ps. mais leur

ensemble de coïncidence est un borélien Q" , qui est donc ~-porteur . Pour

0) E Q’ n Q" ~-porteur, chaque 3P~ , , donc chaque ~ , , admet la désintégration CP~. ) )

pour  . De même soit (IP03C9’) une deuxième désintégration de pour % ; ; son

( . ) 
Voir définition (3.7) page 56 de Schwartz [2] pour plus forte, forte ; nous

avons ici beaucoup plus forte, très forte.
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ensemble de coïncidence avec la première est un borélien ~-porteur, donc contenant

un borélien ~’" ; ; pour w E ~’ n ~’" ~-porteur, chaque Dù admet

la désintégration (3P~’) donc aussi (]P~’), puisque celle-ci lui est égale sur
Q’ n n’" donc IP03C9 pp. et est -adaptée.Ensuite,si est -beaucoup plus forte que ,
elle est aussi -beaucoup plus forte que toute sous-tribu &#x26;’ de pour laquelle

elle admette une désintégration commune, (]P~ ). En effet, d’après (7.17), il existe

un borélien -porteur, donc un borélien 03A9 ~ Q’ et tel que,

pour w T~ , ~ = ~ 3P~ ; elle est donc intégrale de

probabilités ]P~ , w E ~’, qui toutes admettent la désintégration (3P~ ) pour 6 ,
donc elle a la même propriété.

(7.20) On dit que  et -très forte si elle est -beaucoup plus forte

qu’elle-même ;elle est alors -beaucoup plus forte que toute sous-tribu  pour la-

quelle  ait une désintégration commune. On voit que  est -très forte si et

seulement s’il existe un borélien 03A9’ -porteur tel que, pour w E Q’, IP03C9 soit

ergodique sur En effet, IP est %-mesurable, donc, d’après (7.14), il existe

un borélien Q" ~-porteur tel que ,V(D ~ ~", ~ = ]P~ Alors ~ est ~-très

forte si et seulement s’il existe un borélien -porteur 03A9’ ~ Q" tel qu’on ait,

pour tout a) ~ Q’, pour tout A ~ ~, l’égalité de la désintégration,

= j~ A = P~(A) ~~(B), ce qui, pour B = A, donne
= (]P~(A))~ , ou = 0 ou 1 .

Proposition (7.21) : 1) Une tribu dénombrablement engendrée est ~-très

forte, pour tout ensemble 4P ayant une désintégration commune pour ~.

2) Soient (-n)n ~ N une suite décroissante de sous-tribus de ,-~ =  -n,
~ -~ ,et supposons que  ait une désintégration pour chaque -n ,et (IP03C9) pour
Si chaque -n est -beaucoup plus forte que , admet une désintégration pour

~-co~ est ~-beaucoup plus forte que ~. En particulier, si chaque est

-très forte - ~ aussi. 

- n

~~ 
Schwartz [3] , théorème (3.8) page 58, et proposition (6.1), page 127



314

Démonstration: :

i> Soit (An)n ~ IN une suite de parties engendrant %. on sait que 

= 1 ou 0 selon que w E A ou w g A ,c’est à dire IP03C9(An) = 1 h) ;
n n n ~ n A

n

mais m - et w F+ 1An (w) sont boréliennes , donc elles coincident sur un

borélien porteur. Il existe donc un borélien -porteur Q’ tel que,Vm E Q’, V n,

> = lA n w> ; autrement dit tel que lP% soit portée par l’atome de w dans 6.

[Inversement, toute famille (Q#) 03C9 ~ 03A9 ayant cette propriété, telle que w - #
soit -mesurable ’ et que, ’ V QE ? ’ IP = J Q (tko) ’ est une désintégration

commune pour É#]. Mais alors, pour w E Q’, IP03C9 est ergodique sur % , ,donc est
ÀÙ>-très forte.

2) soit 0 une topologie polonaise sur Q , de tribu borélienne f" . Déterminons

comme au lemme (7.7) :

IP03C9’-~ = 

03B4(03C9o)+ lim (IP03C9’-n - 03B4 (03C9o)) .

on obtient une désintégration pour -~, par (7.7). Mais à la famille lÙ’ on peut

adjoindre les Q# , pour les w d’un borélien 9-porteur ù’, d’où le résultat..

Théorème (7.22) (~): soit de nouveau un système (Q,tX,C,9 , (ù,Q lusinien, toutes

les tribus lÉÎ -très fortes. soit une désintégration très régulière de àl> .
t t

Alors il existe un borélien Q’ de Q, -porteur, tel que ~ 03C9 E Q’ ,
t

vs , IP03C9 admette pour G la désintégration très régulière (IP03C9’t) aux temps
s t

t > S ; et même qUe,vS , Si f = U i»t ; w E Q’i , Dl’ t  s S°t Une
désintégration très régulière de Ô aux temps  s, avec ù’ comme ensemble

s

(% , (IP03C9’)) -porteur. pour w E Q’, V s, les  , t > s, sont -très fortes.
s t - , t s

Démonstration: : Par hypothèse, pour un temps rationnel t’ donné, C , est é’-

très forte, donc il existe un borélien Q 
t ’,(,(IP03C9s) ( s ,w ) E - 

+ 
x )-porteur

(par (7.5)) tel que, v w E Q soit portée par Q et) admette la désinté-

gration (IP03C9’t’) 03C9’~ Q pour t’ . Mais il existe aussi Q" -porteur tel que l’on

ait (7,17) pour w E Q" ; ; pour 03C9 ~ 03A9" n Q t ,, et tout s réel  t’,

(~) 
Théorème (6.6) page 130 de Schwartz [2].
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s _ ~ _ S2t , .
IP03C9s est intégrale de probabilités IP03C9t , 03C9 E qui toutes ont la même 

gration (IPt’03C9’)03C9’~, 03A9 relativement à 03C4’, donc IP03C9s aussi admet la même désintégration .

Si 03A9’’’ = Q" n ( 
t’ 

03A9t’), pour tout 03C9 E Q’" , tout s réel, tout t’ rationnel

s , IP03C9s admet la désintégration pour t’ .
Reprenons les notations du lemme (7.6), pour une topologie polonaise

6 sur Q : .

IP03C9’t (e ) - s (03C9o) + lim (IP03C9’t’ - 03B4 (03C9o)), (t,03C9’) ~ IR+  03A9.
t’ > t .

t -~ t

(lim pour la topologie étroite de ~+(S~e) - ô(~ ). Le lemme (7.7) et le théorème
0

(7.5) disent alors que les IP03C9s , 03C9 E Q", pour les temps  s, et $>

pour tous les temps, admettent une désintégration très régulière commune, (~ t (6)).

Dans ces conditions, (IP03C9’t) et (IP03C9’t(03B8)) sont deux désintégrations très régulières

communes de  (pour tous les temps) donc (théorème (7.5)) elles coïncident sur

un borélien S~’ ce Q’" , (~, ( ~ ~ ~ ) , ! t ( p ~ ~ t ( e ) ) , 8 ) )-porteur ° Mais ’ si Q’ ’ porte les

~t ~ w’ E Q’, il porte aussi les ~S , w E Q’ c’est la même chose avec des
notations différentes donc Q’ est , pour tout s, (~ , ( ~ t ) , ( p t ( e ) ) , ,0)-porteur,
Pour c~ E Q’, (pt ~ ) et (~ t ~r (e) ) coincident pour ~’ E ~’, donc ps. ; la 2e est

une désintégration régulière de IP03C9 aux temps > s , donc la 1ère aussi puisqu’elles

est infra-optionnelle donc adaptée ; c’est donc une désintégration régulière de û ;
s

mais elle est cadlag sur pour la topologie étroite ’~+ (~e ) , donc
elle est très régulière. ,

Il reste à montrer que, pour tout t, t, supposée ’-très forte, est

aussi, ~ s  t, s-très forte , s = U {IP03C9 , 03C9 E 03A9’}. Or une désintégration
- 

s s

commune de pour t est (IP03C9’t)03C9’~ Q ; et ’ 03A9’ étant indépendant de s, ’ il vaut aussi

pour t, donc , pour Q’ s-porteur, IPt03C9’ est désintégrée pour t par
donc ~ est bien  -très forte .
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Remarque (7.23) . Puisque ~ est ~-très forte, il existe un borélien S2s 
teur tel que, pour c~ E ~’S soit ergodique ; cela vient de ce que, pour c~ E Si’

(qu’on peut, nous venons de le voir, choisir indépendamment de s), P~ soit
s

désintégrée par (~S )~~E ~, 
et de ce que, par le théorème (7.14), il existe

03A9s c 03A9’ tel que, pour 03C9 E 03A9s, IP2022s = IP03C9s , IP03C9s ps. Alors 03C9 E 03A9s est aussi

ergodique sur les t, t  s, donc 03C9 E 03A9s , est désintégrée pour les t,
t  s, par une constante égale à elle-même. Mais nous avons vu, au théorème (7.14y

et à (7.15 etl6), qu’il n’est peut-être pas possible de choisir S~s indépendant de

s ; il n’existe donc peut être pas d’ S~ . , 9-porteur, tel que, pour t~ E S~. , ’d s,

pW soit désintégérée, pour les temps s, par une constante égale à elle-même,

alors que c’est vrai pour ~ -presque tout ~ , pour tout s.
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NOTES

(1) 
page 5. On peut, si est donné, sans probabilités, H prévisible

et Z adaptée cadlag, trouver, par les limites médiales de Mokobodzki, un représen-

tant universel de l’intégrale stochastique, H_.Z, valable pour toutes les probabili-

tés ]P qui font de Z une semi-martingale. Mais H_.Z est une fonction universelle-

ment mesurable, non borélienne ; l’essentiel de l’esprit du présent travail sera de

trouver partout des ensembles et des fonctions boréliennes. Pour les limites médiales,

on pourra consulter Paul-André Meyer [1] , pages 198 et suivantes.

~ 
page 5. Les temps d’arrêt seront à valeurs dans [0,+°°] _ [0,+°°] 

+"00 > +ce ; ; l’inf d’un ensemble vide est donc +’00 . Si X est un processus cadlag,

le processus arrêté X ou X est X lui-même, alors que le processus préarrêté

X(+ )- est différent de X et vaut X 
_ 

au temps +ce , , et X(+ )- est X. On convient

que + ~ = + ~, et toujours X-= X .

(3) 
page 18. Voir P. A. Meyer [3] , pages 103 et suivantes. Dans cet article, le

flot dépend seulement de x, et s = 0 . Si on fait à la fois varier s et x, il y a

des résultats de Kunita récents, mais je ne sais pas si les résultats démontrés ici

sont démontrés et publiés quelque part dans toute cette généralité. Je les ai démon-

trés, mais non publiés.

(4) 
page 21. Un temps d’arrêt Ç est annonçable (c’est plus fort que prévisible,

si aucune probabilité n’est en jeu), s’il existe une suite (~n)n E N croissante

de temps d’arrêt, ~n  ~ sur {ç > 0}, tendant vers ç pour n .-. +ce , et tendant

stationnairement vers + ~ ou + oo (i.e., pour tout w , , il existe n((jj) = n tel que

~n(c~) - + 00 ou +~ ) sur {~ = + 00} .

Dans Schwartz [1] , on considérait seulement 03B6  +.*,ce qui obligeait

à définir la solution de l’équation différentielle stochastique dans [0,~[ sur

{~  +~ } , et tantôt sur [0,+oo[ , tantôt sur sur {ç = 

la solution est toujours définie dans [0,~[ .
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(5) 
a e 22. Il ne faut pas confondre la propriété faible . lorsque t  ~ tend

vers Ç , si ~ ~ +‘~ , la solution ne reste dans aucun compact, avec la propriété

forte : lorsque t  ~ tend vers Ç , si ç f la solution s’éloigne indéfini-

ment ; il n’ y a pas d’éloignements suivis de retours ni l’inverse. Voir Laurent

Schwartz [1], proposition (7.4), page 97.

(6) 
page 25. Lorsqu’on fait varier x seulement, voir note (3), page 18. Seule

la forme faible (note 
(5) 

page 22) y est démontrée, et c’est, je crois, la seule

connue.

(7) 
page 32. Schwartz [2], § 5. Pour les espaces polonais et lusiniens, on consul-

tera Schwartz [3] , chapitre II. Ce que j’appelais À , À dans Schwartz [2], s’ap-

pelle ici 3P, . L’mn des indices est en haut, l’autre en bas, purement pour

des raisons esthétiques ; mais c’était une erreur de mettre s en haut, il doit

être en bas, c’est la valeur au temps s, alors que s en haut marquerait un arrêt

au temps s !

(8) 
page 34. J’ai introduit dans Schwartz [2] , les désintégrations régulières,

et les désintégrations (~ ~ )-régulières ou d’autres, page 101 ; ces dernières ont

des propriétés plus fortes ; voir par exemple théorème (7.2), et remarque 2), page

140 loc. cit. C’était assez maladroit ; les désintégrations (~0~)-régulières étaient

définies par un mode de construction particulier, et ensuite j’énonçais certaines de

leurs propriétés. Iéi je définis les désintégrations très régulières par leurs

propriétés, peu importe ensuite la façon d’en construire. J’utilisais, pour la

construction, une "suite d’approximation", par exemple les dyadiques ; ici j’utilise

les rationnels. En fait, les dyadiques sont plus pratiques, c’est pour changer

que je prends ici les rationnels.

(9) 
page 36. Une fonction x H ax sur un ensemble X à valeurs dans l’espace des

probabilités sur un ensemble f~~d) est dite x-mesurable, x tribu sur X, si, pour

tout B E ÉT, , x ~ ~. (B) est ~-mesurable .
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additif à :

CALCULS STOCHASTIQUES DIRECTS SUR LES TRAJECTOIRES

ET PROPRIETES DE BORELIENS PORTEURS .

par Laurent SCHWARTZ

Additif au théorème (1.2)

1) Si wl et w2 diffèrent d’une constante, = 

~_..~a2 ; donc, si wl et w2
diffèrent d’une constante dans [O,T] , ~_..wl = 1~_..w2 dans 

2) Pour une trajectoire 03B6 , appelons 03B8s03B6 la trajectoire = 

03B6s+t .

Alors, si d’une part ~ est cadlag, si d’autre part n s’annule dans

[0,s] ou si ~ et w sont constantes dans [0,s] , (8s n )_.. (8sw) - 6s (~_..w) ,

Démonstration . 1) est évident, démontrons 2).

toujours 0, donc t~T 
o,n 

(~) - ~o ~s 
o,n 

(e 
s 
t~)

Ensuite, pour i > 1 . T (~) = T, (e ~) + s, à cause de la constance de ~i,n i,n s

dans [a,s] et parce étant cadlag, les temps d’arrêts sont définis par

Tiln = Inf {t E IR+ ...} aussi bien que par Inf{t E 03A6+...} . Donc, pour i  1 . 

.

+ S 
= 

et c’est donc vrai pour tout i ~ 0. Alors

(~- .. ov) (n) - E ~Ti,n (~) (w(s+t) ^ Ti+1,n (~) 
- w

(s+t) ^ Ti,n ) .

Mais 
^ Tj ,n(~) = w(s+t) ^ (T. (6 ~) + s) (6 n) ) ^ T 8 Q)J~ ,n J,n s s 

~ s~l)
pour j > 1, donc
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(8s (~1-..w) (n) ) t = 
k -~ lim +~ (~o ( (6Sw) (9st~) 

- w ) o > +

k

+ 

(8 s ~) - (6 s n) ) )
- 

k ~ lim +~ (~10 (ws - wo) + (8st~ ) o ( (8sw) - (esw) ) o >

k

+ 

( (eSw)t ~T.+ i 1,n (8 s r~) 
- 

+ ce

- 

T. 1+l,n (e 

= «o ) .. f3 w) (n) .
s - s t

En prenant la limite généralisée pour n ~ +ce , on trouve bien

es(n-..w) 

Additif au théorème (2.4)

1) Si w1 et w2 diffèrent 
d’une constante, ~(w1) - ~(w2) ; si donc elles diffèrent

d’une constante dans [O,TI, ~(w2) dans (O,TI

2) Si H(x,.) est constante dans [O,s] , et w E W, constante dans [O,s],

8S (~ (w) ) - ~ (~Sw) ~ ,

Démonstration : . 1) est évident, démontrons 2).

pour n = 0 ; supposons-le vrai pour n, c’est vrai pour n+ 1,

par

(w) ) = es (x + H (~n (w) , . ) -..w) ~ x + H (~ n (A s’ w) , . ) -..8 s w

(en appliquant l’additif qu’on vient de voir pour le théorème (1.2), valable

parce que est cadlag, et égale à x, donc cons.tant, dans [O,s]) - 

En prenant la limite généralisée pour n ~ +ce , on obtient le résultat.
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Additif I) au théorème (4.3)

1) Si w1 et w2 diffèrent d’une constante, ~(s;x;w1) - ~(s;x;w2) ; i donc, si elles

diffèrent d’une constante dans [O,TI , ~(s;x;w ) = ~(s;x;w2) dans 

2) Dans l’esprit de (5.6), même avec des semi-martingales directrices discontinues,

si H est indépendant du temps et si S est un temps d’arrêt donné, on peut choisir

W, tel que, b’ w E W. : 8S (~ (S;x;w) ) - ~ (x;6Sw) , en convenant d’écrire ~(x;w’) pour
~ (O;x;w’ ) ; si alors t > 0, et w E W. :

2’) Dans l’esprit de (4.3), avec des semi-martingales directrices continues et H

indépendant du temps, il existe un choix de W., dépendant de S, tel que les formules

. 2) soient vraies.(On aimerait prendre S ; s quelconque, et i~, indépendant de s ; i ce

n’est sans doute pas vrai).

Démonstration : . 1) est évident, montrons 2) puis 2’). D’abord 2). Dans le sens

de (5.6), on a calculé la solution par un calcul précis :

03A6(S;x;w) = x + lim 
N 

(03BE(x’;w-wS(w)) - x) ,

avec un W.. Mais w-w est nulle jusqu’au temps S(w), on peut donc appliquer
l’additif à (2.4), si w - wS (w) E W. :

03B8S(03A6(S;x;w)) = x + lim (03B8S(w) (03BE (x’;w- wS (w))) - x) =
x’-~ x

=x+ lim N(03BE(x’; 03B8S(w) (w _ ws (w) ) ) _ x )
x’ -~ x

= (on applique 1) de l’additif à (2.4), parce que 6 
S(w) 

et 6 S (w) 
. 

w diffèrent de la constante w S (w)) x + lim (03BE(x’; , 03B8S(w)w) - x) = 03A6(x;03B8S(w)),
x’ ~ N+x’ ~ x

ce qui est la première formule.
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Pour le calcul précis qui a déterminé ~ , la formule est donc vraie pour w - S(w) E W..

Mais toute autre solution,~ , relative aux temps d’arrêt considérés., coïncide avec

~ sur un borélien porteur de W, soit W~ . Alors la formule reste exacte pour w dans

W" _ { w E ~ W ; w-S(w) W: } ~ dont nous verrons plus loin qu’il

est encore borélien porteur.

Si alors on remplace le W, associé à ~ par W,n W.. , la même

formule restera a fortiori vraie pour les w de ce borélien porteur. La deuxième

formule résulte alors de la formule de transitivité, vraie pour w E W. (dans (5.6),

elle est écrite pour R, S, T temps d’arrêt ; c’est inutile, R et S sont des temps

d’arrêt pour lesquels ~ a été calculé, mais T est ensuite un temps quelconque ~ S).

Prenons R = 0, S, T = S + t ; pour w E W, n W.. : .

~S + t(x‘w) (formule de transitivité, vraie pour w E W.)

= 

(parce que w E W..)., ce qui est la deuxième formule de 2).

Alors 2’) en résulte immédiatement, car tout flot ~ associé au théorème

(4.3) satisfait aussi à (5.6).

Il reste à montrer crue, si S est un temps d’arrêt, W.. est un borélien

porteur. Qu’il soit borélien est évident, parce que 0 S est borélienne de W dans

W . Soit Z semi-martingale. Alors S o Z : ùj -~ S (Z (00» est un temps

d’arrêt sur (Q,6). Alors t - est une semi-martingale pour

(~’~’(~S(Z) + t) t E JR 
+ 

,TP) . Or cette semi-martingale n’est autre que

Z (~) ,~ 6 (Z (~~) ) - 6S (w) (w) pour w 
= Z(W). D’après la définition du mot

porteur, ’ pour IP-presque tout 03C9 , 8S (W) (w) E W; pour w E donc {w E W ; w E W; ,

6 w E W~ } est bien porteur. De même est une semi-martingale pour (S~, O~,t~,~) ,

donc, pour P- presque tout , (Z - ZS) (c~) E W. , donc {w E W ; w - S(w) E W, } est

porteur, et finalement W.. est porteur.

Nous laissons au lecteur le soin d’établir des résultats analogues pour

(5.1) et (5.5), et le § 6.
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La deuxième formule que nous venons d’écrire, pour les w d’un bore lien

porteur, peut prendre une autre forme. Pour w choisi, ainsi que t, ~ (w) : 
est une application continue dans ou de V dans V, variété C2 complétée

par un point à l’infini. La deuxième formule s’écrit alors, pour les w d’un

borélien porteur dépendant du temps d’arrêt S :

" ~S~ ’

au sens de la composition des applications continues de ~tN dans ~tN . Mais 6Sw et

03B8Sw-wS diffèrent d’une constante, donc 03A6(03B8Sw) = 03A6(03B8Sw - wS), et on a aussi

~S + t (w) ~t (w), pour w E W, , borélien porteur (dépendant de S).

Pour une probabilité IP sur W rendant le processus canonique 03C0 brownien,

03B8S03C0 - fr est indépendant de la tribu 03B8S03C0 - 03C0S et sont indépendantes,

est un processus à valeurs dans à accroissements indépendants.

Additif II) au théorème (4.3)

On a défini ~(s’;x’;w) - ~(x’;w-w s ’ ), pour un double passage à la limite en vue
d’obtenir ~ . Dans quel cas est-il vrai que ~(s;x;w) - ~(x;w - ws) ? Tout ce qu’on

peut dire, semble-t-il, est qu’il existe un choix, dépendant de s, du borélien

porteur W. associé à ~ , tel que ce soit vrai pour w E W..Mais alors on peut

remplacer s par un temps d’arrêt S sur W, le choix de W. dépendant de S.

En effet, plaçons-nous dans la situation de (5.6), et utilisons le calcul

x’ lim N (03BE(x’ ; w-wS) - x) = 03A6(x ; w - wS). Donc, pour ce calcul

précis 03A6, la relation est vraie pour tout w. Si 03A6 est un autre calcul pour (5.6)

~ et ~ diffèrent sur un borélien porteur W;, et la relation est vraie pour ~ sur

{w E W ; w E w - w S (~) E W;} , borélien porteur.

Additif III) au théorème (4.3)

Sur W., ~(S;x;w) ne dépend que des valeurs de w au delà du temps s. Soient en effet

wl’ w2 E W., w2 sur [s,+00] . Alors, puisqu’on est dans W., i = 1,2,

sont les limites vraies de 03BE(x’;wi - ws’i), lorsque s’, x’, rationnels tendent vers

s,x. En particulier, ce sont les limites pour s’  s ; mais alors = 

pour tous les temps, donc ~(s;x;w1) - ~(s;x;w2).
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