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UNE REMARQUE SUR LES SOLUTIONS FAIBLES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES UNIDIMENSIONNELLES
par J.A. YAN

En ce qui concerne les solutions faibles de 1'équation

(1) X, =x + (/)t o(X_)dB_

ol x€R , o: B>R est une fonction borélienne, et (Bt) est un mouvement
brownien réel, on connalt maintenant deux résultats remarquables :

THEOREME 1 ( Engelbert-Schmidt [2]). Pour que l'équation (1) ait ume
solution faible non triviale ( i.e. non constante ) pour tout x€B, il
faut et il suffit que [ 0_2(y)dy <o pour tout compact KCR.

K

THEOREME 2 ( Engelbert-Hess [3], p. 254 ). Si la condition précédente
est satisfaite, il y a unicité en loi pour les solutions faibles de
1'équation (1) ( quel que soit x€R ) si et seulement si o(y)AO pour tout
tout yeR .

Le but de cette note est d'étendre ces résultats au cas des équations
du type un peu plus général :.

@) X, =x + (])to(Xs)st + (])ta(Xs)ds

ol a est borélienne. Les méthodes nécessaires pour réaliser cette exten-
sion sont tout & fait standard, mais les résultats explicites rendront
peut &tre service.

Dans toute la note, nous faisons les hypotheses suivantes :

(1) %%%%%ldu < 00 pour tout compact K

(i) (/)°° exp{-éy 22(Wau | ay = {20 exp] §° %g%du | ay

N

+00 .

Alors les théorémes 1 et 2 s'étendent sans modification :

THEOREME 1*' . La condition [ 0—2(y)dy < 00 pour tout compact K est
nécessaire et suffisante K pour l'existence de solutions non triviales.

THEOREME 2'. Si cette condition est satisfaite, la condition o(y)#0
pour tout y est nécessaire et suffisante pour l'unicité en loi.

Nous signalerons & la fin une légdre extension du théorédme 1°'.
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DEMONSTRATION. Posons

F(x) = éx exp{—éy ia(ﬁ du} dy , xeR

F est alors strictement croissante avec F(-o )=-00 et F(oo)=® . Si 1l'on
désigne par G la fonction inverse de F, la relation F(G(x))=x, donc
Fr(G(x))G'(x) =1 , xeR

Fosons r(x) = F'(G(x))0(G(x))
I1 n'est pas difficile de vérifier que

G(v
v g dx
5 = g TOv®
de sorte que l'intégrabilité locale de 0_2 équivaut & celle de 7—2.
I1 suffit donc, d'aprds le théordme 1, de démontrer que l'équation

(2) admet pour tout x une solution faible non triviale, si et seulement
si cette propriété est vraie pour l'équation

(3) T o=y + étT(Ys)st

Or soit (Xt’Bt) une solution faible non triviale de (2) pour la valeur
initiale x 3 nous allons vérifier que (Y =F(Xt)’Bt) est une solution
faible non triviale de (3) pour Y =F(x). De méme, en sens inverse ,
si <Yt’Bt) est une solution faible de (3) pour la valeur initiale y,
(Xt=G(Yt), Bt) est une solution faible de (2) pour la valeur initiale
G(y). Le méme raisonnement permet de traiter l'unicité ( th. 2').

Pour établir cela, nous calculons la dérivée seconde de F au sens
des distributions, qui est une mesure signée

w(dy) = -2F'(y) 2R ey

Désignons par (L{, yeR,t>0 ) la famille des temps locaux de (Xt)’ choi-
sis continus & droite en y et continus en t. En utilisant la formule
d'Ito et la formule de densité des temps d'occupation ( Azéma-Yor [1])

t
Ty = FO) = FGO + /R ()@ + 3 Wuay)
' 2 J
F(X) + vevennenae = "ﬁtF (y)cg%g—Ltdy
' X
PG+ eeeeenne < [T (Xs)gg&:)rdd,bs

t
F(x) + é F'(Xs)o(Xs)st = F(x) + étT(Ys)st .

La démonstration est la méme en sens inverse, et nous n'indiquerons pas
les détails.

Si les fonctions a et ¢ satisfont 2 la condition (i), mais non &
la condition (ii), on peut encore obtenir un résultat analogue au
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théoréme 1', mais en introduisant des solutions faibles << avec explo-
sion >> . Il faut alors utiliser, au lieu du théordme 1, le théoréme
5 de [2]. Nous ne donnerons aucun détail.
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