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RECTIFICATION A

"Sur un type de convergence intermédiaire entre
la convergence en loi et la convergence en probabilité'.

J. JACOD - J. MBEMIN

Dans l'article portant le méme titre du Séminaire de Probabilités n® XV, figure
une erreur grossidre faite au cours de la dé&monstration de la proposition 2.4 ; on
procéde en effet comme si une famille filtrante convergemte &tait relativement
compacte ; cette propriété banale pour une suite convergemte, n'est pas vraie en

général pour un ensemble filtrant convergent. Cette proposition 2.4 est cependamt

vraie (du moins si la nouvelle démonstration qui suit est correcte).

. =1 /= 2 /5 = - . .
Les notations 9,3&,9,Bmc(§2),Bmc(Q),Bmc(ﬂ),umc(ﬂ"),cu(i) sont introduites dans

1l'article du séminaire XV ; redonnons seulememt 1'énoncé de la proposition :

proposition : La Zopologie de M (Q) est La moins §ine nendant continues Les appli-
cations u + u(g), g€ B:nc('ﬁ-).

Dans 1'énoncé, nous devrions pour étre précis indiquer la métrique choisie
pour % puisque B:nc(ﬁ-) et Cu(ae) en dépendent ; cependant, nous allons voir que la
métrique utilisée, notée §, est indifféremte, pourvu qu'elle définisse la bonne
topologie.

Comme B:nc(ﬁ) C Bmc(ﬁ), pour démontrer la proposition il suffit de vérifier que

pour toute famille filtramte (ua) de M(R), la condition

(1) nyle) > ule), ¥e€ B8 @
emtraine
(2) u,(g) ~ulg), ¥g€ Bmc(ﬁ)-

Etape 1 : La propriété (1) ne dépend pas de la métrique 8 choisie. En effet (1)

signifie que ua(AXf) -+ u(AxXf) pour tout f € Cu(BE), donc d'aprés un résultat bien
connmu sur la convergence faible, les mesures ua(AX') convergent faiblement vers
u(Axs+), donc ua(AXf) > u(Axf) pour tout f € C(%) donc 3-fortiori pour toute fonction
f uniformément comtinue relativement & n'importe quelle autre distance topologique-

ment équivalente. a

On peut donc choisir une distance § qui rende ¥ totalemenmt borné, et on sait

alors que Cu(x) est séparable pour la topologie uniforme. On pose
Bn?c(ﬁ) = {g€B(Q) : glw,.) €cu(3e) pour tout w € Q }.

Etape 2 : Si géBgc(ﬁ) il existe une suite {gn} C Blic(ﬁ) qui converge uniformément

vers g.
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Soit en effet {Vk} une suite dense dans Cu(3€) ; soit A, o @ et
k]

A = € - 1_.
0,k {wEQ: wgu } <kt An,q’ supxlg(u),x) Vk(x)l < n}

g (wx) = ) 1, () Vv(x)
h>1 n,k
La suite {g } vérifie les propriétés requises. -

Etape 3 : On a uu(g) > u(g), ¥g€ Bic(ﬁ)'

Soit en effet g = £, € B2 (5), et a= suplg]|.

§>1A

Pour tout €>0, il existe ny €N tel que UQ(UnYnOAn) < €. D'aprés (1) on a

Q Q . Q
u, > W dans Mm(ﬂ), donc llm(a) Hy (un>nnAn) <eet

®r )| <e.

lim sup, |u (zn>no1A o

D'aprés (1), encore, U (In< A ) (2n<n0 I f).®rmme € >0 est arbitraire, on
en déduit que g)—»u Ih

Etape 4 : On a ua(g) > ulg), ¥g € B3 Q).
Soit en effet gGB (9), et €>0. D'aprés 1'étape 2, il existe g'GB (Q) telle

que |g-g'| < €. Donc

luy(8) - 1y le)| < euy @), |ue) - uleg")] < en@)
Comme ua(g') > u(g') d'aprds 1'étape 3, et ua(ﬁ) + p(R), et comme €>0 est arbitraire,
on en dé&duit que ua(g) > u(g).

Etape 5 : Soit a €ER. On a : lim sup, ua(g_>_a) < u(g>a) si gGBmc(ﬁ)
Soit en effet g € Bmc(ﬁ) et G(a)= {g>a} . La fonction
ea(w,x) - {(S(X, G(a)w)l\ 1 si G(a)w 0

1 si G(a) =
w

est lipschitzienne en x (pour chaque w). Si {xi} est une suite dense dans 3, il est
facile de vérifier que

{Oaib} = N {(w,x): 6(x,xi)3b ou g(w,xi)ga} si b<1

1 —
(ar gl(w,.) est comtime) et {eazb} = ¢ sinon; 6, est mesurable domnc eaGBiC(Q).

Soit alors d) (t) =0 pour t_>_1;, ¢n(t) =1-m si Oit<_1;.
On a "bnoea. € B (Q) done
o (¢ o ea) +>u(9 o 6 ) a'aprés 1'éape 4. Mais {6= 0} = G(a), donc d'une

part ua(G(a)) < ua( ¢n° ea), et d'autre part ¢o Oa - 1G(a) lorsque n 4 «, d'ol
u( ¢n06 ) ¥+ u(G(a)). On déduit alors de (3) que
a

lim sup ua[Gta)] <ul G(a)].
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Enfin si €>0, on a

{g >a}CG(ae) C {g>a-cl
donc

lim sup, W (g2a) < lim sup,p [G(a~e)] < WG(a=€)l < u(g>a-e)
et comme lim €+O+u(g >a-€) = pu(g2>a), on obtient le résultat. W

Etape 6 : On a (2).

i Q it e> <ag ..< el <g<
Soit en effet g € Bmc(SZ). Soit €>0 et 8y <8 a tels que a,<gsa , que

uig = ai) = 0 pour tout i, et que a. - a. <€ pour tout i. Soit aussi

1+1 1
n
(4 g'= ] e
i=1

1
la;_;<e<a;l

Par ailleurs, 1'étape 5 appliquée a4 g et 3 -g, et le fait que ua(ﬁ) > u(Q),

entrainent
5 > a. > a.
{ 1lim sup, ua(g 2 8-1) < ulg > al)

.. ' L sa.) > sa. ).
lim inf ua(g_>_al) > 1lim inf ua(g al) > ulg al)

Comme u(gzai) = u(g>ai), on en déduit que ua(gzai) > u(ggai)

et d'aprés (4), ua(g') + u(g"). Comme |g-g'| <€ par construction,

lug(e) - (e")] < eny (@),  |ug) - ug")| < eu®)
et €>0 éant arbitraire, on en déduit que ua(g) + u(g). |

REMARQUE : L'étape 5 ci-dessus ne fait pas double emploi avec la proposition (2.11)
qui affirme que si My > W alors lim sup un(F)i u(F) pour F mesurable & coupes
fermées dans X : ce résultat reste sans doute faux pour une famille filtrante,
en général, car il y a deé ensemlles F mesurables 3 coupes fermdes qui ne sont pas

de la forme F = {g>a} pour une fonction g€ Bmc(ﬁ).



