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UNE REMARQUE SUR LES PROCESSUS GAUSSIENS

DEFINISSANT DES MESURES L2

par Dominique BAKRY

On est habitué depuis le livre de Doob (~1~, p. 77 ) à la correspon-
dance entre notions probabilistes « au sens large » et « au sens
strict », les premières dépendant uniquement de la covariance des pro-

cessus, et les deux types de notions coincidant pour les processus gaus
siens. Par exemple, la notion de martingale de carré intégrable est la
notion « stricte » associée à la notion « large » de processus à

accroissements orthogonaux.
Dans ces conditions, il est tout à fait naturel de se demander si

l’existence d’une intégrale stochastique de processus déterministes,
mesure vectorielle à valeurs dans L2, est la notion « large » corres-
pondant à la notion « stricte » de semimartingale. Autrement-dit, de

conjecturer que si l’on peut intégrer les processus déterministes par

rapport à un processus gaussien X, l’intégrale étant une mesure à va-
leurs dans L2, alors X est nécessairement une semimartingale.

Nous allons construire ici un exemple montrant que cette conjecture
est fausse, même lorsque les trajectoires de X sont continues.

NOTATIONS. Il sera commode de considérer plutôt des processus 
Nous désignerons par e l’ensemble des fonctions élément aires de - ‘

la forme

f ( t ) _ ~ i=1 
bornées par 1 en valeur absolue. Pour fe~ on pose 

,

/fdX = 03A3ni=1 03BBi(Xti+1 i+1 -Xt . ) i1=1 i 
i+1 1

On supposera que ( remarquer aussi que f(0)=0 ).
On montre dans [2] que l’application f*-> JfdX se prolonge en une

mesure vectorielle à valeurs dans L2 si et seulement si

(1) supf~~ Il fdX ~L2  +ao
( en particulier, les Xt doivent évidemment être dans L ). Introdui-
sons alors la covariance y(s,t) de X , et la fonction additive ( enCOI

notée Y ) sur l’algèbre de Boole engendrée par les rectangles de

de la forme ]s,s’]x]t,t’], telle que

y(s’,t’)-Y(s,t’)-Y(s’,t)+Y(s,t) .
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Alors la condition (1) s’écrit aussi

(2) Supf~ Il  +~

et l’on voit que cette condition est satisfaite dès que y se prolonge
en une mesure, i.e. que Y est à variation plane bornée.

Par exemple, si (Xt) est à accroissements orthogonaux, ou si (Xt)
est un processus à variation finie dont la variation totale est de carré

intégrable, y est à variation plane bornée. Soit en effet (ti) une

subdivision de ]0,1]. On a 
’

1

Dans le premier cas, cette somme vaut E[(Xt Dans

le second cas, on la majore en faisant entrer les ~ sous le signe E[],
puis en la remplaçant par 

En revanche, nous ignorons si la covariance d’une somme Xt=Yt+Zt’
où (Yt) est à accroissements orthogonaux, (Zt) à variation de carré
intégrable, est une fonction à variation plane bornée.

ETUDE D’UN EXEMPLE. Nous allons construire un processus gaussien (Xt)
à trajectoires continues, satisfaisant à (1) et (2), dont la covariance
Y n’est pas à variation plane bornée, et tel que X ne soit pas une

semimartingale dans sa filtration naturelle.
Nous considérons la suite des fonctions de Rademacher

sur 

~n(t) = 03A32n-1i=0 (-1)
iI]i2-n, (i+1)2-n](t)

et nous posons t

fn(t) = J 
de sorte que 0fn(t)2 . Considérons maintenant sur un espace probabi-
lisé une suite (Yn) de v.a. normales centrées réduites indé-

pendantes, et posons

(3) Xt = ~n 
D’après le lemme de Borel-Cantelli, on a p.s. pour n suffisam-
ment grand, donc la série (3) converge normalement sur p.s. et

(Xt) est un processus gaussien à trajectoires continues.
Soit f(t) une fonction sur Nous avons formellement

= n (jf(t)df = z 
n 

a n Y n
avec an = Comme les en forment un système orthonormal
( non total J ) dans L2(~O,1J), on a ~ Jf2(t)dt, et par consé-
quent ~ fdX ~ L2(03A9)  = 
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Il est facile de justifier rigoureusement ce calcul lorsque f est élé-

mentaire, et il en résulte que la condition (1) est remplie : (Xt) défi-
nit bien une mesure vectorielle à valeurs dans 

u 

-

Il est clair que la covariance de (Xt) est
(4) y(s,t) = En fn(s)fn(t) .
Montrons qu’elle n’est pas à variation plane finie. Pour cela, évaluons
sa variation plane sur la n-iême subdivision dyadique . Si H.. est

un carré de la subdivision produit

Hij = = 

on a La mesure plane
associée à est 

-

03A3n~k ~n(s)~n(t) = Yk(s,t)dsdt
et comme Yk(s,t) est constante sur on a

~ij = ~ij = 

~’ 
2

Mais sur l’espace de probabilité ~0,1~2 muni de sa tribu borélienne

et de la mesure de Lebesgue, la suite est formée de

v.a. indépendantes admettant des lois de Bernoulli. Donc Y.~ ( au terme

de rang 0 prés ) a la même loi que la somme des k premiers termes d’unE

partie de pile ou face, et l’espérance de sa valeur absolue tend vers
+oo .

Nous montrons ensuite que (Xt) n’est pas une semimartingale. Le prin-

cipe du raisonnement est très simple : si X était une semimartingale,
X se décomposerait ( par rapport à la filtrat ion obtenue en ren-

dant « habituelle » la f iltration naturelle de X ) en une somme d’une

martingale locale continue et d’un processus à variation finie. Or nous
allons vérifier que toutes les martingales locales continues de (Ft) sonl

constantes : X ne peut donc être une semimartingale que s’il est à va-

riation finie . Soit N la pseudo-seminorme « variation totale » sur

l’espace des fonctions continues sur [0,1] ; d’après le caractère gaus-
sien de X , et le théorème 1.3.2 de [3], p. 11, la propriété que N(X )oo

p.s. entraîne l’existence d’un e>0 tel que  oo. En par-
t iculier, la variation totale de X ne peut être p.s. finie sans être de

carré intégrable, ce qui est impossible puisque la covariance de X n’est

pas à variation plane finie. Donc X n’est pas une semimartingale.
Il reste à établir la phrase soulignée. Nous remarquons que fk(t)=t

pour et que fk(2-m)=0 si k>m, de sorte que
X2-m = 2 -m(Y~+...+Ym) .
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Donc la tribu F° contient toutes les v.a. Y0+...+Ym , m~n , c’est

à dire 
~ 

-

(5) ~2-n
Mais l’inclusion inverse est également vraie, car si t~ n, on a

Xt = Ek~ fk(t)Yk + fk(t)Yk
= + 

qui est bien mesurable par rapport à la tribu de gauche de (5). En par-

ticulier, nous déduisons de (5) que

F°-n+1 est engendrée par et Yn==~-n-~L =~-n n

Mais soit teJ2-n~2-n+1~ ~ on a
Xt = fn(t)Yn + fk(t)Yk

et comme on voit que Yn est déjà Et-mesurable, autrement dit

~2-n+1 . La filtration ne varie donc qu’aux instants de la forme

2-~ ; la même propriété s’étend alors à la filtration habituelle (Ft),
et on en déduit que toutes les martingales continues sont constantes

( et cela s’étend aussitôt aux martingales locales ).
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Note sur les épreuves. Cet article aurait dû être publié dans le volu-
me XVI, mais ne l’a pas été par suite d’une erreur de transmission .
Il garde tout son intérêt de contre-exemple, mais les travaux récents
de Stric ker et d’Emery sur les semimartingales gaussiennes permettent
de bien mieux comprendre la situation.


