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SUR LA CONTIGUITE RELATIVE

DE DEUX SUITES DE MESURES

COMPLEMENTS

J. Mémin (%)

La lecture de l'article [L4 ]de Liptser-Pukelcheim-Shiryayev, qui donne des conditions
nécessaires et suffisamtes de comiguité pour une suite (P®, QP) de couples de pro-
babilités définies sur une suite (Q7,%") d'espaces mesurables munis d'une filtration
discréte (,},'nk)kGJN’ permet de compléter les résultats donnds dans le séminaire 16 [ 1].
On en profitera égalememt pour préciser certaines démonstrations ou rectifier des

erreurs. Les notations somt celles de [1].

A) Quelques propriétés relatives au processus densité :

On considére (Q,F, (:F{:) un espace filtré, P et Q deux probabilités sur (Q,F)
- P¥Q
T2

On note Z le processus densité (de Lebesgue) de Qpar rapport & P (cf. par ex : [2]

ter"

telles que si II , (',F;) est II-compléte, X’}j’c =F et (E) est comtinue 3 droite.

p. 212-214), pour p €W, Rp est le temps d'arrét Rp = inf {t : z, < 1/p},

R = inf{t : z, = 0} et on note E = up l[O,Rp]l.

On considére la (P,E) surmartingale locale M définie par M = JZ;l d 7, ; enfin 7¥
désigne comme d'habitude le processus défini par Z: = swp . Zg.

LEMME 1 : ([L4 ]pour une filtration discréte)
Pour toutL,N appartenant a R, on a Les inéoalités :

(1) P[Zm>N]§P[Z:>N]§1

/N
(2) - Q [inf, 2 <L]<L
(3) : QlzL >N <L/N+q [z >1])
(4) : Q[SuptAMtZN2]§1/N+ Q[Z:iN]-
Démonstration :

L'inégalité (1) est &lémentaire, Z étamnt une P-sur martingale avec Ep[ ZO] < 1.

(¥) : Département de Mathématiques, Université de Rennes, 35042 RENNES cédex.
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Pour (2), soit T = inf {t : 2_ <L}

t
i = Z
Q[lnft ZtiL] . ELd}P_fL.
T._
Montrons
¥> *
Qlz,>N1=|2 dP+ Q[2Z >N, 2 =]

{z2>n}

J
J ap + Q[z = .
J

ZdP+J o &P+ q [z, =]

{z2on,2 51} ! 7N,z <)

jJ Ze dP +LP[Z°°3_N] + qlz, =]
2 QlZo 2 L1+ Ly

Pour 1'inégalité (L) on note maimtenant T le temps d'arrét
T = inf {t : AM >N}AR,pourunp€]N

{sup g AMt>N2}= tZNz}
=p

mais : {AMTzNZ} {%_—131\12} {%_>N2+1}
*

{sup, >N} C B >+ 1)

—P i"ft<R Z -

=p

x i
C{ZRPZ(N2+1) nft<R %) <R Z, > 1/yrY {1nt<Rpt</N}
C{Z; > (n% + 1)/N} U {inft<R z, < T}

P =p
clzl >+ ), YV ling, 2z, <)

On a donc obtenu :

2 ¥ : 1
Q[g {suptiRp MM, > N N <qlz,>N]+Qlinf, 2, < /y]

d'od le résultat en utilisamt (2).

On supposera a partir de mainmtenamt que Q est localement absolument continue par
rapport 3 P, c'est-d-dire que pour tout t € ]R+, la restriction de Q éFt est abso-
lument comtinue par rapport & la restriction de P & }’t 5 2 (resp : M) est alors une

P (resp : (P,E)) martingale locale.

Soit C(M) le processus croissant défini sur E par

)
(5) :+ clm), = M, M™> + 170 ] (1 - (1 + M) /2) 2,
s<t
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Cc(M) est (P,E) localement imnt#égrable, de sorte que l'on peut définir son (P,E) compen-
sateur prévisible noté '(\I'p(M) (voir [ 1] ). Soit M' défini sur E par :

2
(6) : M, = -m o+ M+ ] (.M
s<t 1+

ﬂ{s<R}) et U le P-compensateur prévi-
sible du processus u{tZR}

N=M +U est ([1], lemme 1-4) une (Q,E) martingale locale, donc une Q-martingale
locale puisque ES est Q-évanescent. Le lemme suivamt compléte le lemme 1-8 de [ 1] et

. oy
relis les processus Ig(M) et P(M')

LEMME 2 :

Le processus C(M') dégind parn :
1
C (M) = M+ Vp T (1= (14 aurs) /22
s<t
est Q-Localement intégrable et son  Q-compensateun prévisible noté %’Q(M') est tel
que L'on a L'égalité :

(7 & o= Qg v, e pes.

Démonstration :

On commence par remarquer que C (M) est Q- localement int égrable. Maintenamt soit

PENWN, t €]R , et Y un processus prévisible posptlf tel que E [Jt Y d CP(M)RP] <o,

On négligera dans les calculs la partie <M®,M®> commune & C(M) et C(M').

2 Ky [JZ Y, a B0 = 2 B [J’; Zg Yy a B0

_ t Yo, Ry _ t ‘ R
—2EP[JO A dCS(M)P] = 2EP[JO zS_ YédCS(M)P]
=E [} Yy 2z (1—(1+AM)]/2)2]+E[ZYZ T ]
PsRAt s Plig ® s R =R=0)
Rp< (car sur {s = Rp = R} P+AMS=O)
= - 12)1/2)2 tAR
EP[E:RpAt Yo 2o (12 (1w hwrs)1/2) (1 + g ) +EP[.[° pszs— dUs]

tAR
2EP[JO Pzg Y, d Ccg(m')] +E[J’MRPZs Yy d Ugl

2 E [JtARPYSdC (M')] +E[JtAR Y, 4 Ul

tAR N 2 P .
=B [Jo P Y a4 (2 ’(\18 (M') + Ug)] d'oll le résultat. (Dans la démonstration on a
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montré que JY d c(M') éait Q-intégrable dés que JY d ¢(M) 1'était, d'old 1l'existence

du processus '(\I'Q(M' )).

Le lemme suivamt fait partie de la démonstration du théoréme 2-7 de [1] ; le début
(p. 330) de cette dernidre démonstration éant insuffisamt, elle est reprise ici com-

plétement.

LEMME 3 :

Pour tout W>1 on a £'ingalite :

(8) + QlZw< M) < oo+ QIE(M) <8 log 2 W2

Démonstration :
. e 2
Soit ' aéfini par 2' = (Blg) © sur [0,R]
= 0 sur [R,
On vérifie immédiatement que sur [O,R[ on a :

_/
7' = (EM)) 2. (E(M'))v2 ; et comme [R,d est Q-évanescent, on a & la Q-indistin-
guabilité prés 7' = ' ))1/2 , c'est—-a-dire :
1
2t = exp [ V2 M - V) a1 T (1 wr )2 exp (- % ).

Un calecul élémertaire momtre que ceci peut encore s'écrire :

VA 3(1/2 N - V) od N est la Q-martingale locale M' + U et

vo= B>+ § (- (1 Ay V62 + b v,
S

Ainsi V a pour Q-compensateur prévisible A ol A = '(\fQ(M') + 1/2 U ~7/8 M° ,M>  clest-3-
dire compte-tenu du lemme 2 : A = f(\IIP(M) - 7/8 M ME>.

Soit L : 1/2 N -V +A ;alors 2' = §(L-A). On va commencer par momtrer que AA<1  Q-p.s

Soit T un temps d'arrét prévisible ; on a la succession d'égalités

-AAT 1I{T<"°]’ = EQ [_AAT E{T<w}l%—] = EQ [E{T<m} (ALT - AAT)' ?‘T-]

1
By [ Ty AR N = Vg [ B 1= BTy (1 + aM'g) 2 = 1) |0

> -1 Q. ps

Ce qui momtre que {(t,w) : AAt(w) > 1} est Q-évanescent.

On peut alors écrire ([ 3], prop II-1 ) e
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- - 9 - )
Z't = ’E(L—A)t = ‘E(L)t g(—A)t avec Lt = Jf) AR, d Lg, et %(L)est une martingale loca-

le positive donc une surmartingale positive.
S?it N>1.
Qlzy, > 1= QlED) (), > %]
< QUEBR),B-a), > U, Bl-a) > 2]
+Q [E(i)m%(—A)w > W, E(—A)wd/wz |

= QLE(-A), 2 Y2 1+ QIB(L)> 2n ).

Mais Q [E(L), > 2n ]< You Eq [%(i)ol < oy,

Donc Q [Z"mz Wl < 1/2N + Q[E(-—A)ooz 1/21\12]
< Yoy + @ [exp(-a), > Yon]
X Yoyt Q LA, < log 2]
. . v P
Ce qui donne le résultat, car 8 A > C, (M),

B) Conditions nécessaires et suffisantes de contiguité :

On considére (Q°, '}{n, une suite d'espaces filtrés, (P",Q" )ne

(3 ) er*) new N

suite de couples de probabilités sur (Qn,'Fn), (’F:) vérifiant les conditions habituelles

P

relativement d la probabilité LLB_‘L ; on suppose que QU est localememnt absolumernt

2
comtinue par rapport & PP, et on considére pour chaque n les processus Mn, Zn, C(Mn),
définis comme M, Z, C(M) de la partie A.
On dira qu'une suite (X") de variables aléatoires 3 valeurs dans R, définie sur

(Q", *®°, Q") est Q"-tendue si on a la propriété suivamte :
. . n n
lim Ktoo (1im sup Q [Ix ] >K])=o0.

~

(Q™) est comtigue & (P") si et seulemert si (ZS) est Q"-tendue (lemme 2-1 de [1])

(P™) et Q) som complétement séparables si et seulememt si on a la propriété :

pourt tait K >0, 1lim sup, Q" [Z: >K]=1 (lemme 2-2 de [ 1] ).
On déduit alors immédiatemert de la partie A les résultats suivants

LEMME 4 : ( [4], dans le cas d'une filtration discréte).

a) (Q") est contigue & (P) a4 et seulement 44 (Zf) est QP-tendue.
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b) S& lim 4, lim Sup Q" ¢ 1;“ (M) > Kl = 1 akors (P™) et (Q") sont completerent
separables.

n
) Si (QP) est contigue a (P™), (¢F (™)) et (Sup, AMT) sont QP-tendues.

g

Démonstration :

L'inégalité (3) du lemme 1 momtre que l'on a 1'équivalence :

*
(Zr;) est Q"-tendue <« (Zr; ) est Q"-tendue.

Le b) et la premidre partie du ¢) découlemt directememt du lemme 3 ; enfin la seconde

partie du ¢) découle de 1'inédgalité (4) du lemme 1.
Compte-temu du lemme 4 et du corollaire 2-8 de [ 1] on obtiemt le critére de comtiguité
suivant

THEOREME :

(Q%) est contigue & (P") si ot seuberent s Les suites : (¥E (um)) et (sup, av)

t
sont QP-tendues .
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Errata de l'article [1]:

p. 335 1.2 Q“'{F = p"
n
o]
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