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APPLICATIONS DU TEMPS LOCAL

AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

STOCHASTIQUES UNIDIMENSIONNELLES

J.F. LE GALL

[Laboratoire de Calcul des Probabilités - 4, place Jussieu - F 75230 Paris]

INTRODUCTION

L’objet de ce travail est de montrer comment on peut utiliser la notion de

temps local pour démontrer des théorèmes d’unicité trajectorielle, de comparai-
son ou encore de convergence forte pour les solutions d’équations différentiel-
les stochastiques de la forme :

(1) dXt dB t + b(Xt) dt .

Cette idée a déjà été utilisée par Perkins ([17J). Le travail de Perkins

repose sur la remarque suivante : dans les démonstrations "classiques" des
théorèmes d’unicité trajectorielle, (voir [11],[9], ou [10]) la notion de temps
local n’intervient pas directement, mais elle est sous-jacente dans la mesure
où les auteurs construisent des approximations de la fonction f(x) = par

des fonctions de classe C2. L’utilisation du temps local et de la formule d’Itô
généralisée permet de simplifier les démonstrations et parfois d’obtenir des
résultats plus précis.

Nous nous proposons, dans la partie I, de continuer le travail de Perkins

et de montrer qu’on peut, grâce au temps local, retrouver et généraliser les

principaux résultats d’unicité trajectorielle relatifs aux équations différen-
tielles stochastiques unidimensionnelles. En particulier, nous généralisons un
résultat de Nakao ([5]), qui a établi l’unicité trajectorielle des solutions de

(1) lorsque (j est à variation bornée sur les compacts et minorée par une cons-

tante strictement positive (et b borélienne bornée). Nous montrons qu’on peut,
dans le résultat de Nakao,remplacer "à variation bornée" par "à variation d’or-
dre 2 bornée". Les contre-exemples construits par Barlow (C1]) montrent que ce
résultat est, en un sens, le meilleur possible.
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Il se trouve que les méthodes utilisées sont particulièrement adaptées à
la démonstration de théorèmes limites du type de ceux qui sont établis par
Kawabata et Yamada ([3]). Nous montrons, dans la partie II, comment le temps
local permet d’obtenir des résultats plus précis que ceux de ~3].

PRELIMINAIRES

Nous utilisons la notion de temps local d’une semi-martingale continue,
telle qu’elle est présentée par Meyer ([4]). Si X est une semi-martingale conti-
nue et a E lR, le temps local de X en a est le processus croissant continu 

défini par :

Lat(x) = |Xt - a| - |Xo - a| - to sgn(Xs - a) dXs
où sgn(x) = 1 si x > 0

- 1 si x  0.

La notion de temps local permet de généraliser la formule d’Itô de la fa-

çon suivante : si f est la différence de deux fonctions convexes :

f(Xt) = f(Xo) + to f’g(Xs) dX + 

R 
f"(da) Lat(X).

De cette formule, découle la formule dite de densité de temps d’occupation :

pour g : borélienne :

t r

to g(Xs) dX>s = R g(a) Lat(X) da .

On peut montrer (voir [12J) qu’il existe une version de la famille (Lt(X))
qui est conjointement continue en t et continue à droite, limitée à gauche, en a.

1.- RESULTATS D’UNICITE TRAJECTORIELLE

Les notions d’unicité en loi et d’unicité trajectorielle pour une équation
de la forme (1) ont été introduites par Yamada et Watanabe dans leur article

fondamental ([11]), où il est montré, en toute généralité, que l’unicité tra-

jectorielle entraîne l’unicité en loi.

Commençons par expliquer comment le temps local intervient dans la démons-

tration de théorèmes d’unicité trajectorielle :

Soient X , X deux solutions de (1) avec même valeur initiale ; supposons
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que 1’on sache que :

Lt(X1 - X2) - 0 . °

La formule de Tanaka montre alors que :

X1t v X2t = X1t + (X2t - X1)+

= X1o + 
to03C3(X1s) 

dBs + 
tob(X1s)ds 

+

to (03C3(X2s) - 03C3(X1s)) 1 (X2s>X 1s) dBs + to (b(X2s) - b(X1s)) 1 (x2s>x1s) .ds

+ 
t 1 

+ 
t ~ 

ds,o J~ s s s J~ s s
0 0

donc X1 1 v X2 est encore solution de (1) avec la même valeur initiale.

Supposons de plus qu’on sache qu’il y a unicité en loi pour (1); alors
XI v X- a même loi que X1 ou X2, d’où l’on déduit :

et on a montre qu’il y a unicité trajectorielle pour (1).

Notre démarche va donc être la suivante : en premier lieu, nous démontrerons
un lemme permettant d’établir que le temps local en 0 d’une semi-martingale est

nul ; ensuite, nous appliquerons ce lemme à des semi-martingales de la forme
X1 - X2, où Xl, X2 sont des solutions de (1) ; enfin, par le raisonnement ci-

dessus, nous obtiendrons un théorème d’unicité trajectorielle.

LEMME 1.0 : Soit X une semi-martinsale continue. Supposons qu’il existe une
fonction p : [0,oo[ -~ telle que

1) f du
’’o+ j 

+ ~

t dX>

p (X ) 1 (X >0)  + ~
alors P p.s., ~ t : 0.

Démonstration : On écrit = j~ 1(X s >0) - J~  ~,

L’hypothèse 1) et la continuité à droite de a-~ en 0 entraînent alors
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que : Lt(X) - 0.

COROLLAIRE 1.1 : Supposons 6 et b boréliennes, bornées, et que, de plus, Q vérifie:

3~p : -~ croissante

(A) telle ue 
du 03C1(u) 

- + ~

~ x,y : (03C3(x) - 03C3(y))2 ~ 03C1(|x - y|) .

Alors, si X1, X2 sont deux solutions de (I) :

P p. s. , ~ t : X2) - 0 . "

Démonstration : Soit X = X2. On écrit :

t t (Q(Xs) - o 03C1(Xs) 1 (Xs>0) = o 03C1(X1s _ X2s) 1 (X1s>X2s) 
ds ~ t .

Ensuite, on applique le lemme 1.0 .

COROLLAIRE 1.2 : Supposons 03C3 et b boréliennes bornées, et que Q vérifie :

. 3 f croissante, bornée :

(B) ~ (Q(x) - Q(y) )2 ~ ~ f (x) - f (y) ~. . j E > 0 , ~ x : Q(x) >_ ~.

Alors, si X1 et X2 sont deux solutions de (1) :

P t : t X2) - 0.

Dêmonstration : On va appliquer le lemme 1.0 à X = X - X , en prenant p(x) - x.
Il suffit de montrer :

t dX>

(*) P p.s., ~ t ~ 0 : o Xs 1 (Xs >0) 
 + ~ .



19

Fixons-nous ô > 0. On a :

t dX> t ( ~(X1) - ~(X2) )2
E[ o s Xs 1(Xs>03B4)] E[ o s X1s - X2s 1 (x1s-x2s>03B4) ds]

~ E[ to f(X1s) - f(X2s) X1s - X2s 1 (X1s-X2s>03B4) ds] .

On peut choisir une suite (f ) de fonctions croissantes vérifiant les conditions

suivantes :

1) ü n, f de classe C1

2) sup ( sup )  M = sup I
n ~ N x ~ IR

3) fn(x) --; f(x) au moins dès que x est point de continuité de f.
n -)- + ce

On a alors : 
, ~ 1 ~t f (X1) - f (X2) 

E[ o s s X1s - X2s 1 (X1s-X2s>03B4)ds] = lim E[o n s n s X1s - X2s 1 (X1s-X2s>03B4)ds]

Or : 
fn ( X1s) - fn(X2s) X1- X2 = 

1o 

f’n(X2s + u(X1s - X2s)) du

s s

Posons, pour u ~ [0,1] : Zus = X2s + u(X1s - X2s). On a donc :

t f (X1) - f (X2)
E[ o 

n 

X - s ; 1 (X s 1 -X 2 s >ô) ds] 
= 

E[ o ~0 o 1 (X s 1 -X 2 s >~) 
ds]

1 t

 E[ f ’ (Z) ds ]du .
s

Remarquons que Zu peut s’écrire :

t t

Zut = Zuo + 
’’0 

03C3us(03C9) dBs + 
obus(03C9) 

ds,

où 6u et bu vérifient :

e ; K ; ~bu~ ~ K .

En particulier, il existe une constante C telle que
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~ u ~ [O,lJ: : sup E[ C.

a ~ IR

On en déduit :

E[
to 

(fn(X1s) -fn(X2s) X1s-X2s) 1 (X2s-X2s>03B4) ds] ~ 1o E[to f’n(Zus)ds]du
~ 2 o da Lt(Zu)]du

_ 22 sup 
e a,u

 2 MC
~ 

2 
’

e

On trouve donc :

E[todX>s Xs 1 (Xs >03B4)] ~ 
2MC ~2 

.

Il ne reste alors plus qu’à faire tendre à vers 0 pour trouver (*).

THEOREME 1.3 : Supposons que a et b sont boréliennes bornées et satisfont en

outre l’une des trois hypothèses suivantes :

1) a vérifie (A) et b est lipschitzienne ;

2) c~ vérifie (A) et 3 e > 0 : 

3) 0 vérifie (B).

Alors, il y a unicité trajectorielle pour (1).

Démonstration : Pour 2) et 3), on remarque que, puisque I6I >_ e, il y a unicité

en loi pour (1). Compte tenu des corollaires 1.1 et 1.2, le raisonnement es-

quissé au début de cette partie montre qu’il y a unicité trajectorielle.

Pour 1), le raisonnement est un peu différent : on se donne deux solutions

Xl, X2 de (1) avec la même valeur initiale. Le corollaire 1.1 entraîne alors :

|X1t - X2t| = sgn (X1s - X2s)(03C3(X1s) - 03C3(X2s))dBs + to sgn(X1s - X2s)(b(X1s) - b(X2s))ds

E[|X1t - X2 t|] ~ E[ to |b(x1 s) - b(X2 s)|ds]

~ K to E[|X1s - X2s |]ds .
0
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si K est un rapport de Lipschitz pour b. On en déduit : ~ t ? 0, 0,

et donc X1 - X2. 

Remarques : a) La partie 1) du théorème 1.3 a été démontrée par Yamada et

Watanabe ([11]).

La partie 2) figure dans un article de Okabe-Shimizu ([6J).

Enfin, la partie 3) est la généralisation, annoncée dans l’intro-

duction, du résultat de Nakao ([5]). En effet, l’hypothèse (B) signifie, outre

que a est minorée par une constante strictement positive, que ? est à variation

d’ordre 2 bornée (pour l’instant sur lR, mais on verra plus loin qu’on peut
"localiser" cette hypothèse et la remplacer par : 0 à variation d’ordre 2 bor-

née sur les compacts). Ce résultat est en un sens le meilleur possible. Barlow

a construit dans [1], pour tout a > 2, des exemples de fonctions a à variation

d’ordre a bornée, minorées par une constante strictement positive, et telles

qu’il n’y ait pas unicité trajectorielle pour : dX = j(X ) dBt.
Il est important de noter qu’on ne peut remplacer dans l’hypothèse (B)

"~ ~ > 0 : ~ >_ e" par "3 e > e". En effet, il suffit de prendre

o(x) = sgn(x). Il est bien connu qu’il n’y a pas unicité trajectorielle pour

dXt = sgn(Xt) dBt.

b) On peut généraliser les résultats du théorème 1.3 dans deux di-

rections possibles. En premier lieu, on peut "localiser" les hypothèses de régu-
larité sur les coefficients 0 et b. Par exemple, dans l’hypothèse (B), on peut

remplacer "f croissante bornée" par "f croissante" et "-] E > 0 : Q >_ E" par
"V r > 0 : 3 ~r >0, V x E t:-r;r] : a(x) ~ ~r".

D’autre part, le théorème 1.3 s’étend sans difficulté au cas non homogène,
c’est-à-dire aux équations différentielles stochastiques de la forme :

(2) dXt = a(t,Xt) dBt + b(t,Xt) dt.

Le théorème 1.3 reste vrai mot pour mot pour une équation de ce type, à

condition de remplacer par exemple l’hypothèse (A) par :

/ ~ p : [

(A’) telle que Î o+ 
du 03C1(u) 

= + ~

~ t,x,y : t (03C3(t,x) - 03C3(t,y))2 ~ 03C1(|x - y|).
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c) On peut légèrement généraliser la condition (A) (voir Perkins [7J)
en la remplaçant par :

] p : . [0;~ [ ~ [0;~[ tel que 
r 

du 03C1(u) = + ~

~ a : lR intégrable sur les compacts

(c) 3 6 > o

V x, V y E Cx-s ; ; x+ô]

~ _ {1 +a(x) Q2(x)) 

(dans le cas non homogène

(Q(t,x) -U(t~Y))2 ~ (c(t) +a(x) 

où c est intégrable sur les compacts).

La démonstration du corollaire 1.1 ne présente pas plus de difficultés sous

l’hypothèse(C) que sous l’hypothèse (A). ’

Les techniques utilisées pour obtenir des théorèmes d’unicité trajecto-
rielle permettent également de démontrer des théorèmes de comparaison des solu-

tions. Le théorème suivant, dont la démonstration est particulièrement simple
à partir des corollaires 1.1 et 1.2, est à rapprocher d’un résultat de Ikeda

et Watanabe ([2], p. 352).

THEOREME 1.4 : Soient Q, bl’ b2 boréliennes bornées. Supposons que j satisfait

l’une des deux hypothèses (A) et (B), et que l’une des deux fonctions bl’ b2
est (localement) lipschitzienne.

Supposons que, pour i = 1,2, X1 vérifie : :

dXit = 03C3(Xit) dBt + bi(Xit) dt.

Alors, les conditions b2 et Xô >_ Xô entraînent :
~ t ~ 0, X1t ~ X2t P p.s.

Démonstration : Le même raisonnement que dans la démonstration du corollaire 1.1

ou du corollaire 1.2 (selon que ? vérifie (A) ou (B)) permet de montrer que :
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V t ~ 0, X2) - 0 .

Si, par exemple, bl est lipschitzienne, de rapport K,on a :

1 2 1 bl ’ ~ Jo (X>X’) " ~ ’ ~

s s

1 2 I o (Xs>X1s)

~ K toE[(X2
s - X1 s)+]ds

d’où : ~ t ~ 0, E[ (Xt -Xt)+] = 0 . 
Remarques : a) Si on fait l’hypothèse que bl et b2 sont cDntinues et si on sup-
pose bl > b~, le résultat est encore vrai ; en effet, on peut intercaler entre

bl et b2 une fonction (localement) lipschitzienne c et appliquer le théorème 1.4,
d’abord à bl et c, puis à c et b2.

b) Nous verrons dans la partie 2 que, lorsque e > 0 (ce qui
est réalisé quand a vérifie (B)), on peut supprimer l’hypothèse bl l ou b2 lip-
schitzienne. On peut remarquer que, si on choisit a = 0, a vérifie l’hypothèse
(A), mais la condition bl ou b2 lipschitzienne est indispensable pour conclure.

c) Comme le théorème 1.3, le théorème 1.4 s’étend sans difficulté

au cas non homogène.

2.- THEOREMES LIMITES.

Donnons-nous une suite (Xn) de processus vérifiant pour chaque n :

(l.n) dXnt = dBt + bn(Xt) dt

Soit également X solution de :

(1) dXt = a(Xt) dBt + b(Xt) dt .

On supposera : -X en un sens à préciser.~ °

De nombreux auteurs (voir enparticulier Stroock -Varadhan f 8]) ont cherché
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quelles conditions de convergence de la suite (j ,b ) vers (Q,b) entraînent

la convergence en loi de la suite (Xn) vers X. Cela revient à étudier la sta-

bilité en loi de la solution de (1). Pour que le problème ait un sens, il est

nécessaire qu’il y ait unicité en loi pour (1).

Il est aussi naturel, et c’est le problème qui va nous intéresser, d’étu-

dier la stabilité "trajectorielle" de la solution de (1 ) : sous quelles condi-

tions,a-t-on convergence "forte" de la suite vers X, c’est-à-dire au moins :

P

~ t >_ 0, Xt

A nouveau, pour que ce problème ait un sens, il est nécessaire qu’il y
ait unicité trajectorielle pour l’équation (1).

Dans [3], Kawabata et Yamada ont développé une méthode générale permettant

de traiter ce type de problèmes. Notre but va être ici d’utiliser le temps

local pour retrouver et améliorer sensiblement certains résultats de Kawabata

et Yamada.

LEMME 2.0 : Soit une suite de martingales continues, appartenant à H1 .

Soit 03C1 : [0,ce[ + croissante telle que l 0+ du = + ~.

Supposons :

(*) sup ( lim E[ to dYn>s 03C1(Yns) 1 (Yns>~)  + ~

Alors : : E ] 0 .

n 

~ ~ 

t r+oo

Démonstration : On a : 03C1(Yns) 1(Yns>~) = ~ da 03C1(a)Lat(Yn)

E[to dYn>s 03C1(Yns) 1(Yns>~)] = +~~ da 03C1(a) 
E[ Lat(Yn)] .

Supposons : lim E[ a > 0. On sait que : 
n.~ + ~

__ 

t 
__ 

r+~

D’où : lim EH 1 ] = lim da 

Jo 
~+~~ da 03C1(a)(03B1- 2a)+
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sup E[ 1 n ]) >_ ~o (a - 2a) - + ~,~>o n-~+~ o p(Y ) (Y >£) o p(a)
ce qui contredit (*).

Revenons à notre problème de départ ; pour commencer, nous prendrons

bn = b = 0. On se donne Qn, Q : R-~ R et des martingales continues Xn, X
vérifiant :

= 

dBt

dXt = Q(Xt) dBt .

On veut montrer que, sous des conditions suffisantes de convergence de Q
n

vers Q , on a :

~t>_0, 
n 

Or : E[IXn - X I] = E[IXn - X I] + E [L°(Xn - X)] .

On va donc essayer d’appliquer le lemme 2.0 à la suite de martingales
X. On voudra faire en sorte que la suite vérifie (*), pour une

fonction p satisf aisant l’hypothèse du lemme 2.0. Quitte à remplacer p par la
fonction u -~ p(u) ~ u, nous pouvons supposer p strictement croissante.

On a alors :

to dYn>
s 03C1(Yns) 

1 (Yns>~) = 

to (03C3n(Xns) - 03C3(X s))2 03C1(Xns - Xs) 
ds 1 (Xns-Xs>~)

~ 2 to (03C3n(Xns) - 03C3(Xns))2 03C1(Xns - Xs) ds 1 (X
ns-Xs>~) 

+ 2 

to (03C3(Xns - 03C3(Xs))2 03C1(Xns - Xs) ds 1 
(Xns - Xs>~)

2 
t 

n n 2 
t (~(Xs) ~(Xs))2~ 

2 03C1(~) to (03C3n(Xns) - 03C3(Xns))2 ds + 2 to (03C3(Xs) - 03C3(Xs)) 03C1(Xns - Xs ) ds 1 

(Xns-Xs >0)

~ 2 03C1(~) A (n) + B (n)

en posant : A(n) - (6n(XS) + Q(X1’))2 ds0 n s s

B (n) - 2 

t 

ds 1B(n) = 2 to (03C3(Xns) - 03C3(Xs))2 03C1(Xns - Xs) 
ds 1 

(Xns - Xs >0) 
;
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pour que (*) soit vérifiée, il suffit donc que :

lim E[A(n)] = 0
n

lim E[B(n)]  + ce .

n

COROLLAIRE 2.1 : Soient Qn, U 1R. Supposons que X (ne X sont des pro-

cessus vérifiant :

dXt = dB~

Supposons : 3 s, K > 0 : ~ n, ô _ Un _ K

ô  a  K

Supposons enfin : Qn ~ 03C3 dans L1

Q vérifie (A) ou (B),

alors : : X)] ---i 0
~ ~ 

Démonstration : Avec les notations ci-dessus, on a :

A(n) = - ’o f ds

~ 1 03B42 IR (03C3n(a) - 03C3(a))2 Lat(Xn) da .

En utilisant le fait que Un et 03C3 sont uniformément bornées, on voit qu’il existe

une constante M telle que :

E[A(n)] ~1 03B42 IR (03C3n (a) - 03C3(a))2 E[Lat(Xn)] da

~ M 03B42 R (03B4n(a) - 03C3(a))2 da

d’où : E[A(n)] --i 0 .

II reste à voir que, pour un choix convenable de la fonction p,on a :

lim E[B(n)]  + ce .
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Dans le cas où a vérifie l’hypothèse (A), on prend pour p la fonction qui
intervient dans cette hypothèse, et on trouve :

Vn, B(n)~2t . .

Dans le cas où a vérifie l’hypothèse (B), on prend p(x) = x ; on a :

B(n) = 2 to (03C3(Xns) - 03C3(Xs))2 Xns - Xs ds 1 

(Xns- Xs >0) 
.

Le même raisonnement que dans la démonstration du corollaire 2.1 1 permet

de montrer qu’il existe une constante C, ne dépendant que de a, à et K, et

telle que :

V n, E[B(n)] _ C.

Dans les deux cas, on peut donc appliquer le lemme 2.0.

THEOREME 2.2 : Soient Qn, , a, b , b : IR boréliennes,et Xn, X des semi-
martingales vérifiant :

dXt = dBt + dt

dXt = dBt + b (Xt) dt

Supposons : 3 8, K > 0 :

V n, S _ 1  K ; S 5 K ;

IR|bn(u)| du ~ K ; IR |b(u) du| ~ K.

Supposons de plus :

1) a vérifie (A) ou (B)

2) an ~ a dans L2 ( IR)
n 

dans L 1 ( R)

3) E[|Xno - xo|]  o.

Alors : ~ t ~ 0, E[|Xnt - Xt |]  0
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Démonstration : 
’

lère étape : cas b = b = 0 . On écrit:

Xtl ] = Xol ] + ... X)] .

Le théorème découle du corollaire 2.1.

cas général. On pose : .

Fn(x) = exp(-2 y bn(u)  

du) dy
" o (u)

n

F(u) = exp(-2 du) dy

Znt = Fn(Xnt)

Zt = F(Xt) .

On a : dZt = dBt

dZt = U (Zt) ,

en posant : Q - 
= (o n F’n) o 

03C3 = (03C3 F’) o F-1 . 

On vérifie que 03C3n et 03C3 possèdent les même propriétés que Qn et a . De la

première étape, on déduit :

On en déduit sans difficulté :

V t > 0, 0 .

Remarques : a) Par rapport aux résultats de Kawabata et Yamada ([3], p.431), il

est intéressant de noter qu’il n’est pas nécessaire que les an vérifient les

mêmes hypothèses de régularité que J. Comme nous l’avions déjà noté, il est in-

dispensable que (Q,b) satisfasse des propriétés qui garantissent l’unicité tra-

jectorielle pour (1) (hypothèse (A) ou (B) sur mais il n’en va pas de même

pour (Qn,bn).
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b) Il est encore possible de donner une version "localisée" du théorème

2.2; on remplace par exemple l’hypothèse 2) par :

-)- U dans L 
1 

1 
sur tout compact

bn -~ b dans L sur tout compact. ’

On modifie de même les autres hypothèses; la condition devient :

V r > 0, V t > 0, n- X nl] ---’~0 ,
, tAT tAT 

r 

où : Tr = inf {s|sup(|Xns|,|Xs|) > r} .

c) Les hypothèses du théorème 2.2 entraînent le résultat plus fort :

E[ sup Xl] ---f 0.
o_st 

s s 
n + + ce

Le passage de la conclusion du théorème à ce résultat se fait en utilisant

des techniques classiques de majoration d’intégrales stochastiques (on traite
d’abord le cas b = b = 0).

COROLLAIRE 2.3 : : Soient U, bl, b2 boréliennes, bornées. Supposons > 0

et a vérifie l’une des deux hypothèses (A) ou (B).

Pour i = 1,2, soit Xl solution de l’équation différentielle stochastique :

dXt = a(Xt) dBt + bi(Xt) dt

Alors, les conditions b2 et X2 entraînent : :‘

V t > 0, p. s.

Démonstration : On utilise le théorème 2.2 pour déduire,du théorème 1.4, le ré-

sultat du corollaire. Précisément, on choisit une fonction Ç de classe COO à sup-
port compact, et telle que : .

f ~(x) dx = 1.

lR

On pose : V n ~ 1, ~n (x) - n ~ (n x)
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puis : b~ =~*b~ 1
~’=~~2 - ’

Soient Yn, Zn définies par :

Ynt = X1o + to 03C3(Yns) dBs + tob(n)1(Ys) ds

X2 + to03C3(Zns) dBs + to b(n)2 (Zns) ds

Pour chaque n, on peut appliquer à (Yn,Zn) le théorème 1.4 : P p.s.,

~i t >_ 0, 

Le théorème 2.2. entraîne

~ t ~ 0, Ynt  X1t

Znt ~ X2t
On en déduit : P p.s. ~ t ~ 0,

Pour finir, nous allons donner sans démonstration le résultat correspondant

au cas où b est lipschitzienne et 0 vérifie (A) (voir [3], p. 426). La démonstra-

tion de ce dernier résultat utilise les mêmes techniques que celle du théo-

rème 2.2.

THEOREME 2.4 : : Soient 0 , Q, b , b : R ~ IR bornées, boréliennes. On se

donne Xn, X vérifiant :

dXnt = 03C3n(t,Xnt) dBt + bn(t,Xnt) dt

dXt = 03C3 (t,Xt) dBt + b (t,Xt) dt .

Supposons de plus : : 1) a vérifie (A) et b lipschitzienne en la variable x.

03C3n ~ (7 uniformément,

2) 
b ~ b uniformément.

3) E[|Xn - X|]~0.0 ° 

Alors : : V t > 0, E[lxn - Xt|] ----. 0.
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