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CALCUL DE MALLIAVIN POUR LES DIFFUSIONS AVEC SAUTS :

EXISTENCE D'UNE DENSITE DANS LE CAS UNIDIMENSIONNEL

Klaus BICHTELER et Jean JACOD

1 - INTRODUCTION.

L'un des objectifs du "calcul de Malliavin" est de redémomtrer par des techniques
probabilistes le théoréme d'hyppoellipticité d'HSrmander. Plus précisémemnt on consi-

dére un opérateur de diffusion sur re

2
9x.9X.
19

R T =) S gt Ly B000

et on s'imtéresse au probléme suivant

Probléme (1) : A quelles conditions sur (a,B) le semi-groupe engendré par o admet-il

des densités, éventuellememnt ¢ 2

Les idées de Malliavin ([6],[7] ) ont & & développées par Stroock ([11],[12] ) et
reposert sur une éude délicate du processus d'Ornstein-Uhlenbeck infini-dimensionnel
(voir aussi Meyer [9] ). Bismut a proposé dans [ 3] une autre méthode, basée sur le
calcul des variations et la transformations de Girsanov. Cette méthode ne permet
peut-8tre pas d'aborder des problémes aussi généraux que ceux (dépassant largement le
cadre du théordme d'HSrmander) éudiés par Stroock, mais pour 1'étude du probléme (1)

elle semble plus simple.

Surtout, elle s'étend au cas des générateurs des "diffusions avec sauts" (au sens

de Stroock [10] ) :

(1.2) &= ek, K60 = [KGnar) DeGey) - G L g
; <

- s s . . 2
ol K est un noyau positif sur ]Rd int égramt la ronction Iyl A 1 et ne chargeant pas

{0}. Bismut a partiellement résolu dans [L4] 1le :

Probldéme (1') : A quelles conditions sur (a,B,K) le semi-groupe engendré par X'

admet-il des dersités, évertuellement C . 2

Les résultats de Bismut sont dans un sens trés fins mais ils sont aussi trés restrictifs:
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dans le cas od ' =X (L= 0) et si (Q,(}(Jc ),PX) est un processus de Markov de géné-
rateur X', ses conditions impliquemnt que la loi du processus X sous Px est, pour
chaque x, absolument comtinue par rapport & la loi d'un processus 4 accroissements
indépendamts fixe, domt on sait que le semi-groupe admet des densités : ainsi, la

partie du probléme (1') concernamt l'existence de densités est-elle triviale.

Or, il y a une autre manidre de poser le probldme. Soit W = (W' )i<d un brownien
d-dimensionnel, et U une mesure de Poisson sur ]R+ x E, ou (E,E_) est un espace auxi-
liaire ; on suppose que la mesure imtensité (ou compensateur) de u est v(dtxdz) =
dt>G(dz ), ol G est une mesure positive infinie, o-finie, sans atome, sur (E,E). On
peut alors trouver

. .. ij d t
- une fonction matricielle b = (bY) sur R avec $= b b
. d
(1.3) - une fonction c : ]Rd><E -+ R, avec

Kf(x) = JE G(dz) foclx,z) 1 {c(x,2 )}#0}.

Dans ce cas, on sait (voir par exemple [5] ) que si 1'équation différentielle stochas-—

tique

KO =X
(1.4) {dX = alX,)at + b(x, )aw, + c(z,It_) (au - av)

t
. s ey . da . P
admet une solution et une seule pour chaque valeur initiale x € R, et si Px désigne
. . d
la loi de la solution X lorsque XO = x sur l'espace de Skorokhod D = ]D(]R+,]R ), alors
le processus canonique de D et la famille des lois (P*) constituent un processus de

Markov de générateur J'. Ainsi on peut poser le probléme suivant

Probléme (2) : A quelles conditions sur {a,b,c) la loi de Xy ol X est la solution de

i s 2 d
(1.4), admet-elle une densité, évemtuellement Cm, pour tout t>0 et tout xeR ¢

Nous nous proposons de momtrer qu'on peut résoudre le probléme sous des conditions
relativement simples sur (a,b,c). Bien emtendu, seul le cas multi-dimensionnel, et &
moindre degré le caractére CW, sort réellement imtéressamts, mais ils conduisemt &
des calculs fort longs et fastidieux, sinon difficiles. Il nous a donc semblé utile
de traiter & part le probléme de 1'existence d'une densité dans le cas unidimension—
nel, ce qui limite grandement les calculs (le cas général sera traité dans un article
ult érieur : voir les commentaires & la fin).

Cela nous permettra de dégager les principes, trés simples, de la méthode de Bismut
(en particulier, on n'utilise pas les "flots d'équations différentielles stochasti-
ques", qui jouent un grand rdle apparemt dans [ 3] ). Cela nous permettra aussi de
dégager quelques unes des limitations imtrinsdques, malheureusemernt considérables,
de cette méthode, notamment lorsqu'on veut résoudre le probldme (1') en passant par
1l'intermédiaire du probléme (2) : voir les exemples & la fin du § 2.

L'un des outils, constamment utilisé, est la différenciation des solutions d'équations
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du type (1.4) lorsque les coefficiemts dépendent d'un paramétre : nous avons as-

semblé en annexe les résultats nécessaires.

2 - ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL.

Pour simplifier on suppose 1'imtervalle des temps fini, soit [0,T] . Pour per-
mettre une &ude plus facile des rapports emtre les problémes (1') et (2) de 1'in-
troduction, on imtroduit une &quation (apparemment) plus compliquée que (1.l), avec

deux mesures de Poisson. A cet effet, on se donne :

- un espace mesurable (E,E) avec une mesure positive o-finie G

- un ouvert U de R, sur lequel la mesure de Lebesgue est not ée G.

Soit (R, F, (F )

b < ,P) une base stochastique, munie de

W, un mouvement brownien ;

(2.1) { Y, une mesure de Poisson sur Qx[0,T] XU, de compensateur v(atxdz ) = dt>G(dz);

at>G (az ).

W, une mesure de Poisson sur Qx[0,T] XE, de compensateur v(atxdz )

On utilise les notations usuelles : cf.[8], ou [5] pour les mesures aléatoires.
Rappelons que 1'imtégrale stochastique d'un processus prévisible H par rapport aw

est motée HeW. Si V est une fonction sur 94 0,T] XU, on pose
t

o lu pwsidsxdz ) V(w,s,z)

v X ut(w)

si cette imdégrale existe, et de méme pour V ¥ v, etc... L'int égrale stochastique
de V par rapport & M-V est notée V ¥ (u-v) ; pour qu'elle existe il suffit que
V soit prévisible et que V2 ¥ V<@ p.s. Enfin si E est un processus intégrable,
on note Het le processus .

(2.2) Het (w) = Jo Hs(w) ds.

On considére 1'équation suivante :

(2.3) X = x +al_)et + DX _)eW + cX_) ¥ (u-v) + cx_ ) * (p-v)s

ol X E]Rd est donné, et ol on fait les hypothéses suivantes sur les coefficients
(2.4) Hypoth&ses : a) a et b sort des fonctions réelles deux fois dérivables sur
R, 3 dérivées bornées.

b) ¢ est une fonction deux fois dérivable sur UXR; les dérivées
partielles c' , c",2, c"Zx somt bornées ; il existe une fonction p€ L2(U,C:)0Lh(U,G)
telle que |c(z,0)|<p(z), |e (z,x)]|<p(z) et |c"2(z,x)|§p(z).

¢) ¢ est une fonction EBR- mesurable sur EX]R ; ¢(z,.) est

deux fois dérivable sur R ; il existe une fonction p€L (E, G)ﬁL (E,G) telle que
|c(z,0)]|< p(z), | x(z,x |<p(z) et |c"2(z,x)|§p z). B
x
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(2.5) THEOREME : On suppose (2.4). L'équation (2.3) admet une solution et une seule,

et s4 on suppose
condition (KE) : pour tout x€R on a b(x)#0 ou G({z : c;(z,x)'r‘o}) =

alorns pour tout X, €ER, Lo Loi de Xn admet une densité surTR.

Avant de démontrer ce théoréme on va donner quelques exemples d'application au
probléme (1') de 1l'imtroduction, ce qui en monmtrera les limitations. D'abord,

1'opérateur infinitésimal associé & 1'équation (2.3) est

V= X+ K+ %, avee £(x) = alx)f'(x) +1Eb2(x)f" (x)
(2.6)] Ke(x) = [

Ke(x)

U

dz [ f(x+c(z,x)) - f(x) - £'(x)c(z,x) 1{|C(Zax)lﬂ} 1
JEG(dz) [ fx+c(z,x)) - f(x) - £'(x)c(z,x) I{IE(z,x)lﬁ }]

On considére mainmtenant le probléme inverse : on se donne ', et on veut re-—
trouver 1'équation correspondamte (noter qu'il y a évidemment une infinité de choix

possibles pour c et ‘¢, permettarmt de retrouver X + ).
Exemple 1. Soit 11 donné par

(2.7) X £(x) = a(x)f (x)Hp2(x)e" (x) + JG(x,y) dy [fx+y) - £(x) - £'(x)y! 1,
k 2 {|y]<}

ol g est une fonction sur R, positive, telle que :

g, y) Y N1 ay <o .

On va écrire 11 sous la forme (2.6), avec ¢ = O. Parmi les multiples manidres de
construire ¢, nous n'en voyons qu'une, essentiellement, qui permette de transporter

la régularité éventuelle de g sur c, et qui est la suivante : on pose
00

si y>0, h (x,y)= I glx,u) du
y
. Y
si y<0, h_(x,y)= - glx,u) du ;
-—00

on prend U = ]-,0l UJO, [ ; sur ]0,, c(.,x) est 1l'inverse conmtinu 3 droite de
h+(x,.) ; sur ] =»,0[ , c(.x) est 1'inverse contim & gauche de h_(x,.).

A condition que les dérivées requises existemt, on calcule facilememt que si

z>0, on a :

o' (z,x) = - glx,elz,x)”

o' (z,x) = b (x,c(z,x)) alx,e(zx))

C'Z'2 (z,x) = -g! (x,e(z,x)) glx,c(z,x))”>

ey (2x) = lelx,c(z,x)) g (x,c(z,x)) - hy (x,c(z,x)) g'y (x,0(z,x Mebkiel,x)]
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c"x2(z’x) = [2 g(x,c(z,x)) g}'{(x,c(z,x)) h;x(x,c(z,x))

- glx,clz,x))? h\{'xg(x,r:(z,X)) - h‘{x(x,C(z,X))2 g'y(x,c(z,x))]g(x,c(z,x))_3

et des formules analogues si z<0 , avec h_.

Il reste alors 3 exprimer qu'on a (2.4) (avec c=0), ce qui n'est pas simple !
remarquons toutefois que (2.4) se traduit par une série de conditions relativement
anodines sur g, plus une condition extrémement restrictive, due & ce que c'Z doive
&tre bornée, et qui s'éerit
(2.8) { il existe des fonctions o et £ sur R avec a<B et une constante y>0, telles

que g(x,y) >y si a(x)<y<p(x) et g(x,y) = O sinon.

Par contre, la condition (K) est extrémement simple 3 exprimer :
Lee]

(2.9) pour tout x €R, ona b(x)# 0 ou j g(x,y) dy = .

—o
Exemple 2. Soit toujours &’1 donné par (2.7), mais on suppose cette fois—ci que la
condition (2.8) n'est pas satisfaite. Tirant partie de ce quedans @.4) il n'y a pas
de régularité requise "en z" sur ¢, on peut décomposer g en g = g *+ 8 ol g
vérifie (2.8). On construit ey correspondant & g; comme dans 1'exemple précédent,
et on considére 1'équation (2.3) avec ¢ = ¢, et c = c,. Il faut bien-slir que la

1 2
condition (2.9) soit satisfaite par &> et pas seulement par g.

Exemple 3. Soit 12 donné par

(2.10)  , £lx) = ) a (xR (x)) = £(x) - £'(x)B (x) 1{|B (x)!q}]
MENA

n>0

ol les o sont positives, et ZOLn(x) (Bi(x)ﬁ1 )<, Le noyau K correspondant & cet

opérateur est

(2.11) K(x,dy) = nZO an(x) esn(x)(dy)

et si on le met sous la forme (1.3) il est clair que la fonction c(.,x) ne prend que
les valeurs Bn(x). Elle ne peut donc pas étre comtimue, sauf si elle est constamnte
sur chaque composante connexe de U ; mais alors c’z(. ,x) = 0 sur chacune de ces
composamtes connexes, et on ne saurait avoir la condition (H).

Par conséquert, dans ce cas il n'est pas question d'appliquer le théoréme (2.5),

alors que le semi-groupe engendré par 12 peut fort bien admettre des densités.

Exemple 4. Soit 13 de la forme 13 = 11 + 12, somme de (2.7) et (2.10). Dans ce
cas, il est naturel de définir (au moins si on a (2.8)) Uet c comme dans 1'exemple
1, et de mettre le noyau K donné par (2.11) sous la forme (1.3), avec la fonction

C. Comme ci-dessus, c(.,x) ne prend que les valeurs Bn(x) ; comme la mesure G est
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fixe et qu'on doit avoir (1.3) pour tout x, il est facile de voir que c(z,x) ne

peut &tre comtinue en x que sous l'hypothése suivante :

(2.12) chaque fonction o est constamte.

Dans ce cas, on peut prendre E =N, G(dz) = ZOLn En(dz) et c(n,x) = Bn(x).

La conclusion qu'on peut tirer de ces exemples est donc que le théoréme (2.5) est

plutdt inadapté 3 1'étude du probléme (1'), d&s que le moyau K a des atomes.

3 - PERTURBATION DE L'EQUATION.

§ 3-a. Pour obtenir le théoréme (2.5), on s'appuie sur la propriété bien connue
suivante : supposons qu'il existe une variable aléatoire intégrable § et une

constante C telles que

(3.1)  ¥f, ¢ & support compact, |E[£'(X )8]| <c ||£]|. 3
T )

si alors &#0 p.s., la loi de X,, admet une densité (en fait, le résultat est classi-

T

que si 6=1 ; simon, (3.1) implique que la loi de X,, sous la mesure Q(dw) = P(dw)&(w)

admet une densité ; mais si &0 p.s., on a QWP, dolflc XT admet aussi une densité
sous P).

Raisonnons alors de maniére heuristique. Pour chaque A appartenamt & un voisinage
de O, on va faire une perturbation sur les termes directeurs W,u,u  de 1'équation
(2.4), en les remplacant par WX, par u>‘ et par ﬁx = U, cette perturbation étant
mlle pour A= 0. La solution de (2.3) deviert alors X)‘. Cette perturbation est
telles que la loi de (WA, ux, 1) soit équivalemte & celle de (W,H,H),avec une

densit é G;'\I‘ qu'on peut calculer ; de cette maniére on a
Ay A
(3.2) E[f(XT)GT] = F[f(XT)]
pour toute fonction bornée f. Cette perturbation est aussi telle que G)\ et X)‘ soient

T T

dérivables en A pour A=0, dans L2 pour X" et dans tous les LP pour G, ; on peut alors

T T
dériver (3.2) sous le signe espérance, ce qui donne en notant X, et H}T les
dérivées de Xk t G)\ :
p et G :

B[ = -
(3.2) E[f (xT) DXl E[f(XT) Gl .

On a donc (3.1) avec C = E(lIX}TI) et §= X, et il reste 4 montrer que IX,, est p.s.

T
non nul.

Tout ceci va &tre explicité et rendu rigoureux dans ce qui suit.

§3b. Le changement de probabilité. Il est facile de construire une fonction a :

. 0o . e 3 . . 3 .
R —*]R+ qui est C , qui vérifie {a>0} = U, qui est bornée ainsi que toutes ses
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dérivées, qui est imtégrable (donc toutes ses puissances sont aussi imtégrables)
par rapport & la mesure de Lebesgue et telle que afz) soit majorée par la distance

de z au complémentaire de U. On considére cette fonction fixée une fois pour toutes.

On fixe ensuite un processus u et une fonction v sur X [0,T] X U jouissamt des

propriétés suivantes

(3.4) (a) u est prévisible borné
(b) v est prévisible, v(w,t,.) est cominiment dérivable, et
[v(w,t,z)| <alz), |v'(wt,z)] 512-1\ a(z).m

Ces termes seromt choisis judicieusement dans le § L.

Pour chaque fonction prévisible h : Q@ x [0,T] X U— U, on note h(p) la mesure

aléatoire
h(n)(wsA) = Ju(w;thdZ) 1A(t,h(w,t,Z)), AC[0,T] x U,

et de méme pour h(v), etc... Soit A = [-1,1]. Si X €A on pose
A
Y (L‘J,t,Z) = z + V(l.'.),t 52 ))\.
D'aprés (2.4), la fonction Y)‘(w,t,.) est une bijection de U sur lui-méme. On pose

A t
W, =W + AJ u_ ds
t s

t
(25) °
W =y
(3.6) Mw,t,2) =1 + v' (Wt z .

D'aprés (3.4) on a |Y>\ - 1| <o, et o€ Le(’}), donc on peut définir la martinga-—
le locale

A

M = -dueW + (Yx

=1) % (u-v)
et son exponemtielle de Doléans-Dade GA = E(M)‘). Le lemme suivant momtre en particu-
lier que GA est une rartingale. Rappelons que pour tout processus H, on note

B (w) = sup(gy lH (w)].

(3.7) LRMME : Pour tout pE[1,»[, on ¢ |G)“* € LP(P), et La rm/vténgwﬂe
DG = — ueW + v' * (u—\)))\
est La dérdivie de (G)‘)>‘GA en 0, au sens of [E_;_'_ _

> c|® » 0 dens 1P(P)
Lorsque X -+ O.
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Démonstration. GA est la solution de 1'équation linéaire

¢h=1 - (G_}f u A)eW + Gi(Y)\ - 1) % (u-v).

On applique alors le théoréme (A.12) de l'annexe, avec A)‘ =0, E'A = 0,

B")‘= - uA, C')\ =0 e C" A s Y)‘ -1 : avec les notations de ce théoréme, et
pour p = 2% avec q quelcongue dans I\I*, on a évidemment (i), et (ii) avec p = a;

on a (iii) pour B" A avec DG" = -u (trivial), et pour C")‘ avec P = 0 et DC" = v'
(égalerment trivial). On en d&duit que |G)‘|¥ € 1P(P) et que (GA ) est dérivable dans
IP(P) avec la dérivée IG = -ueW +v' % (p-v), pour tout p = 2% (g en* ), donc aussi
pour tout p € [1, . |

On a en particulier E(G;) =1, et corme M}‘ > -1/2 par construction, on a

GA > 0 p.s. Donc P =

T «P est une probabilité équivalente & P.

Gp

A

(3.8) LBME : La Lo de (W',u*,W) sous fa probabilite P* = G

Loi de (W,u,u) sous P.

oP est La méme que La

Démonstration. Il suffit de montrer les trois assertions suivantes

a) Pour PA, WA est une martingale (comtimue par construction) de variation quadra-
tique t : c'est le théoréme de Girsanov usuel.

A

b) Pour P)‘, la projection prévisible duale de p" est y. Mais d'aprés la définition

de GM et le théordme de Girsanov pour les mesures ponctuelles [5], la projection
prévisible duale de  pour PA est Y>‘.\), donc celle de u)‘ = Y)‘(u) est Y)‘(Yxou).
Mais d'aprés la formule du changement de variable, et comme YA(m,t,.) est une
bijection sur U, on a

Ptowa) = 1M t,2)) ust,z) as elaz)

= jdt L 1A(t,z+v(u,t,z W) [1 + v'(w,t,z)N]dz = Jdt J 1A(t,z) dz.
U

Par suite, la projection prévisible duale de u)‘ pour P)‘ est v.
<
¢) Pour P)\, la projection prévisible duale de U est V. Mais par construction MA et
G)\ ne "sautent” pas en méme temps que M, donc on a de nouveau le résultat par le

théoréme de Girsanov. B

On en déduit alors que si 6 est une fonction mesurable des "trajectoires" de W,

(3.9) SN EIC R R IR CIE AT
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§ 3-c. Perturbation de 1'équation. On considére maimtenart 1'é&quation

xt = Xo + a(Xi)ot + b(Xi).W + Au b(Xi\)ot + c(Y)‘(z),X)_\) ¥ (u-v)

(3.10) -3 s [ atan) e ex) v + )« i)
0 U
(pour A = 0 on retombe sur (2.3)).

(3.11) LBMME : Pour tout A € A L'Equation (3.10) admet une solution et une seule
X, qui verigie [xM* € 12(p). De plus (K1), st donivable en 0 dans 12(P) lau
sens du Lemme (3.7)), et son processus denivie IX est £'unique solution de L'Equa-
ton Lindainre :

X = a'({_)IX_et + b'"(X_)DX_oW + u b(X_)et + c' (X _)DX_#* (u-v)
(3.12) R
+ et v * (p-v) - eX_)v' *v+ —c_}'((X_)DX_ x (u-v)

Démonstration. On va appliquer le théoréme (A.10) de 1'annexe, avec la remarque (A.h),
pour p = 2 et les coefficiemts suivamts qui fort de (3.10) une équation de type
(A.3) :

A>‘ (w,t,x) = a(x) + )\ut(w)b(x) - )\J’G(dz) clz+v(w,t,z )A,x) v'(w,t,z)
B (,t,x) = blx)
CA (wat 52 ,x) = clz+v(w,t,z )A,x)

_(3}‘ (Wt ,2,x) = ¢(z,x).

On utilise la nomenclature de 1'hypothése (Hp) de l'annexe. On note k une constante

qui majore |a'|, |b'], |c'Z|, le 2|, |c"zx| et |u] ; quitte & remplacer la fonction
Z

p de @.4) par pVot, on peut supposer que 0<p. On va montrer qu'on a (Ep) pour p = 2,

avec la fonction p pour C)‘ et la fonction -p— pour E)‘.

D'abord, les conditions (a) et (b-i) de (H2) découlemt immédiatmenet de (2.h4) :

pour A)‘, noter que
(313) el (zrvex)| < lef(zx)] + k[M(v(z)] < (1+k) p(z)

et comme pa € ! (G) on peut dériver (en x) le dernier terme de A sous le signe

somme .

Ensuite, les conditions (b-ii, ifi, iv ) découlent aussi immédiatement de (2.4) pour

B)‘ et EA. Pour C)‘ elles découlent des majorations :
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le C)\(z,x)| < (14k) p(z) (utiliser (3.13)).
lcMz,x) - Oz, x)| < k|| |v(z)] <k |Alp(z)

Ip, c*z,x) - D ¢%z,x)| < k[ |v(z)| < k[A] pz)

Pour AA, ces conditions découlent des majoration suivantes (rappelons que |v'|<a) :
le A)‘(x)l <k + k2 + (1+k) G(pa) (utiliser (3.13)).

oG] < [p(0)] + % [x|

(3.14)  Jelz+v(z),x)] <k alz) + |c(z,x)| < ka(z) + |x|p(z) + |c(z,0)]

IA

(x +1 + |x]|) p(z).

+

(3.15) |A>‘(x) - A%x)| < [x|p(0)] + k2|x| (k+1 +|x]) G(pa)l |A]

Ip, wMx) - DXAO(x){ <K2|A] + |A] (14k) G(pa) (utiliser (2.13)).

On a donc montré (li2-a,b), ce qui d'aprés le théoréme (A.6) de 1l'annexe emtraine

. \ . P *
que (32.10) a une solution et une seule 5(>, qui vérifie IX)\l € L2(P).

Il reste a4 montrer la condition (H2-c). C'est évidemt pour BA et EA, avec DB=0
et DC=0 (en effet [B)‘(X?H < |v(0)] + k|Xol* et |c)‘(x(3)| 5cz'(z,xf3_(w)v(m,t,z) ;
cela découle des majorations
1Mz xO) < (k+1 + ®9%)p(z) (d'aprss (3.14)).
|pc(z)| < xa(z),

I (2.x%) - ©(2,x%) - ez )] <E A2 at)

(formule de Taylor au deuxidme ordre). Enfin (AA) est L2—dérivable, de dérivée
DA = ub(X(_)) - JG(dz) c(z,X?) v'(z) ; cela découle des majorations :

A% 2] < 18]+ 18460) - 2%

O) 0)¥

IA

+ (k+1 + (XO)*)G(pa) (utiliser
3.15) )

la(0)] + k&%) + k[b(0)] + ¥

IpA] <k [0(0)] + K" + (1 + x°1%) 6 (pa)

A(Xf’)

|A - AO(X?) - DA.A| = |A] ]JG(dz) (M2 x0) - Oz x%) v'(z)|

A

2
k |A€ c(pa).
Enfin la formule (A.11) de l'annexe nous donne 1'dquation linéaire satisfaite par le

processus dérivée IX : compte-temu des valeurs précédemment calculdes de DA,DB,DC,
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DC, cette équation est exactememt (3.12). M

La solution X est une fonction de (W,u,H), car elle est mesurable par
rapport & la tribu engendrée par ces termes (c'estune solution "forte") :
on 1'écrit X = O(W,u,n). Si maintenant on pose YA = G(WA,UA,E), comme la loi de
(W)‘ ,uk,-ﬂ) sous P>‘ est la méme que celle de (W,u,u) sous P, il est évidemt que
Y)‘ est solution pour P>‘ de la méme équation que X pour P, mais relativement &
W>‘ , U, U (voir par exemple les théorémes classiques sur les changements
d'espace : [ 5]). Autrement dit, Y)‘ est 1l'unique solution de 1'équation

suivante, écrite pour P .

(3.16) Y>‘= Xy + a(Yz‘)-t + b(y}) W

Ae ety (WA - V) +c(x) % (T- W)

(3.17) LEMME : Les processus YA et X sont P- et PM-indistinguables.

Démonstration. Considérons la solution X de 1'équation (3.10) . D'abord,
b(X.)-‘).W + 2w et = v

au sens de 1'imtégrale stochastique par rapport & la P-semimartingale W)‘ 5

comme PA & P, c'est aussi 1'intégrale stochastique par rapport a la Px—martingale

WA , pour PA. Par ailleurs,

c(yMz ), x2) % (H=V) = ez x}) « (P-yA(v))

A et de YA(v). D'aprds[ 5, ch. T] , ce processus

A

pour P, par définition de M
s'écrit comme suit pour PA (car y est la projection prévisible duale de U
pour PA) .

c(zxd) x (A-v) + [e(¥(2)x)(¥Az) - DIx v,
ol la seconde imtégrale est de Stieltjes. Enfin, comme Vv est la projection

prévisible duale de | pour PA, le méme résultat momtre gque ) % (1)
est défini indifféremment pour P et PA,
On a donc démontré que, pour pA ,ona:

X =X, + a(Xi‘)ct + b(Xi‘)oW)‘ + c(xf) ¥ (1= Wre @A) % (TV)

Si on compare d (3.16), on voit que xA est PM-indistinguable, donc aussi

P-indistinguable (car PAP ), de v . n
D'aprés (3.9), on a donc :
(3.18) COROLLAIRE : Pour foute jonction mesurable bornZe, on a

Bedh) ol = ELECG)
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Terminons ce paragraphe par un résultat technique :

(3.19) LIMME : On a L'égalite

cZ' X_Jv* (p-v) - cX_)v' xv= cZ'(X_)v % U

Démonstration. Comme Ic;(z,X_) v(z )| <k u(z), la fonction c;(z,X_) v(z) est imté-

grable au sens de Stieltjes par rapport 4 W et 2 v . Il suffit donc de momtrer que

c,X_Wvxv+clX_ ) v xv=0 p.s.

Etant donné la forme de Vv, il suffit donc de nonmtrer que pour dPx dt-presque tous

(w,t ) et pour toute composamte connexe ]Y,R[ de U, on a :

B
(2.20) I dzfe, (z,X, _(ol(w,t,2) + c(z,X,_(0)) v'(w,t,2)] =0
Y

Comme le(z,x)]| < plz )1+]z]) et |v(z)] <alz) et |v'(z)]| < alz)

et comme 02,0. et ap sont dans L2(G ), on a dPx dt-p.s
g

(3.21) J dz[ |cé(z,‘(_)v(z )| + |c(z,X_)v'(z)|]< o
Y

g 2
(2.22) I dz c(zX_)° <o
Y

Sil[y',B'] €1lY,B[, on a bien-siir

'Bl
[” e teglast vt + elax wr@)] = e(Br_wier) - ety x_vly')
Y'

et d'aprés (3.21 ),cette expression tend vers une limite finie lorsque

B' 1 B, y' ¥ v, et cette limite est la valeur du premier membre de (3.20).

Supposons alors que c(y',X_)v(Y') tende vers une limite non mulle. Examinons
d'abord le cas ol Yy>®. Ona |v(Y')] < a(y') < y'-y, donc il existe une constarmte
K>0 telle que |c(Y',X_)| > YI'{‘Y
(3.21). Examinons ensuite le cas o Y =-». On a |v(y')| < a(y') donc il existe une

pour tout y' assez proche de y: cela comtredit

constante K>0 telle que |c(Y',X_)l > K pour tout y' assez proche de —»: cela
conmtredit encore (3.21). On en déduit que nécessairement e(v'X_)v(v') tend vers O
quand y' + v, et on momtre de méme que c(B',X_)v(B') + O quand B' t B. Par suite
ona (3.20), d'old le résultat. W

4 - DEMONSTRATION DU TEEOREME (2.5).

D'aprés (3.7) et (3.11), on peut dériver (3.18) sous le signe somme en A = O

d8s que f est dérivable 3 dérivée bornde, ce qui donne :
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(h.1) E[fv(xT)D)qT] = —E[f(XT)DG]

et on a donc (3.1) avec C = E(IDGT| ). Pour obtenir le résultat, il suffit donc de
montrer qu'on peut choisir la perturbation (c'est-3-dire u et v vérifiamt (3.4))

de sorte que
(k.2) Xq #0 p.s.

On va d'abord calculer explicitement DXT en fonction de u et v. Soit

" H= ublX et +c'(X Jv*u
(h.s){ - 2

K= a'(®_Jet + ' _)eW + cf (X_J(p-v) + c! (X_Jx(u-v),

de sorte que, compte-temu du lemme (3.19), la formule (2.12) s'écrit

DX =H + DX_ ¢ K.

On sait résoudre explicitement cette &quation, qui généralise 1'é&quation de
Doléans-Dade ([13], [S5]) ; on définit d'abord les temps d'arrét
S. =0, sn+1 = 1nf(t>sn=t§¢, AKt=—1)
(avec inf(@) = »). On sait alors que, comme H est i variation finie, et avec la
convertion AI-ZO = HO (= 0 ici), on a

-1 Spy-
&(xk—x-n

(1 + 2K ) (kX )S_ dH_]

Lon .
(hl) o mxy = &(k-K"7) [Mdg -+ J]Sn’t]

si S, <t<sS . e t<T.

Commes les temps Sn sont totalement inaccessibles, on a P(Sn =T)= 2 ; comme

&(K - K n)T #0 si Sn<T <S .4 = ®» pour obtenir (L4.2) il suffit de momtrer

que

g = i
(h.5) Yn# 0 p.s. sur {“n<T<Sn+1 Jmm }, ol

(1 + o) 8k - O

Y = AHg 4 o QH

n
n
Sn

pour tout n > O (en posamnt Yn = o si 1'intégrale ci-dessus n'a pas de sens, une

).

éventualit & qui ne peut pas se produire si 8, <T<S

. 0o ~
Passons maimtenant au choix de u et v. Soit d'abord g une fonction C a
dérivées bornées, telles que
-1 six < -1
g(x) = x si |x| <1/2

1 six>1.
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Puis on définit u et v prévisibles par

0, v(.,0,2z) =0 3

Y9

(4.6) ¢ ug

S

sgn [b(Xs_ ) sgnl&(X-K n)s—]

S i S S
v(s,z) = n(z) gec) (z.X__) gl + cx(zX )] sgn[8(K - X M, i §r<s<Snn

ol N est une fonction : R —*]R+, de classe C2, avee {n>0} = U, et n <a, et
"agsez petite" pour que (3.4) soit satisfaite : &amt donné que cz"2 et cZ"x sont
bornés, c'est clairememt possible.

On a done (3.4), et il reste & prouver que Yn# 0 p.s. sur {Sn<T<Sm_1} . On va

calculer Yn. Rappelons qu'on peut représemter la mesure de Poisson Y comme suit

il existe un processus optionnel B d valeurs dans U U |A| , tel que

u(w;dtxdz ) >(dt><dz)

) 30,8, (w)€U e’(s,Bs(w)

et on a une formule analogue pour E avec un processus R 3 valeurs dans E U {A}.
De plus, comme U et _1] somt des mesures de Poisson indépendantes, les ensembles

{s : B, € U} et {s: Es € B} sont p.s. disjoimts.

Si 0 <Sn<_T, on a donc d'aprés (4.3) et (4.6) :

, .
cx(BSn,Xsn_) si Bsn €T

Sn-1
1 2 ' -
e (By Xg ) n(By ) gec)(By X ) glt + ) (By Xy Nsgnlé(K - K )g ]
n "n n n °n n “n n
M, = .
Sy si BS €U
_ n
0 si BS €EE
n
Mais g(0) = 0, donc dans les deux cas ona AH, = 0. Par ailleurs H ne saute

Sn
qu'aux instamts de saut de u, donc dans 1'imtégrale (4.5) on peut remplacer

1+ AKS par 1 chaque fois que Bs ¢ U, donc en particulier lorsque ESGE. Par suite

on a

T
- &S N
Y= f ol _)/&8(k-x"m)_| as + h_ ¥, od

(h.7) Sn

_ , -1 o Sny-1
h (s,z) = [1 + cx(z,XS_)] &(K-K )s_ v(s,z) ci(z X ) 1{Sn<s§TASn+1}.
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On a alors h >0 d'aprés (4.6). Posons enfin

[o¢]
i

{x : b(x) # 0}, B' = {x:6({z : c (z,x) # 0}) = +e},

=
1]

{(w,s,z) : hn(w,s,z) >0},

S!' = 1 : * >0) = 1 :
n = inf(e>8 h ¥y >0) 1nf(t>sn.1Ana<ut> 0).

D'aprés les définitions de v et S

a1 oD @
(L4.8) Sn(w)< s< T, s<SnH(w) = {(w,s,z) € A, = cé(z,Xs_(w)) # 0} .
Par ailleurs 1An¥ us;l <1 par définition de S;l, done E(1An¥ \)S;l) <1 et quitte &

enlever un ensemble négligeable on peut supposer qu'on a identiquement 1A * \)S,(w)<°°.

Cela emtralne n n

JG(dZ )1A (w,s,2) <o pour presque tout s€ ]Sn(w),s;l(w)] Nn[o,T]
n

Etant donné (4.8), on obtiemt donc

S'AS AT
ntl
(4.9) J "
SnA T
Plagons-nous sur 1l'ensemble {Sn<T<Sn+1 = o}, Si SI'1 = Sn’ il est clair que la
seconde imtégrale de (4.7), donc Y aussi, est strictememt positive. Si S;1> Sn’
comme BUB' =R d'aprés 1'hypothése (H) du théoréme, (L.9) implique que
T
J 15(¢,_) as >0,
S
n
et ceci emtraine 3 1'évidence que la premiére imtégrale de (4.7), donc Yn aussi,
est strictememt positive. On a donc momtré (4.5), et le théoréme est complétement

démomtré.

5 — EXTENSIONS.

Si on veut obtenir une densité C il faut généraliser ainsi (3.1) : pour tout n

il existe une constamnte Cn avec

(5.1) ¥f, C & support compact, lE[f(n)(xT)]l <c il

. . . -~ . . 00
Dans le cas multi-dimensionnel, (5.1) emtraine encore l'existence d'une densité C

(n)

si on remplace f par toutes les dérivées partielles possibles d'ordre n ; et

dans ce cas, méme pour 1l'existence d'une densité, il ne suffit pas d'avoir
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1'équivalent de (3.1) avec une matrice aléatoire §, mais il faut avoir (5.1 ) pour
n=1, et toutes les dérivées partielles du premier ordre.
Pour obtenir (5.1) avec n= 1, 1'idée consiste 3 appliquer (3.18) avec f(X%) remplacé
par f(X,;)/DX,;\,, ol DXA est construit & partir de (W)‘,u)\ , W) comme DX & partir de
(W,u,ﬂ) 5 puis on dérive, en espéramt que tout marche bien : si sz désigne 1la
dérivée de (DX)‘), on obtient
2
[ = -

E [£'(Xp)] = E[£(¢,) DX/ (K0P - EI£(Xy) D6,/DK)
d'ol (5.1) pour n= 1 si tout est imtégrable. Si maimtenamt on veut obtenir (5.1)
pour n = 2, l'expression précédente montre qu'il faut pouvoir appliquer (2.18) (et
s , A
dériver) pour f(X;) remplacé par f(XT)DZ)(,;‘,/(D?(%)3 et par f(xé)m%/(mé)%

Cette procédure d'itération est trés simple dans son principe, et elle marche
bien, quoiqu'elle donne lieu & des calculs plutdt compliqués (lorsqu'il n'y a pas
de sauts, et dans le cas unidimensionnel, cette itération reste simple : voir[ 2] ) :

nous espérons le prouver dans un article actuellement en préparation.

ANNEXE

DIFFERENTIABILITE DANS LP ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Cette note est la n'“™¢ sur la stabilité (avec comme corollaire la différentia-
bilit€) pour les solutions d'équations différemtielles stochastiques. Et les ingré-
diemts sont toujours les mémes : un peu de majorations type "Burkh8lder-Davis-Gundy",

et beaucoup de lemme de Gronwall.

La seule excuse est que nous avons besoin de ces résultats dans le corps de cet
article, et qu'il faut bien démomtrer les résultats utilisés. La seule originalité
vient de ce qu'on &udie des équations avec mesure de Poisson. Il va sans dire que
nous ne démontrons que le strict nécessaire (i ceci prds que nous considérons le
cas multi-dimensionnel, en vue d'un article 3 venir sur le calcul de Malliavin mul-

tidimensionnel).

1_- LES RESULTATS.

On suppose l'intervalle des temps fini, soit [0,T]. On part d'une base stochasti-

que (Q,F, (_l*‘t )t<T’P) et d'un espace mesurable auxiliaire (E,E) muni 4'une mesure
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positive O-finie G. On se donne :

i . . .
W= (W )i<n un brownien n-dimensionnel ;

(A1)
U une mesure de Poisson homogéne sur [0,T] x E, de mesure imtensité (ou

compensateur, ou projection prévisible duale) v(dtxdz) = dt>G(dz).

On utilise les mémes notations que dans le reste de l'article (cf. § 2) : P est

la tribu prévisible de @ x [0,T]. 8i H = (&% )i<n est un processus prévisible

convenable, on note HaW 1'int & rale stochastique par rapport & W (qui sera toujours
.. i ., . P
ici z(i) H W), et on note Het le processus imtdgral (vectoriel) défini par (2.2)

lorsqu'il est bien défini.

Soit A un voisinage de O dans R". Pour chaque A € A on considére les "coefficients"

suivants
N .
AT = (A)\’l)i<dv _Pi@J_Ed—mesurable . xfo,M x RY » ®’¢
A Aijs a a a, n
. = . . @R - :
(A.2) B (B . )1_<_d,le’1 » P @R -mesurable Qx [0,TIxR -~ R OR
= (cx’l)i<d, Pe@E @IBd—mesurable :Qx [0,Tx E xRS+ R

et on étudie 1'équation suivamte :

(A.3) x>‘ =x + A)\(Xi)-t + B"(xi‘).w + CA(X§)¥(u—\))

< a . N . PR . a
ol x€R~ est fixé et ol la solution X" = (X )i<d est 3 valeurs dans R . Dans
(A.3) il faudrait écrire AA(w,t,XA (w)), eteo..

t_

(A.4) REMARQUWE : On pourrait considérer une équation du type (A.3), mais faisamt
inmtervenir une famille finie (uu) de mesures de Poisson, de compensateurs \)a

A App A Ap A A A
= + * b .
X x + A Vet + BTN )eW + ) (a) CaX2) (u,=v,)
On aurait exactemert les mémes résultats que ceux qui suivernt (on pourrait d'ailleurs

ramener 1'équation ci-dessus a (A.3)). B

. . e . 2
Commengons par énoncer un théoréme d'existence et d'unicit@ (classique dans L7).

Pour cela, rappelons que pour tout processus H,

*

FRO R I A

*
|H|JG (w) = sup_ .

(1a "valeur absolue" d'un vecteur ou d'une matrice sera la somme des valeurs absolues

de ses composantes). De méme si U est une fonction sur £ X [0,T] X E on pose

(A.5) |U|¥ (w) = sup | Ww,s,2)].

s<T,z€E
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(A.6) THEOREME : Soit p de La forme p=2%, od q EM¥.SuppOAOM qu' AL existe une
gonction stnictement positive o sur E appartenant a 12(c)n1tP(c ), avec :
@ 1Mo, Bro)®, - cMol® sont dans LP(P) ;

(@ aMwst,.), BMut,.) CA(w,t,z,.) sont denivables sun R, et

Les modutes des denivies |p A, [p.BY|, |1 | sont borns uniformement en w,t,z,x.
Afons, £'3quation (A.3)admet une solution et une seule X, qui vernigie |X)\|¥€ P(p).

(A.7) REMARQUE : On aurait un résultat analogue pour tout p € [2,<[ , en utilisant
une interpolation. Mais nous n'aurons 1l'usage que du cas p= 2, du cas p = U4, et

du cas ol les résultats somt vrais pour tout p réel dans [2,°[ . "

Passons & la dérivabilité : il s'agit de dérivabilité au sens de Fréchet, pour la

topologie de la convergence uniforme en temps, dans .

(A.8) DEFINITION
a) Une famille (H>\))\eA de processus réels est LP-dérivable en 0, de dérivée
_ i .
DH = (DH )i_<_m’ si
. ¥
(i) |H)\| et |DH|* sornt dans LP(P),

0

(ii) E(|H)\ -H - DII.A|¥p) = o(|A|®) quana A~ o.

b) Une famille (U}\)Aef\ de fonctions réelles sur © x [0,T] X E est P—Lp—dérivable

en 0, de dérivée DU = (DUl)i<m, si p est une fonction strictemert positive sur E

et si
(i) |]5b)‘[¥ et [;—DUI* sont dans LP(P),
() E(Ig)— [ D)\ -0 - DU.A] |*<p = O(|)\|p) quand A - O.

Ces notions s'étendent de manidre triviale aux processus ou fonctions multidimen-

sionnels.

(A.9) Hypothése (Hp)

A A A N .
a) A(w,t,.), B (wt,.), C(wst,z,.) somt continiment dérivables sur RE pour tous

wst,z,A, et deux fois dérivables pour A = O et tous w,t,z.
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b) Il existe une constante C > O et une fonction strictememt positive o0 sur E

~

appartenant & L2(G) al LQP(G), telles que

(i) [a%0)1%, 18%0)*, |15 0)|*  somt aams 12P(P) ;

.. A A 1 A 2 0 2 0 1 .2 (0]

(ii) [p A"l , |pB"| |EDXC (. IszA |, [DXQB |, |5Dx2 c’| somt
majorés par ¢ uniformément en W, t, 2, X, A.

(111) [A%x) - 2260|™ , 18N - B0, 1Rt - el som
majorés par g]A] (1 + |x|) pour tous w,x,A.

|L

. A 0% A 0%
(iv) |p,A" - D A7|" ,[D,B" - D B°|" , [ 5

pour tous W, X,A.

DXCO]|¥ sort majorés par C|A]

. A, O A O P .-
¢) Les familles de processus {A (K_)})\GA et {B (X—)})\GA som L~ -dérivables
en 0 ; il existe une fonction strictemert positive p' sur E, appartenamt &

1°(G) N 1@ ), telle que la famille {c>‘(x9)}>\EA soit  p'-LP-aérivable en 0. W

(A.10) THEORRME : Soit p de £a fome p =2 , o q €N . Supposons qu'on ait
(Bp) . Alons poun chague X €A L'@quation (A.3) a une solution et une seule
X}, et ta famille (x>‘))\ ep ot 1P-dénivable en 0 . Le processus dérivée IX

est L'unique solution de £'Zquation Lintaire

%

(A.11) X = (DA + DxA X_O).DX_]ot + [DB + DxBO(Xg).DX,_]oW

+ e + b c’®x2).m % (uv)

Ainsi, comme d'habitude, (A.11) reviemt & dériver "nafvement" 1'équation

~ s . i 2 i,.,0

(A.3). Si on veut &tre plus précis, pato¥ représemnte "3_3\—— A)\’l(X_ )l)\—O"
.. . . k -

et de méme pour pBHd oK s DCl’k . DXl’k. L'équation (A.11) s'éerit alors

ik ik 3 ,0,i, 0y, k0
x> = [DAt Tt Y, = AVTEONX ) Tet
Ira x,
ij,k 3 0,15 1,0y Ks? j
Zjin [pBid ok 4 zlid o, B0 (0% ) 1 ew?
ik 3 0,10y ksl _
+ [pctt o+ Y r<a 3%, ClrEINmTT ) 1 (u-v) .

(A.12) THEORRME : Supposons que Les eoeffiaients soient de fa fonme
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Ax(w,t,x) = A')‘(w,t) + A")\(w,t).x
(A.13) BA(w,t,x) = B')‘(w,t) + B")‘(w,t).x
Cx(w,t,z,x)= C')\(u),t,z) + C"}\(u),t,z-).x
A_ A,i WA _ anh,ik ~
@one A'" = (A )iid et A"" = (A )i,kid et de méme pour les autres

coefficients).
Les conclusions du théorneme (A.10) sont valides 54 p = 24 (qem*) des qu'on a:
(£) I existe p€ L2(G)nLhP(G) avee |a°%, |5'°%, [%C'OP‘ € th(P).
(L) TR existe p € 12@) ﬁth(P) avec [A")‘l, |B">‘|, |15 Q")‘I bornes uniformément
en Wyt ,z,A.
(Lid) 14 existe p € 12(P) M*P(G) tel que (a')) (3'%) ()
\ o ) 4 xn XE ’ - Hen
(B" )) en Ao)f'en/t L 'P-dénivables en 0 ot que (cC' &eAe’t (c" ))\el\
s0ient o-L " P-dérivables en 0.

2 - LES DEMONSTRATIONS

La base des démonstrations est le lemme suivant, inspiré de [1] pour la partie (c).

(A14) LBME : Sodit p =2%avec g eT" . 1L existe une constante Bp ne
dépendant que de T et de La dimension des processus ci-dessous, telle que

t
X

a) H procesdus mesurable = E[|J H as| X*P1<g J as e(|u|” ?)
o S t - P 0 s

t
b) K processus préuisible = E(\H.w\,’: Py < % J ds E(]H]: Py
0

c) H processus prévisible , U fonction P ® E-mesurable sur @ x [0,T] X E,

et |u(w,t,2)|<]H (w)|p(z) avee p€1f@)ntP(e) =

t
E(|u % (u-v)])P < sp[G<o2)P/2 +6(pP) ]J as B(Ju[7 P).
0

Démonstration . (a) est évidemt, et (b) découle des inégalités de Burkhdlder-

Davis-Gundy, car [HeW, HeW] (Hl )got, et des inégalités de HOlder.

Zi<n
Pour (c), on ne considdrera pas que le cas unidimensionnel. Soit M = U x (p-v),

. . < *
qui existe d&s que E(|H]| 2) < o et G(pz) <o ., Ona

(A.15) [M,M]=U2-l<u=N+U2-x\)
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siN = WP x (u~-v). Donc <M M> = UP%v et pour p = 2, (c) découle de 1'inégalit é

de Doob (avec E2 = 2).

Supposons (c) vraie pour p = 2q, et soit p' = 20 2p. D'aprds (c) appliqué a
112 et 4 p, ona

t
B(|N]?) < e, (6 (0" P2 + 6 (p2P) J as B(|u|T P,
0

et (A.15) implique

[, M1 P < 2P )P s 2P (0P )P < 2P (|n|*P « [J |HS|2 as G(p%) 1° }.
0

D'aprds 1'inégalité de Burkhdlder-Davis-Gundy , il existe une constame c

telle que
t
2P {ege(p“ﬁ/"’m(p??)]f as B(|5|¥%P))

¥|
B(MIP) < e EQM, MIP) <c
0

p

t 5
+ 6 (p?)P /P [ ds E(IHl:dP)}
0

et on en déduit le résultat pour p', car il existe une constamte 7y indépendarte

de p telle que G(p P2 +0(p®®) <ylc(p®P +c(p?P)]. m

Démonstration du théordme (A.6) . Comme A est fixé, on ne 1l'écrira pas.

(ii) emtraine que les coefficiemts de 1'équation somt uniformément lipschitziens
(au sens de [ 5] pour C), donc avec (i) on sait que cela emtraine 1l'existence
et 1'unicité de la solution X. De plus X est la limite uniforme en t, dans L2,

. m . o .
de la suite X' construite ainsi

0
(A.16) g =x
K™ = %+ aG™)et + BE™)eW + CXT) x (p-v)

. . X - .. . *
En particulier, |X0| € 1P, comme (i) et (ii) emrainemt que |A(x)|",
¥ L
|B(x)l*, |—(1pl(x)| sort dans LP, et comme XO = x, une application du lemme (A.15)
. ¥
entraine que |X1l € P.

Soit o la borne imtervenamt dans la condition (ii) et

y = o e, 7 12 +a(p?)P2 v a(e®)],

- s.<1
+1 S].— /2y

ou BP figure dans (A.15). Soit O = 50 <... <sr = T avec S5
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Posons
i _ M _yn_om m-1
YIE Xt‘,\ls. Xt:Vs. Xs. Xs.
i i i i
Y o) = BYSD) L ok o= B(K® - x™ %),
m,1 t > “m,i S.

i
D'aprés (A.3), on a

(A7) Yo a™) - AT ) s, Y (3c2) - BEx™7 ) " o

i si’T]

+ L™ - cx™ )11 ¥ (u-v)

]si,T

tandis que si t > s;» ona

4 ,i -1
|accy_) = AET )] < {]YE2T] + |x‘s'ji —X';’i I},

et des majorations analogues pour B et C. Une application du lemme (A.15)

—1
entraine alors ( car lz ailp_<_6p' zi_fii6 |ai|), daprés (A.17) :

1<i<6
t

Vo 5 (8) < 687 oF 812+ 6 (6P )P/% 4 0o [L Vp,i(s) @s + (t-s)x ]

i

lorsque t >si. Donc

1 1

.\s. < = .{s. T
(A.18) Y ,1(Sl+1 ) = 2 ym,1(51+1 )+ Ly *m,i

. * *

Remarquons enfin que, comme |XO| ,|X1| € Lp, onay .(s.,)< s
1,1 1+l
tandis que
(A.19) x = 0 X . < 2p_1(x .+ Yy L(s.))
m,0 > Tm,iHl — m,1i m,i "iH

En utilisamt (A.18) et (A.19) on vérifie aisément, par récurrence sur i, que

—1
x < , Comme E(|X|¥p < 2P 9)

) m> “m,i T |x|p), on a le résultat. B

X
m>{ m,

On va démomtrer maintemant le théoeéme (A.10) sous 1'hypothdse (Hp),
et aussi sous une autre hypothése (H'p) 1légérement différemte, ce qui permettra

d'obtenir (A.12) comme un corollaire.

Hypothése (H'p) : La méme chose que (Hp), sauf que dans (b) on impose

2 " c e . . .
pEL(@G)NL p(G), et on remplace (i,iii,iv) de (b) par : il existe des
variables Z)‘ telles que sup, (E IZ)\I hp) <o , et ona
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(i) IAO(O)I* B |BO(O)|* s |]5 CO(O)I* sont dans th(P) 5

A 0 *

(i) |a%(x) - A°(x)|" , IBA(x) - Bo(x)l* s IL[C)\(X) - Co(x) ].I'K sont
majorés par Z"|A| (1+|x|) pour tous  w,x,A;

. A 0% 0¥ 1

(iv) IDXA - DxA |, |DxB |, |—p[DXC)‘ - DXCO(x]I'K sont majorés par Z)‘|)\|

pour tous w,x,A. W

(A.20) LEMME : Soit p =29, g €N¥, et supposons (Hp) ou (H'p) .
a) L'dquation (A.3) admet une solution et une seule X ,qui vérifie

T 2
XM e L°P(p) sous (Hp), et .lX)‘I*G th(P) sous (H'p).

b) on a E(]x* -x°™P) = o(}A|?®)  quand A > o.

Démonstration . a) découle de (A.6), en remarquamt que d'aprds les conditions (i)
et (iii) de (Hp) (resp. (H'p)) ona |A>‘(O)| , IB)‘(O)I , l%‘_ CA(O)l* € L2p

(resp. L'P).

2
Ol;'E p). On a

. A
b) Soit x,(t) = E(|x"- X N

X ox0 = (At - a8 - B0 1w+ ety - POy

1200 - 2060 1ae + 180 @®) - B00) 1w+ 1) - PN xuy)

. 2p-1 2 o, . e e
Soit R =6 p Bp[2 +G(p P+ C‘r(p2P )] . Les conditions (b-ii, iii) de (Hp)
entrainemt, grace au lerme (A.15),que

t
x, () <[8 ¢F J x(s) as + 27 PP B([1 + x°1%%P) 1.
0

Si au comtraire on a (E'p), il viemt
t
) < 80P [ ) as s T ncrn O a0
0]

Dans ce dernier cas, on applique 1'inégalité de HSlder et (a), pour obtenir
dans les deux cas une constamte Yy telle que
t
x(t) <y x,(s) ds + ylAlQP
A — 0 A

et on sait que X)\(t) < o pour tout t. Le lemme de Gromwall permet alors de

conclure. @
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Démonstration du théoréme (A.10), sous (¥p) ou (E'p). Or a vu que IX)‘.HE LQP(P).

L'équation (A.11) est une &quation du type (A.3), avec les coefficiems

(indépendants de A ) :

n
Alw,t,y) = DA(w,t) + Don(w,t ,XS_(w)) Vs v eRr® K",
o n N
et de méme pour Bet C. Ona A(0O) = DA et DyA(y) = DXAO(X?) , et de méme
Y Y .. . . . .
pour B et C, et donc (Ep-b,ii) et (ilp-c) impliquemt que ces coefficients
vérifient les hypoth&ses de (A.6) : donc 1l'unique solution DX de (A.11) vérifie
¥
Ix|™ € tP(p).

Soit alors

*
¥ o= xM-xY - ma, yx(t)=E(|‘.’tP).

Il nous reste & momtrer que y,(T) = o(|A|P) quand A =+ 0. Mais on a
A

L A A AR A
ol
£>‘ = p.A% %)y ot + 0 3%y o+ D_cOxO)Y x(u-v)
X - - X == X -"=
= [A)‘(Xg) - AO(X(_)) - DA.X ]ot + [B)‘(X(_)) - BO(X?) - DB.A] oW
v 16Mx%) - Px©) - oA x (u-v)
¢ = [DXAA&{J -0 %M 1 A x) 4 (o B &Y - B0G M (- x 0w
+ 10,6ty - o &M oA - %O w(p-v)

w* = [DXAO&f) - DXA°<X?) ](xf— X?).t + [DXBO(;i‘) - DXBO(X(_))] (xf - x?).w

+ [DXCO(\)’(E) - DXCO(X(_)) (x>‘_— X?)]* (p-v)

N A ) v
‘ol pour chaque (w,t), les vecteurs Xx(w,t), X)"Qu,t) , Xx(m,t) sont sur les
segments d'extrémités Xo(w,t) et Xx(w,t) (appliquer le formule des
accroissememts finis a3 Aa(X}‘_) - A (X(_)) seee)e

. -1 : _
soit B= £ 3 (240" PP s o et @ = B, ¥z +a(pr?)P/?

+a(p'P)] , ou p et p' inmterviennemt dans les conditions (b) et (c) de
(Hp) ou (H'p). D'aprds le lerme (A.15) et la condition (b,ii), on a

(A.21) E(IEXI:P) < Bcpry}‘(s)ds.
0
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De méme si

VA

P = wax (|80&°) - 2% - par | ¥, |8

0

%) - 3°x%) - p.aAl¥,

1 A0 0,,0
IE,[C (x2) - c’(x2) - pc.All"}
1 3 . *p ' '\')\p - . .
on a d'aprds (A.15) : E(|n] ) <B'T E(|Z"|"). La condition (c) implique que
VAP P
E(|Z2%P) = o(|A]|?), donc

(a.22)  E(JN®) = o([A|P) si A ~o0.

D'aprés (A.15) et la condifion (ii) de (Hp) ou (H'p), on a
(a.23) B *P) <p P o u(x? - x°1% 2P) = o(|A]?P) = of|A|P)

A A M
car ﬁ‘( - XO| s "”(\l - XOI, |X>‘ - Xol sont majorés par IX)\ - XO|, et on peut
appliquer (A.20,b).

Enfin la dondition (iv) de (Hp) avec (A.15) et (A.20,b) emtraine

E(J¢" |*P) <pre® AP E(X - x°1™P) = o(A]P),
tandis que si on a (iv) de (H'p), il viemt

2(|o* |*®) < e TP (X} - xOPP (2})P)
<gT|AP E(|X}\ _XO‘*ZP)1 /2 E(|ZA‘2p>1 /2 _ ol [A[?).
En rassenmblant ceci avec (A.21), (A.22) et (A.23), on voit que
() < 8 P JZ vy (s) as + y(A),

ol y(A) = o] A lp). Comme y)\(t) < ® pour tout t, le lemme de Gromwall donne
le résultat. @

.

Démonstration du théoréme (A.12). Il suffit de momtrer que les hypothéses

impliquert (H'p). On peut choisir une fonction p qui comviemt pour (i), (ii) et
(iii). La condition (Hp-a) est triviale, ainsi que (i) (resp.(ii) de (H'p-b),
qui proviemt de (i) (resp. (ii) de (A.12). Enfin, (Hp-c) et les conditions (iii)
et (iv) de(H'p-b) découlert & 1'évidence de (A.12-iii) : prennons 1'exemple d'un
des coefficients, soit AA ; ona IXOI* € th(P) d'aprés le théordme (A.6), et
(A"A) est th—dérivable, donc (A"A.X?) est clairement L2p—dérivable, donc

no _ DA".M* on a

%‘)\
+ —‘_)\T)

et (A.12,iii) enmtraine que supAE([ZA|b'P/|)\|hp) <® et |DA"|* € LhP(P) s

(A}‘.X?)) aussi. Par ailleurs si %’)‘ = |A">‘ - A

‘DXA)\ _ DXAOP‘ - |A">\ _ AnOI*‘ < I)\[(IDAnl*‘

donc A vérifie (H'p-b,iv) ; on montre de méme qu'on a (H'p-b,iii). ®
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