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MAJORATIONS DANS L DU TYPE METIVIER-PELLAUMAIL POUR LES SEMIMARTINGALES.

Par Maurizio PRATELLI,

Dans son cours a 1'école d'été de Probabilités de Saint Flour (voir [3]), Ku-
nita démontre des résultats de regularité des intégrales stochastiques
IHS(w,A)dXS(w) (X martingale continue) par rapport au paramétre A par deux mé-
thodes différentes : par application du lemme de Kolmogorov au ''processus a deux
indices'" (A,t) » I]O,t]Hs()‘)dxs (mais cette méthode ne peut s'appliquer si X
n'est pas continue), et en utilisant les espaces de Sobolev. L'outil essentiel de
cette deuxiéme méthode est 1'inégalité de Burkholder pour les martingales conti-
nues : on n'a aucune difficulté a étendre les résultats de Kunita a toutes les
semimartingales si 1'on dispose d'une inégalité qui puisse jouer le rdle de 1'iné-
galité de Burkholder. L'objet de cette note estd'établirune telle inégalité: il
s'agit d'une extension de 1'inégalité, démontrée par Métivier et Pellaumail, qui
caractérise les semimartingales.

En rédigeant: cette note, je me suis apergu que le li-
vre tout récent de Métivier [5] contient le corollaire 1.3 ci-dessous (voir
chapitre 8, exercice E.5) ; le résultat que je démontre toutefois est un peu plus
général et sa démonstration une simple conséquence des méthodes de [4] : on re-
marquera qu'on peut montrer le résultat principal sans parler de semimartin-
gales!

I1 faut aussi signaler que Meyer [8] obtient des résultats de régularité par
des méthodes assez différentes : les inégalités pour les intégrales stochastiques
établies dans [2]. Je crois toutefois que la méthode du "processus de contrdle!

garde de 1'intérét par sa simplicité.

1. UNE INEGALITE,

Soit (g,F, (Et), P) un espace probabilisé filtré, vérifiant les conditions ha-
bituelles de [1] ; X est un processus adapté & trajectoires c.a.d.l.a.g. , et on
écrit comme d'habitude X, = 1imX et A X=X - X .

t- ) t t t-
stt
1/2

Je désigne par S(X) le processus croissant S(X)t =(z(a X)z) ; on re-
s<t
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marquera que si M est une martingale purement discontinue on a S(M)2t=[M]t , et que
si X est une semimartingale on a S(X)t<+w p.sS. pour tout t.

Je rappelle que Métivier et Pellaumail ont montré (voir [7] pag.129) que X est
une semimartingale si et seulement s'il existe un processus croissant adapté A tel

que pour tout processus prévisible élémentaire H et tout temps d'arrét T on ait

Hax)?] < E[A 2an ]

(1.1) E[ sup (s T_.f]O'T[HS <

O<s<T
(on dit alors que A contrdle X) ; 1'inégalité (1.1) s'étend alors évidemment a

10,s]

tous les processus prévisibles bornés. J'écris comme d'habitude H.X=/HdX et

* * *

X,=sup|X | , et encore H.Xt au lieu de (H.X)t (sans danger de confusion, car je
s_<_t *

n'intégrerai jamais par rapport au processus croissant X ) : on peut aussi écrire

. * 2 2
plus simplement (H.XT ) au lieu de sup (I} HdX) .
O<s<T

Dans toute la suite, F désigne une fonction réelle définie sur ]R+ , nulle

0,s]

en zéro, croissante, continue & droite, telle que F(x)>0 pour x>0 ; on dit que F
est modérée (& croissance modérée) s'il existe une constante k telle que

F(2x)<k.F(x) pour tout x>0.

THEOREME 1.2 Soit X une semimartingale contrSlée par A, et soit Bt=At+S(X)t :

pour toute fonction modérée F il existe une constante c (ne dépendant que de F)

telle que 1'on ait, pour tout processus prévisible borné H

/2

* 2 1
E[F(H.XT_)] < cE[F( (B .S H dBS)

T-""]0,T[ s -

*

Démonstration Soient at et bt les deux processus croissants at=H.Xt et

2 1/2 .

b =(B,.Sf H dB ) . Il suffit de montrer que pour tout couple R,T de temps
t  t7]o,t]'s s

2 2 4
d'arrét avec R<T on a E[(aT -ap )] ih.E[bT ] (avec h constante convénable)

‘I{R<T}

et d'appliquer ensuite le lemme 1.1 de [4] (voir aussi les remarques aux pages
31 et 35) pour avoir le résultat.

Le processus HI] est encore prévisible : si t>R on a

R, +o[
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. -(H. =(HI X) +H A X . On vérifie aisément 1'inégalité suivante :
(H x)t (H X)R— ( IR, +o )t R R g

* * *
. -H. < HI X + |[H Ao X| I et donc
H XT— H xR— — IR, 4w T T- | R R | {R<T}
* * 2 * 2 2 2
X_ -H. < 2(HI X 2H (AX)I .
(HX, HX P ) < 2(HD o ) 2 H X T

Pour le premier terme, on a

o ]

)dA]—E[ ]RT[rr

.x* )2] < E[A

E[(HI]R,W[ T- = T—'flo,T[(HI]R,w[

HodA )T .

2 E[(A ]O T[ r r’  {R<T}

Pour le deuxiéme, on a
Ha(8 0% = HE(S(0 #5(X) ) (S(X)-S(0) ) < 2 S(0 HA(S(X) =S(X)_ )
R R "R R- R R-" — R R R R-

<2 S(X) H dS(X) , et donc

“Jo,rTs
2 .
HR(ARX) I{R<T} < 2(S(X) ] T[H dS(X) )I{R<T}.

On vérifie donc sans peine que

HdB )1 ]

E[(H‘XT—_H‘XR ] R E[(B ]0 T[ s s’ {R<T}

ce qui achéve la démonstration.

La majoration dans Lp proprement dite est le corollaire suivant :

COROLLATRE 1.3 Avec les notations du théoréme précédent, on a pour tout p>2

* P p- p
E[(H.XT_) ]icp E‘.[BT_ .I]O,T[lHSI dBS].

Démonstration En prenant F(x):xp , on a (compte tenant de 1'inégalité de

Holder) :

2 p/2 p-1 P
]0 T[ HdB )™ ] < % E[BT_ g st]

E[(H.X ] < cp E[(B 10,7 |HS|

REMARQUE 1.4 L'inégalité du théoréme 1.2 n'est pas vraie, en général, avec

le processus croissant At au lieu de Bt (voir & cet effet 1l'exemple 2.2). Toute-

1/2

fois on a 1'inégalité E[F(H. X )] < c E[F( (A H dA ) )] dans les deux

0,10

cas suivants :

2
a) F(x) = G(x') avec G concave (il suffit pour cela de remarquer que 1'inéga-
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1ité (1.1) permet d'appliquer directement le lemme 1.3 de [4], qui donne aussi la
constante c=2).

b) X est une semimartingale restreinte strictement contrdlée par A (voir [9]
définition 1.1 et théoréme 1.3) : dans ce cas H est plus généralement optionnel

borné. On doit cette fois répéter la démonstration du théoréme 1.2 avec HI[R [
y

au lieu de HI .
IR, +{

2, QUELQUES CONSEQUENCES.

. . P c d . s
Soit M une martingale de carré intégrable, M=M +M sa décomposition en une
. . . d i
somme d'une martingale continue et d'une somme compensée de sauts, et M =Mp+M
5 P ., s i
ou est la somme compensée des sauts prévisibles et M des sauts totalement
inaccessibles. Métivier et Pellaumail (voir [7] pag. 124) ont montré 1'inégalité
w2
E[ (M <aE[ w_ o+ [M .
(M )°) <4 B oo+ (] ]
Nous avons l'extension suivante :

THEOREME 2.1 Pour toute F modérée, on a

E[F(M;_)] < c E[F( (<M>T_+[Md]T_) )]

avec ¢ constante ne dépendante que de F.

Démonstration Soit H prévisible borné : on a

Hgd( <M>S+[MP]S) ]

% 2 p _
E[(H-MT_) ]54 E[ <(H.M)>T_+[(H.M) ]T—] =4 E[!]O,T[ A

< 8 E[A_ .S

1/2
< - ]O,T[HsdAs] avec At:(<M>t+[Mp]t)

2
(pour la derniére inégalité, on rappellera que dAt=(At+At_)dA t§2AtdAt). En remar-—
2 d i d 1/2
quant que S(M)t=[M ]t=[Mp]t+[M ]t , on a At+S(M)t < 2(<M>t+[M ]t) , et en pre-

nant H=1 , la thése du théoréme 1.2 est précisément 1'inégalité cherchée.

On montre dans 1'exemple suivant que 1'inégalité précédente n'est pas vraie

d NN N :
en général avec [Mp]t au lieu de [M ]t ; on considére & cet effet une martingale
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M somme compensée de sauts totalement inaccessibles (donc [M‘p ]t=0) et la fonction
P
F(x)=x avec p>2.

EXEMPLE 2.2 Soit 9=]0,+=] , dIP(x):e_xdx , T(x)=x et Et la plus petite filtra-
tion (completée et rendue continue & droite) pour laquelle T est un temps d'arrét:
_F_t contient les boréliens de ]O,t] et l'atome ]t,+=[ , et T est totalement inac-

. . 5q ‘s +* +o -X
cessible. Soit A borélienne positive, telle que IO A(x)d]P(x):fo A(x)e “dx<+w :

considérons le processus croissant adapté At(x)=A(x)I (x)=A(x)I (x), dont

{t>T} ]Jo, t]
by t,
le compensateur prévisible est At(x)=.fo/\x A(y)dy. En effet, puisque sur ]O,s] on

v N + -X 4o A, n -X
a A -A =A -A =0, il suffit de vérifier que S (A -A )e dx=f (A -A )e dx .
t s t s S t s s t s

t —
Le premier terme coincide avec IS A(x)e Xax et le deuxiéme avec
t, X -X +o  t -X , L .
IS(I A(y)dy)e “dx + ft (IS A(y)dy)e "dx : 1'égalité entre ces deux derniers est
s

" 2
un simple exercice. Soit maintenant Mt=At_At : on a [M]t(x)=A (x)1 (x) et

Jo,t]

tax 2
> = .
<M t(x) fo A (y)dy

¥ 2
Si 1'inégalité E[(MT )p]_<_cp.E[<M>¥/ ] (p>2) était vraie, on aurait pour T=+=
* 2 2 2
E[(M )p]icp.E[<M>§/ ] et aussi E[ [M]i/ ]_<_cF').E[<M>p/ ] (on rappellera que

E[ [M]S/2 ] idp.E[(Mi)p] : inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, voir par example
[4] ). Mais [M]m(x)=A2(x) et <M>m(x)=f)(; Az(y)dy ; on peut trouver facilement
A telle que J‘(;m Ap(x)e—xdx:+m et Igm A2(y)dy<+°°, et dans ce cas

M2 )zre et B[P %] che

©

E[
REMARQUE 2.3 Je signale briévement, sans entrer dans les détails, que 1'iné-
galité du th. 2.1 peut s'appliquer & 1'integrale stochastique par rapport aux
mesures aléatoires-martingales (je suis de trés prés la présentation donnée dans
[6] pag.111-119) : si on considére, & la pag. 117 de [6], une suite de temps d'ar-
rét a graphes disjoints qui porte tous les sauts du processus Fd (pas seulement

les sauts prévisibles) on obtient une inégalité analogue & la (1.4.6) avec une
. 2 . 2
fonction moderée quelconque F au lieu de F(x)=x .

Montrons maintenant, & titre d'exemple, la 'traduction" pour les semimartin-
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gales générales du th.6.2 de [3].

. . , d .
Soit A un domaine borné de R : je rappelle que l'espace de Sobolev W  (A)
’
s 0% |Pax.
[a|<m’ A

Si feW m(A) et a est un multi-indice avec |a|<m , il existe une fonction
’

est le compléte' de Cm(A) pour la norme ||f|| p n =z
P,

£%1P (1) et une suite £ d'éléments de c™(n) telle que £ o et D“fn+f°‘ dans LP(1):
on dit que f * est 1a dérivée forte de f (qui est aussi dérivée faible, c'est-a-
dire dérivée au sens des distributions) et on écrit, avec la notation des déri-
vées classiques, £%-D% . Soit maintenant H(w,s,A) définie sur 9x]O,=[xA , mesu-
rable pour la tribu PxB(A) ( P tribu prévisible sur x]0,=[ , B(A) tribu de Borel
sur A) ; supposons que, pour presque toutw, pour tout s H(w,s,.) soit un élément
de wp,m(A) (p>2) et que D’H soit encore mesurable pour la tribu PxB(4).

Soit X une semimartingale, B le processus croissant qui résulte du th.1.2 et

supposons que [ |H|| E m dB <+~ p.s. pour tout t : il existe une version
’ S - -

10,t] |

Lt()\) de 1'intégrale SH()A)dX telle que, pour presque tout w, pour tout t

Lt()\)ew m(l\) et telle que DuLt:f (DuH)dX .

P, Jo,t] v
~ p-1 p . N
On peut supposer, par arrét, que E[B ~.f [1H]] dB ]<+~ ; la thése
© 70, pm s

est évidemment vraie pour un processus (prévisible élémentaire) de la forme

n

I H, (w,\)I (s) . Pour un tel processus on a

) i It.,t, ]

i=1 i’ i+l

B sup uf]O,t]den" ]= H swp1

a P.
S d\s (D'H)dX] 7]
o,t
X t<w p,m X Ko A ] ]

lal<m

s, E[ sup |7 (0*H)ax|P]

<ZI 4
lo| <m O<t<e

lo,t]

-1
<c .z S da E[Bp S
m A ©

o P p-1 P
DH|"dB ] = c .E[B ".f H dB ] .
- p || 0,'»[‘ ! s] P e, 1o,=[ HHl p,m s

]

Soit maintenant H' une suite de processus prévisibles élémentaires telle que
-1
1im E[B° ".s [
By 0,01
n+o

sous-suite, L:(A) converge p.s. dans D([O,m[,Wp m(A)) (espace des fonctions

’

n _n . N .
IH—Hnll i o dBS]= 0. En posant Lt=.rH dX , quitte & extraire une
’

c.a.d.l.4.g. définies sur [0,=[ & valeurs dans wp m(A), avec la norme uniforme)
’

soit L 1la limite, qui est évidemment une version de 1'intégrale SHdAX.
t



131

. n an _o
Puisque Lt-rLt dans LP(Q,E_t,P ,Wp m(A)) ,onabD Lt*D Lt dans

’

(D% )dx» S (D®H)dX dans

p p L )
L (Q,Et,P,L (A)) ; mais aussi S 10,¢]

lo,t]

Lp(ﬂ,f_t,P ,LP(8)) ( remarquer que

-1
E[£ dA|s p*(H-m)ax|P] < ¢ .s dr E[BY Ip%(H"-H) |PaB ]
A - p A t ] s

10, t] Yot

p-1 n P
<c .E[B ".r H -H dB ] ).
< [ t Jo,t] I I p,m s

L'égalité DGL:=I (DaHn)dX permet de conclure la démonstration.
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