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FORMULE DE TAYLOR STOCHASTIQUE ET DEVELOPPEMENT
ASYMPTOTIQUE D'INTEGRALES DE FEYNMANN

Robent AZENCOTT

INTRODUCTION :

Soit x° une famille de diffusions indexdes par le paramétre €, et convergeant,
quand € + 0, vers une diffusion xo, éventuellement déterministe. Au voisinage de
€ = 0 nous construisons un développement limité de (x€ - x° en puissances crois-
santes de € ; le coefficient 8y de € est une semi-martingale continue, et les g, se
calculent par quadratures stochastiques successives explicites. La forme du reste
est analogue 3 celle du reste de Young pour la formule de Taylor usuelle. La partie
polynomiale de ce développement peut vraisemblablement, dans certains cas particu-
liers, se déduire d'une formule de Taylor récemment annoncée par Platen [P1l] qui ob-
tient un reste sous forme intégrale. En effet, nous développons suivant les puis-—
sances d'un paramétre, tandis que la formule de [Pl] correspond en gros & développer
suivant les puissances de /t.Notre présentation fournit des majorations précises des
queues de distribution pour les coefficients et le reste. Ces estimations sont cru-
ciales dans les applications aux développements asymptotiques des "intégrales de
Feynmann du type E[F(e,xe)], oii F est une fonctionnelle sur IR x {espace des trajec—

toires}, quand € » 0.

Par changement de temps, ces résultats s'appliquent aux diffusions en temps

. . . . n . ~
petit, Si Ve est une diffusion sur un ouvert de IR, on obtient un développement
N+1

N
du typey, =y + z g (t) + ¢t 2 (t) ol le vecteur g (t),...,g (t)... a méme
t o k=1 k +1 1 k
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loi que t]/zgl(l),...,tk/ng(l),... et ol Rn+](t) est borné "en probabilité&" quand
t > 0. En particulier, si f est une fonction bornée et lisse sur ng E[f(yt)] se

développe pour t + O en puissances de tllz.

€
Le cas délicat d'expressions du type Elexp - fﬁifl] , avec F fonctionnelle

bornée sur 1l'espace des trajectoires est traité complétement dans le cas
€ € €
dx =€ o(x )dw + b(e,x )dt

. * . 3 - 3 . -~ .
ol w est un brownien et 00 inversible. Nous étendons ainsi 3 leur domaine naturel
de validité les résultats antérieures de Schilder [Sc] et Doss [Do] ; Schilder trai-
o - . _E - . PN
tait le cas (proposé par Donsker) ol x =€ w ; Doss résolvait celui ol les colonnes

de la matrice 0 commutent entre elles (en tant que champs de vecteurs).

Quelques résultats élémentaires sur les &quations stochastiques linéaires et
sous linéaires sont rappelés, pour la commodité de 1'expos&, dans un appendice,

faute de référence publiée adéquate.

1.- FORMULE DE TAYLOR STOCHASTIQUE

1.1.- HYPOTHESES : Soit U un ouvert de R". Pour chaque € 2 0, t > 0, considérons
un champ de m-vecteurs b(t,e,x) et un champ de m x k matrices o(t,c,x) sur U. Soit

(wt) un brownien k-dimensionnel. Considérons 1'équation stochastique
) dx‘3t = c(t,e,xi)dwt + b(t,e,xi)dt
sous 1'hypothése

+1
(2) pour chaque t 2 0, b(t,.) et o(t,.) sont de classe CN en (g,y) sur
[0,+ [ x U, et leurs différentielles d'ordre < N+] sont continues en t > O ; noter

1'inclusion de € = O dans le domaine de régularité de b,0.

Pour chaque € 2 0, x € U, il existe alors une solution de (1) issue de x au
. - . . . € -~
temps O, continue et déterminée de fagon unique sur [0, [ ol ;8 est le temps de -

. . €
vie (ou encore temps d'explosion) de x .

Pour T > 0, notons ng la trajectoire de x€ sur [OT], considérée comme variable
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aléatoire 3 valeurs dans un espace de fonctions convenable. Les notations Px(.),

. s . . < € . . p
Ex(') sont relatives 3 la situation oli les x sont issus du point x au temps zéro.

1.2.- CONVERGENCE FAIBLE LOCALE : Notons C([OT],U) l'espace des fonctions continues

de [OT] dans U muni de la norme uniforme. L'hypothése (2) entraine facilement (voir

Stroock-Varadhan [SV1,2] pour des résultats analogues

(3) pour tout T > 0, x ¢ U, et F : C([0OT],U) » IR continue bornée, le terme

€ . . . . € o
EX[F(XOT)I{T<C€}] est continu en €. En particulier, li?o Px(c <g) =0.
1.3.- THEOREME : Sur l'ouvert U CIRm, considérons les diffusions x° issues de x e U,
vérifiant (1) (2), de temps de vie ;E. I1 existe alors des semi-martingales gj,
1 £ j <N, 3 valeurs dans ]fn, nulles au temps zéro, continues sur [0,;0[ , telles

que le processus RN+I défini par
€ o N j N+1_¢ o €
(4) X, = x 0+ jzl € gj(t) + € RN+l(t) sur t < AT,

. . e . o . o s .
et par € (t) = point 3 1'infini de R” sur t 2 [ s’ ait la propriété suivante :
P ] P

pour tout t > 0, x € U fixés, on a

(5) lim P_ [sup | € ()| 2¢; t < COJ = 0.
e+ 0 X se[O,!'JRNH
of.»od

Les propriétés(4) (5) déterminent les gj de fagon unique sur [O,Co[ , comme
solution d'un syst@me, triangulaire et résoluble par quadratures stochastiques,
d'équations différentielles stochastiques données par un calcul formel détaillé au

§ 2. Le processus [xo,g],...,gn] est une diffusion de temps de vie co.
PREUVE : La démonstration est reportée en 4.8.ci-dessous.

1.4.- GENERALISATION : Le théoréme précédent et la plupart des résultats ci-dessous

s'étendent trds facilement au cas ol le paramétre € varie dans un ouvert de rY 3

il suffit de reformuler de fagon naturelle 1'énoncé des résultats. Le développement
de Taylor s'écrit

N
x€=x°+ z g,(t),eJ + Iel
t t 5=1 ]

N+1_€

Ry (8
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et les g.(t) sont des processus 3 valeurs dans l'espace des applications multili-
néaires de (qu)J dans Bfn. Nous nous sommes limités au cas q = | pour simplifier

1'écriture.

1.5.—.APPLICATION AUX PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES

. . < .0 o f . s s ~
Le cas particulier ol x est déterministe, c'est-d-dire ol

(6) o(t,0,y) =0 pour t 20, y e U

est particuliérement intéressant pour les applications. En effet x% modélise alors
l'effet d'une petite perturbation aléatoire appliquée au systéme dynamique x°
défini par

“
©) & = b(£,0,x7)

dt
(voir Ventcell-Freidlin [V-F] Azencott [Azl] par exemple).Dans ce cas, le temps

d'explosion Co de (7) est déterministe, fix& par le point initial x ¢ U.

‘Le systéme en cascade donnant les coefficients de Taylor gj est @ coefficients
déterministes et en particulier g, est un processus gaussien. Renvoyons au § 2.3
pour plus de détails. Du théoréme 1.3, nous déduirons plus bas, essentiellement par
changement de temps, le théoréme 1.6 ci-dessous, qui, une diffusion (yt) étant
donnée, fournit un développement de Ye = Yo suivant les puissances de tllz, quand

t > 0.
1.6.- THEOREME : Sur l'ouvert U de EP, soit (yt) la diffusion minimale solution de
dyt = F(yt)dwt + B(yt)dt

ol ' et B sont respectivement un champ de matrices rectangulaires et un champ de
N+1 . . s e
vecteurs sur U. Supposons I' et B de classe C . Fixons le point initial x ¢ U de

(yt) et soit § le temps de vie de (yt).

I1 existe alors une diffusion [g],...,gN] 3 valeurs dans (Dfn)N, nulle au temps

zéro, 3 temps de vie infini, ayant les propriétés suivantes

(8) pour chaque t 2 0O, les processus s —+ [gl(ts),...,gN(ts)] et
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s -+ [tllzgl(s),...,tN/ZgN(s)] ont méme loi ;
(9) Le processus RN+1 défini sur 0 < t < { par
N+l
2
EETI I RCRTLIEWR®

j=1
‘- . -
'ucu.gu, b 2 (l“qu?"> =0
t»0 >
L R
Les propriétés (8) (9) déterminent les gj de fagon unique pour x donné, par
un systéme d'&quations stochastiques en cascade, 3 coefficients constants, résoluble
par quadratures explicites. Les gj sont des combinaisons linéaires d'intégrales

(stochastiques) multiples du brownien w, et en particulier g, = ['(x)w est gaussten.

2.- LES COEFFICIENTS DU POLYNOME DE TAYLOR STOCHASTIQUE

2.1.- CALCUL DES COEFFICIENTS : Fixons le point initial x des x°. Considérons les

développements formels

(1) xe = x° + z ejg

jz1 3

ax® = ax’ + eJdg .
izl

PP cq s s s P . . .0 _ ..
Définissons les formes multilin@aires (aléatoires si x n'est pas déterministe)

oij(t) : (]Rm)J +R™ ><]Rk et bij(t) : @7 -’
par les formules
1 81+Jc
(2) g..(t) = T (0 t,x )
ij LTI axJ
i+j
1 3 -b
bij(t) = ETﬁT'—————F (O,t,xz) .
I° 3etox

Pour j 2 1 et y e R™ , notons 0. J(t)y et b (t)y leurs valeurs au point (y,...,y)

de (R )J. Les séries de Taylor formelles de o(t,.) et b(t,.) au point O, x

s'écrivent



3) o(t,e,y) =} eic..(t). (y-
osi,j M
b(C,E,Y) = z eibij(t) . (y*

0si,]
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0y ]
xt)

0, ]
xt) .

Dans 1'équation 1.1 (1) remplagons formellement xa, dxs,c , b par les développements

(1) (3) et identifions les coefficients de ¢

%)

g5, = 09018541 % S54

avec 1 < j et la condition initiale gj(O) = 0 pour tout j. Les Sj+1

processus aléatoires
(]Rm)J dans R™ x k

et dans les notations du type 99,8

2:?

]

temps t au lieu d'écrire explicitement OOI(t)gj(c)’ S

J pour obtenir les identités

dgy = (95,8, +0,5)dw + (b g, +b,)dt

S (gl s gj)]dw4-[bOIgj+l4-Kj+](g] . gj)]dt

sont des

et Kj+l

3 valeurs dans 1'espace des applications polyndmiales de

R et R" respectivement, données par la formule (5) ci-dessous,

Sj+1(gl”"’gj) etc... on a sous-entendu le

j+l,t[gl(t) oes 8j(t)], etc...

Le calcul élémentaire ci-dessus donne pour Yyseers¥s eR"”

(5) s‘,t = olo(c) et K]’t
341 MO yj) GJ+1,0(t)
j+l,t(yl ven yj) bj+l,0(t)

en notant H(j+1) 1'ensemble des (i,r,p]

vérifiant

0<is<j ; 1srsjiHH ;
. . -
1+ P, eeot P, j+ 1.

Une transformation linéaire permet

cascade 3

2.3.-PROPOSITION : Sous

J

= bxo(t)

+ 1 o (®.0y ...y ]
H(j+1) 1T Py Py
+ b. (). [y ...y 1
H(§+]) r Py Pr

v pr) ol les lettres sont des entiers

1 < PysecesP, <]

de ramener le systéme (4) 3 un systéme en

solution calculable par quadratures.

1'hypothése 1.1 (2), le systéme d'équations différentielles

stochastiques (4) admet une unique solution (gl,...,gN) continuge sur CO,COE, ol Co

est le temps de vie du processus limite x°. De plus, le processus (xo,gl,...,gu) est
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cer s . o
une dif’usion de temps de vie [ .

I1 existe une diffusion (xo,Q) de temps de vie Co, avec Qt automorphisme
lindaire de ]fn, Qo = I, telle que les hj(t) = thj(t) vérifient sur [0,2°[ le sys—~

téme en cascade

dhj+l = sj+|(h1 cee hj)dw + Kj+l(hl e hj)dt
oti les §5+] et E5+I sont des processus aléatoires & valeurs dans les applications
polyndmiales.

PREUVE : Il suffit d'utiliser les ré&sultats de 1'appendice A.7 avec W = HJ(, F = R
Soit L(F,F) 1l'espace des applications linéaires de F dans F. Pour m ¢ L[F,L(W,F)]
définissons T € L[W,L(F,F)] par

(mf) . w= (ﬂ*w). f feF, weW,.
Définissons 1'application bilinéaire aléatoire Bt : WxW->L(F,F) et sa trace

Ct e L(F,F) - cf. appendice A.6 pour la définition de la trace d'une application

bilinéaire - par

* *
(6) Bt(V,W) = EOOl(t)VJEOOl(t)WJ v,w € W
Ct = Tr Bt
et soit Qt ¢ L(F,F) la solution (cf. A.7) continue sur [O,Co] de 1l'équation linéaire

%) do, = - Q- [og](t)dwt+bOI(t)dt]+QtCtdt

Alors (cf. A.7) pour t ¢ [O,CO( . Qt est inversible et on a
(8 a@Q."y =[o* aw_+b_ (t)de]. Q'
Q o1 "t ol R

De plus, le changement de variables (cf. A.7)
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(S
v

9) h.(t) = .(t
J( ) thJ( )
définit une diffusion (xo,h],...,hN) solution du systéme

(10) dhj+l = Sj+l(h1 cee hj)dw + Kj+l(hl e hj)dt

~

avec Sj+1’ Ej+l donnés par la formule (12) ci-dessous, et toujours en sous—entendant
le temps t dans hj’ Sj+l etc...

Pour chaque z ¢ FJ notons ¢j+| c(z) 1'application bilinéaire de W x W dans F
’

donnée par
* ~
1) ¢j+],t(z)[v,w] = [00](t)v]. [Sj+l’t(z)wj ol v,we W

est une applicationpolynd-

et soit Dj+l,t(z) e F la trace de ®j+],t(z)' Ainsi Dj+l,t

miale de F) dans F.

D'aprés A.7 (17), on a alors

Q.S

~ o @j
(12) 8 1,t (Qt) t j+l,t

J+

~ @j
Kj+l,t: ° (Qt) Qt(KjH,t Dj+l,t) :

Une récurrence immédiate prouve que le systéme en cascade (10) admet une unique so-
lution continue (hl e hN) sur [O,Co[, qui s'obtient par quadratures successives

(riemannienne .et stochastique) ; on revient aux gj par l'inversibilité de Qt'

2.3.~- CAS PARTICULIER : PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES

Considérons le cas particulier ¢(t,0,y) = O introduit en 1.5. Alors xo, ;o sont

déterministes et x° est la trajectoire du systéme dynamique 1.5 (7) issue du point

. .. € . . PO

initial x commun aux x . Les coefficients oij(t), bij(t) définis en (2) sont des
. - . . . [o] ¢4z P

fonctions déterministes de t, continues sur [0, [. La nullité de o(t,.) entraine

(13) Goj(t) =0 pour j = O,

Le changement de variables hj(t) = thj(t) défini par (7) (8) est ici trés
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simple car les matrices Qt sont déterministes, données par 1'équation différentielle

ordinaire

as %

- Kj,t , Sj,t , Kj,t introduits en (5) et (12) sont déterministes,

Les polyndmes Sj
b

.. . o N
3 coefficients continus sur [0, [, et les systémes en cascade donnant les gj et les

hj sont 3 coefficients déterministes. L'équation stochastique
dhl(t) = QtOlO(t)dwt + thlo(t)dt

montre que h] et g, sont des processus gaussiens que 1l'on peut expliciter facile-

ment (cf. Chaleyat-Maurel-Elie [C-EJ).

Le cas particulier des syst@mes perturbés associés aux diffusions en temps
. . o 2
petit (cf. 5.1) est encore plus simple car X, est alors constant en t et encore dé-

terministe, hj =z gj, et le systéme en cascade (4) est 3 coefficients constants.

3.- UNE FORMULE DE RECURRENCE POUR LE_RESTE DE TAYLOR STOCHASTIQUE

Soit x° la diffusion solution de 1.1 (1), sous les hypothéses 1.1 (2). Soient
gj les coefficients de Taylor stochastiques calculés formellement dans la section 2,

de temps de vie Co. Pour j = 0 ... N définissons polyndme et reste de Taylor par

(1) z =0 s z, = 2 ejg
o ’ I jcksi h}
€ _ 0 _ j+1 o €
X X zj + € Rj+1 sur (0,7 AL [
Rj+l = point 3 1l'infini de R" sur [z° A Ce, +o [,

Bien entendu zj, R.

341 dépendent de €.

Ecrivons la formule de Taylor usuelle pour y,z ¢ U,

i+j .
1 ] ~
z i c_] (£,0,y) . (Z'}’)J + 0

o(t,e,z) = TIT
i+jesn 103 3etdy N+l

Pour tout compact connexe K ¢ U, tout voisinage compact L de K dans U, tout T > @,
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il existe ¢ > O tel que pour € 20, t < T, y,z € K, on ait

o i IR
Ogl s ¢ 1 elz-yl? Il
i+3=N+1 de 9y~ T,e,L
ol llf"T el ™ sup{|£(t,a,2z)| tels que t < T, o < €, z ¢ L}. Résultat analogue pour
E A ]
b. Avec les conventions de 2.! on peut &crire
€ i €E_ o0 i N+1
(2) olt,e,x ) = I elo (t). [x -x] +e W,
i+jsN J
. : j
€ i € _ o N+1
= << -
b(t,e,xt) X [ bij(t). [x, xt] t e Ve

i+jsN

€ s .
et affirmer que, en notant TK le temps de premiére sortie de K pour xe,

(3) @ chaque compact connexe K ¢ U, et chaque .T > 0, on peut associer ¢ > 0

fixe tel que

n+] £ (e}
luN+]| + |VN+II < c(1 +|Rl|) pour £ S TA T AT .

Examinons en passant le cas particulier o(t,0,y) Z O (systémes dynamiques per-

q
turbés). Pour i 2 1, les ——2:%——; sont nulles en (t,0,y), ce qui entralne avec les
39 oy
notations ci-dessus.
3% .
”———————TJI = 0(e) pour 1 £ i < q < N+1 .

39 Myt T,e,L

Pour K,T donnés on trouve ainsi un nombre <, tel que y,z ¢ K, t < T impliquent

€ 5 16| secE” |33lSc](e3+€2|z—y|+€]z—y|2).

Ceci fournit, toujours en supposant o(t,0,y) = O, des estimations plus fines des

restes dans (2), & savoir
. 2
(3 bis) lu]] T N T c, s |u3| S c, 1+ |Rl|)
€ o
pour t < T A TK A TK'

Revenons au cas général, et introduisons deux processus aléatoires continus
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sur [0,2°C ,

30, = 0,500 e

4 bt = [bij(t)]hjsn

. € 0 ~ ~ .
Dans les calculs ci-dessous les processus x , X , b, O, gj, z, etc... sont toujours

considérés au temps t, qui est le plus souvent omis pour alléger 1'écriture.

Enongons un lemme élémentaire ; soient F, G deux espaces euclidiens, et j 2 1
. . 3] . : caszs ]
un entier ; soit L(F J,G) 1'espace des applications multilinéaire de FJ dans G. 11

existe une application polyndmiale
?]
FJ. : L(F 7,6) x F x F > L(F,G)

telle que pour tout u,v,w ¢ F, tout B ¢ L(FGJ,G), la relation u = v+w implique

J

) B.ul = B(vew)d =B. vl + Piuv) . v

De plus, I‘j (B,u,v) est linéaire en B, de degré total (j-1) en u, v. Ceci se vérifie

par récurrence sur j.

P . 1 N-1
Pour N 2 2, i+j 2 2, appliquons (5) avec u = Rl’ v== LU € RN’

. serice b E_ 0 = i*] j
B bij(t) pour écrire € bij C(xT-x) € bij . (v+w)” sous la forme

i+j 1 i N+i+j-1 1

€ bij(e zN—l) + € Fj(bij’Rl’e ZN—I) <Ry -
Le terme €1+J-2 I‘j(bij,R],é— ZN-I) appartient 3 L( ]Rm, ]Rm) et est d'apré&s (1)(5) une
fonction o polyndmiale (3 coefficients constants) en €, bij(t)’ R](t), g](t),
egz(t),..., eN_ng_](t). Ceci donne pour i+j 2 2, N 2 2

i e__0yj__1 j . N+l N-2
(6) € bij(x X ) =¢ bij(zN-l) +€ Yij(e,bij,R],g] veesE gN-I) . RN .
Pour i+ j = 1, &crivons directement

€ o N+1

7 by (X=X = boyzy * € BorRyay

Mais les polyndmes aléatoires Sj’ Kj définis en 2.1 (5) vérifient clairement,

pour N 2 2,
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)+ eN"’l)‘

i
b..z + Eb _+ | e (2 N

iz ed
017N 10 N-1 I ey - 8

25i+j<N 1<j<N i

ol A est une fonction polyndmiale (& coefficients constants) de €, b(t),

gg‘(t),...,eu- (t)

Sommons (6) (7), reportons dans (2) et tenons compte de 1'égalité précédente

pour écrire

(8)  b(t,e,x) -b(t,0,x D= ] ek,

(g e By +ll! . RY)
1<ien 1 (o 1Ryt V) N Ry

de méme

N1
(9)  olt,e,x; €) - o(t,0,x ) 1s§sn€ s;(8) - 8 DHE (O Ry, F iyt oy RY

avee by = OLE(D),R;(6),8,(6),cense gy (D]

by = e (0,R, (0,8 (0, gy (0]

ol ¢ et W sont des fonctions polyndmiales 3 coefficients constants, 3 valeurs dans

1'espace des applications affines de R" dans L( ]Rk R" ) et R" respectivement.

Dans 1'&quation 1.1 (1) vérifiée par x remplagons xe, 0, b par les développe-
ments (1) (8) (9). Comme les gj sont solutions du systéme stochastique 2.1 (4), les

i . . . o
termes en eJ, j € N, disparaissent et on obtient pour t < § A ge, N2 2,

(10) Ry, = (O Ry y + Oy Ry + iy, ) )dw + (bg Ry, + Uy« Ry * Ve p)

Ry ©) 2

Un calcul direct montre que (10) est vraie pour N = 1,2 avec

(i ¢] = w] =0
¢2. v = d'](t)v + 002 (R (t),v) pour tout Vv e R"
wz. v = bll(t)v + boz(t). (R](t),v) pour tout V € r" .

Le changement de variable 1indaire 2.2 (7) (8) (9), noté ici
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(12) T (8) = QR (0) sur0st<zact

transforme (cf. appendice A.8 (20) (21)) le systéme (10) en
(13) dr = FNdw + Gth

N+l
avec (le temps t &tant toujours sous—entendu dans 1'écriture ci-dessous)
Q'E, =0, . Ry + 1
N N N+
Q—]GN = Uy Byt Vyap P BLOG e Ryt lygyy)
oll B est une forme bilinéaire 3 coefficients constants.

En particulier, Fy (t) et G (t) sont des fonctions polynomlales (a coefficients cons-

tants) de ¢, 0(t), b(), Rl(t), (t),...,gN 1(8),Q ,Qc ’"N+I(t) Va1 (85 T (E).

4.- ESTIMATIONS DE LA QUEUE DES COEFFICIENTS ET DU RESTE DE TAYLOR STOCHASTIQUE

4,.1.,- ESQUISSE DES RESULTATS : Pour chercher un développement asymptotique de

E[F(e,x OT)]quand € + 0, ol F est une fonctionnelle numérique assez lisse, & partir
du développement de Taylor stochastique de xe, il est crucial de savoir quand

E[fgj(t)|9] est fini et quand E(]R§+l(t)|p) est borné pour € < 1.

Dans le cas général 1.1(2), ces moments peuvent ne pas exister. Par contre

sup [g | et IRN+1| ont des moments de tous ordres,

1
{t:<TA'1’ }[0 t] {t<TAT AT }[0 t]
unlformement bornés en € < 1 pour K compact donné, T temps fixé, et T; temps de
sortie de K pour x°. Des restrictions sur la croissance en y de o(t,€,y),

b(t,e,y) et de leurs dérivées garantissent un résultat analogue avec K = U,

Dans le cas o(t,0,y) = 0, c'est-d-dire des systémes dynamiques perturbés, les

moments de sup ]g | existent toujours si t est antérieur au temps (déterministe)
o,tl,
d'explosion de x° , et dans la méme situation, ! [RN+]| a des moments
{t<T€}ro S

uniformément bornés en €< 1.
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Par contre, les exp|gj(t)| et exp|R§+](t)l ne sont en général pas d'espérance

finie, méme pour les syst@mes perturbés, dés que j 2 2, N+1 2 2,

4.2.- PROPOSITION : Considérons les diffusions xe vérifiant 1.1 (1), 1.1 (2) avec

€
X
[¢]

x. Définissons les gj par le systéme stochastique 2.1 (4) et R§+| par
xe - xo + X Jg + €N+]RN+I .
1sj<N

. . € o .
Fixons un temps T et un compact K de U. Soit TK le temps de premiére sortie de K

pour xe. Alors il existe p,c > O tels que pour tout x ¢ U, r 2 p, t < T on ait

(€)) P [ sup |g.(s)|2r ; t < T ]l <exp [-c .___§_£l_] pour j =1 ... N
o<s<t J
P [ IRS, ()] 2x 5 t<ToaTels expl- M] <1
L SuP RN+I s 2r X k] < expl-c t pour € < 1.
ossst

PREUVE : cf. ci-dessous en 4.6.

4.3.- PROPOSITION : Particularisons la situation précédente 4.2.au cas ol x€ est
un systéme dynamique faiblement perturbé, c'est-3-dire ol o(t,0,y) = O. Fixons un
point initial x € U et un temps T strictement antérieur au temps d'explosion (dé-
terministe) de x°. Alors il existe o, P, ¢ > O tels que pour tout r 2 p, t < T on
ait

a
(2) P [ sup |g.(s)| 2 1] < exp (- pour j =1 ... N,
J t
oss<t

Si K est un compact de U, il existe B, p, ¢ > O tels que pour tout r 2 p,

t<T, e<]1, onait
A < 157 < P
P [ sup |RN+I(S)I 2r ; ts K] < exp(-c-;—).
o<s<t

PREUVE : cf. ci-dessous en 4.6.

4.4,- PRECISIONS SUR LES TERMES D'INDICE INFERIEUR A 3 : La situation est celle du

paragraphe 4.3 précédent, et donc o(t,0,y) = O. Enongons quelques estimations
plus précises utiles dans la seconde partie de cet article. Les preuves sont données

plus bas en 4.7, et on suppose t < T < Co.
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- Dans (2) on peut prendre & = 2 si: j = 1, et @ =1 si j =2 ; ainsi

s r S r
sup |g1| est 3@ queue en exp(—c-TT), et sup |g2| est 3 queue en exp(—c-E).

fo,t] fo,t]
- Dans (3) on peut prendre B = 2 si N+1 =1, B=1si N+1 =2, B = % si
N+ 1 = 3, Ainsi le suprémum de |R?| - resp. |R§| N [Rgl - sur [0,t A Ti] est 3

2/3

T ), uniformément sur € < 1,

queue en exp(—c-%?), resp. en exp(—c-%) et exp(-c

t <T.

- Enfin, soit f la trajectoire (déterministe) sur [OT] du systéme dynamique
limite xo, issue du point initial x commun aux x%. Soit V la boule de centre f, de
rayon X pour la norme uniforme sur [OT] ; supposons X assez petit pour que les tra-
jectoires appartenant 3 V soient toutes & valeurs dans U. Soit T3 le temps de pre-
miére sortie du "tube" V d'axe f pour x%. Alors il existe p,c > O tels que pour

t<T, € s, r2p/xon ait

sup |€R?| < X Px-p.s.
fo,tAt ]
€ c r2
P sup_ |eR;| 2r] < exp(- = =)
XE[O,tATs] 2 t X2

Px[ sup_ |€R§| 2 1] < exp(- % 5
(o, tATy | X

4.5.- LEMMES PRELIMINAIRES : Fixons le point initial x ¢ U des x£ s considérons tous

o € PO tysex
les processus x , xe,gj,RN etc... comme définis sur l'espace de probabilité (Q,P)
naturel associé au brownien w. Donnons-nous un temps d'arr@t {. Pour tout processus
(Xt) défini sur (Q,P), & valeurs dans un espace euclidien, et continu sur [0,z[,

notons
A
3) X =1 sup X |.
t {t<g} Ossst

Nous dirons que X est du typelﬂza,c,c) avec €,c > O si pour tout t >0, r > ¢,

on a

N o
%) P(X_ 2 1) < exp(- ’EE)
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et que X est du type €(c,Z) avec ¢ > 0 si pour tout t >0, r 2 ¢, on a

A ’ 2
(5) P(thz r) < exp [- (Locgtr) 1.

Par exemple th| ’/ae Uf(a’c,c) et explwtl € B(c,r). Par des arguments &lémentaires,
on vérifie les propriétés (6) et (7) ci-dessous, ol le méme temps d'arrét [ reste

sous-entendu dans les écritures W(a,c), & (c) etc...

(6) Soit ¢t un processus al@atoire continu sur [0,z[ , 3@ valeurs dans 1'espace

des applications polyndmiales de degré < q, en p variables euclidiennes, & coeffi-

cients bornés par une constante A sur [0,Z[ ; alors 1'application qui, aux processus
x! ... XP associe le processus z, = ¢t(Xz XE) envoie W(al,cl) Xo oo X ll?’(ap,cP)
dans un W(a,c), et ﬁ (d]) X4 oX é(dp) dans un 6(d) ol (a,c) et d sont resp. dé-

terminés par p,q,A,a],c] ap,cp et p,q,A,dl dp.

En particulier Xl € W(ot],cl) et X2 € W(az,cz) impliquant B(X],Xz) e Wla,c)
avec .1, , pour toute forme bilinéaire bornée B.

% 9%

t
(7) Si § est borné par T fixe, 1'intégration stochastique X -+ Zt = J Xsdw
o
envoie W(a,c) dans u}'(a],c]) et f/(d) dans é(dl), avec -;—- = -(l; + —;— et s dI déter-
1

S

minés par T,a,c,d. L'intégrale riemannienne envoie W (a,c) dans l(?’(cx,cl) et E(d)

dans fo(d]).

4.6.- PREUVE DES PROPOSITIONS 4.2 ET 4.3 : Fixons T, x € U, et K compact de U,

Prenons § =T A T;. D'aprés 1l'appendice (prop. A.2), les matrices aléatoires

Qt et Q;l solutions des équations linéaires 2.2 (7) et (8) i coefficients bornés
sur [0,Z[ , sont donc dans un 'g(co,c). D'aprés 2.1 (5) et 2.2 (12), les polyndmes

~
aléatoires S, et K sont 3 coefficients bornés par une constante sur

j+l,t j+l,t
0 < t <. Le systéme en cascade 2.2 (10) vérifié par les hj = ng montre alors par
récurrence sur j et utilisation des propriétés (6) et (7) ci-dessus que
h. € 5(cj,c), j=1...N. Mais gj est un polyndme en Q—l, hj et donc par (6) on

J
conclut que gj € é(c,c), j=1...N.

Prenons maintenant L' = T A TO A TS, de sorte qu'a fortiori gJ. e €(c,z'"),

K K’
j =1 ... N.Supposons prouvée l'existence de d; ... dy tels que Rj € 5(«15,;') pour
j=1... Nete <1, La formule 3 (3) majore |u I et |\) | par un multiple
N+1 N+1 N+l

constant de (1 + |R]|) G, de l'équation

pour t < ', € < I, Les coefficients FN, N
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stochastique 3 (13) donnant drN+l’ ol r = (IRN+I’ sont par suite, pour t < Z',

€ < 1, majorés en norme euclidienne parN;is polyndmes (Fcoefficients constants) en

IQI,lQ_ll,lR‘I,IRNl,lg]],...,lgN_l|. Tous ces processus &tant dans des & (c,C') pour
diverses valeurs de c, on en déduit, toujours avec € < 1, d'abord par (6) que FN,GN
sont dans un é(d,c’), puis par (7) que r est dans un £(d',z') et enfin par (6)

que Ry,p € 75(dN+l’c')'

N+1

Il ne reste qu'ad amorcer la récurrence sur N. Notons pour cela que
(85 dR, (t) =a(t,e,x5) - 0(t,0,x%) Jdw_+~[b(t,e,x5) - b(t,0,x°) Jdt
1 e 7t I t € A > %
ce qui s'éctit
(9) dR (t) = u _(t,y )dw + v (t,y )dt
avec y = (xz,Rl(t), et pour € < 1, t < ', la majoration
(10) lugCe,y )|+ v (6,5 )] < MU+ [R (O]

ol la constante M est déterminée par K et T. La proposition A.2 de l'appendice en-
traine donc Rl € é(cl,g') avec ¢, constante indépendante de € < 1. Ceci achéve la
preuve de la proposition 4.2,

Supposons maintenant comme en 4.3, que 0(t,0,y) = O. On a vu en 2.3 que CO,QC,
Q;] sont déterministes. Fixons le point initial x des x% et un temps (fixe) T < co.
Le processus h] est évidemment dansldfa],c],T) d'aprés 2,3. Comme dans la preuve pré-
cédente, une application répétée de (6) (7) fournit aj,cj tels que gj € W}Taj,cj,T)

pour j =1 ... N,

Donnons-nous K compact dans U, et soit " = T A T;. Les systémes 3(10) et 3(13)
montrent paf une récurrence analogue 3 la précédente, que 1'hypothése Ri € u}?Bi,di,C")
3 . -~ " F3
pour 1 € i < j et e < 1, entraine Rj+l € af(sj+],dj+l,; ). Pour amorcer la récur-
rence, on note que dans l'équation (9) donnant dR], on a ue(t,yt) = u, et
Vs(t’yt) = vl avec les notations du § 3. Comme 0(t,0,y) = O, 1l'estimation 3(3bis)

fournit une constante M telle que pour € < 1, t < " on ait

Iue(t,yt)l <M |ve(t,yt)l < M(1 + IRl(t)l).
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Par la proposition A.2 de 1'appendice, on conclut que R, ¢ ur(z,d],;") ol la cons-

1
tante dl ne dépend pas de € < 1. Ceci achéve la preuve de la proposition 4.3.

4.7.- ETUDE DETAILLEE DES TERMES D'INDICE 1,2,3 : On suppose o(t,0,y) = O. Les sec—

tions 2.2, 2.3 et les relations 3(10), 3(11) donnent alors

g, est gaussien

- 2
dg, = by 8y = (O * 0y g )du+ (byy+by g, +by)g))de
dRz_mez = uzdw+ vzdt
dRB- b01R3 = (0”R2+ u3)dw+ [b] lR2+ bOZ(Rl’RZ) +v3]dt

Soit un temps fixe T < Co. Le processus gaussien g, est bien slr dans U7(2,cl,T).
. -1 i . . . , .
Puisque Qt’ Qt sont déterministes bornées sur [0T], 1'équation donnant dg2 montre

alors par 4.5(6) et 4.5(7) que g, ¢ ur(l,cz,T).

Soit K ¢ U un compact, et posons § = T A T;. Les estimations 3(3) et 3(3bis)

fournissent un nombre fixe c tel que pour t < g, € < 1, on ait

eh)) | < ey |v,| e+ |R‘[)2

A

]u3| c(l + [Rll)2 , |v3[ < c(l + ’R]l)3 .

On sait déja (voir section 4.6) que R, € UJIZ,d],;). Appliquons les lemmes
4.5(6) et 4,5(7), et les majorations (11) aux équations stochastiques donnant dR2

et dR, pour conclure d'abord que R, € U)?I,dZ,C), et enfin que Ry € uf(%,d3,C), tou-

3
jours pour € < 1,

2

Ces estimations uniformes en € < 1 s'améliorent si on remplace Ri par ERi,
. . . . L .. o . . ..
i=1,2,3. Soit f : [0T] » U la trajectoire (déterministe) de x issue du point ini-
tial x. Soit V une boule de centre f, de rayon X assez petit, comme décrite en 4.4.

Imposons € < x < 1.

est le temps de premiére sortie du tube V d'axe f,
€

€ €
P =TA a
osons 7 Tv, ou TV

pour x°. Par définition, on a 'ER}I = |x - xol < X sur [0,n].D'aprés (11) ceci en-

trafne pour t<n, € < x < 1,
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|eu2[ <cx , |ev2| < 2cx(1 + lRll)

IA

2
leu3| 2cx(1 + lRll) , |ev3| s 2ex(1 + [R/])
Par 4.5(6) et 4.5(7) appliquées aux équations donnant dRZ’ dR3, on en tire d'abord
€R, € w/(z,x d,»n) puis €(0) Ry + ) « w(2,x ds,n) et

2
e[blle + b (R ,R ) + v, ]l e uf(l,xdG,n), d'ou enfin €R3 € ur(l,xd7,n), ol les cons-—
tantes dA .o d7 sont 1ndependantes de €, x pourvu que € <X < 1. Ceci prouve les

assertions de 4.4,

4.8.- COROLLAIRE : Dans la situation générale 4.2, pour x ¢ U et T > 0 fixés,

on a

lim P_ [sup | (s)| = ; T<g °7 =
€+0 X 0<s<T RN”
r-p to

Ceci achéve la preuve du théoréme 1.3.

PREUVE : Soient K, L compacts dans U avec K ¢ L°. Pour tout &vénement A ¢ Q on a
o o, € € 0 0 o
Px[An (t<g )]st[An (t<TKATL)]+px[TLgc<TK]+px[TK5t<C 1.

Le troisiéme terme tend vers O quand K croft vers U. Le second terme est majoré par

P ( sup |R ()| »=; t < TE) ol a > 0 est la distance de K 3 U~ L., La proposition
0<S<t
A.2 de 1l'appendice appliquée a (9)(10) fournit c¢ > O, €, O tels que pour t < T,

€ £ €_on ait
o

a o 1 a, 2
(12) Px[T t< T J< Px( sup |R (s)] > P TK)s expl = (Log E) 7.

O<s<t !

Prenons A = { sup IRN (s)| 2z r} avec r fixé assez grand. Majorons
+1
0<s<T
P [A n (T < TL AT £y1 par la proposition 4.2. Il suffit de choisir K assez proche de
U, puis de fixer L, et enfin de prendre € assez petit pour rendre P [A n (T<tg )]

arbitrairement petit,
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5.- LE CAS PARTICULIER DES DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT

5.1.- DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT ET SYSTEMES DYNAMIQUES PERTURBES : Sur 1'ouvert

U de ]@m, soit (yt) la diffusion minimale solution de

(1) dy = I‘(yt)dwt + B(yt)dt

t

ol les champs I', B sont comme en 1.6. L'&tude des trajectoires Yrou] quand u + 0
améne naturellement 3 considérer (cf. Varadhan [Va], Azencott [Az 1] par exemple)

les diffusions

v
o

(2) z =y 2 t

~

de sorte que les chemins aléatoires zEO]] et y 2 coincident 3 reparamétrage prés.
e [0,e7]
Introduisons le brownien v, défini par

(3) w, = —W
pour avoir la relation
(4) dz% = eT(z5)aw® + e2B(z5)de .

. € € € A . . PO
Par suite pour chaque €, les processus (z ,w ) et (x ,w) ont méme loi, si on définit

€
x  par
) dx® = eT(xO)dw + e2BGS)de.
Les &quations (5) sont un cas particulier de 1.1 (1) avec pour €,t 2 0, y e U
2
(6) o(t,e,y) = €I(y) et b(t,e,y) = € B(y).

Ainsi (5) est un syst2me dynamique faiblement perturbé (cf. 2.3) puisque

o(t,0,y) = 0, mais le systéme dynamique limite 1.5 (7) est ici trivial et s'éerit

—— =0, car b(t,0,y) = 0.

Avec les notations de 2.1 (2), on déduit de (6) les relations suivantes, en

. e s €
notant x le point initial des x ,
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7 cij(t) =0 pour i # 1 , t 20
bij(t) =0 pour i #2 , t =20
ulj(t) = JL' F(j)(x) pour 3 20 , t =20
by (0) = 3',— 33 () pour j 20 , t > o0.
Les polyndmes Sj,t’ Kj,t donnés par 2.1 (5) sont ici 3 coefficients constants quand

a
t varie ; notons-les donc Sj’ Kj et tirons de (7) et 2.1 (5) les formules suivantes

(8) S](v) = T'(x) , Kl(v) =0 pour v e b

S,(v) =T'(x)v, K, (v) = B(x) pour v ¢ R®
Sj+l(v1 eee vj) = 3(521) ;% F(r)(x)[vp] . vpr] , pour j 2 2, Ve vj ¢ R
Kj+l(vl e vj) = S(jgl) ;%- B(r)(x)[vp] e V r] , pour j 2 2, Vo vj e R™
ol J(j+|) = {r,pI - pr| l<srs<sj; s PyseeesP, S i P, *...tp. = i} .
Si on pose degré vj =3, Sj+1 et Kj+l sont des polyndmes homogénes de degré total j

et (j- 1) respectivement.

Le changement de variable hj =(2gj est ici trivial avec Qt = I. Les gj vérifient

le systéme en cascade

(9) dg. =8

541 j+l(gl oo gj)dw + K.

J+](g, ... gj)dt

qui se résout par quadratures successives. Une récurrence immédiate montre que gj
est combinaison linéaire finie d'intégrales multiples (d'ordre < j) du brownien w

et d'un drift polyndmial en t. Par exemple, on a
t

(10) g](t) = l"(x)wt , gz(t) = f [F’(x)I‘(x)ws]dws +tB(x).
o

Pour tout A > O 1'homogénéité des polyndmes sj+l’ Kj+l donne
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i -1 -1 -
(11) A J+](X v‘,...,k vj) Sj+l(vl .o vj)
i-1 -1 -1 L
S Y N 2 IR VN CARPES
j 2
de sorte que les fj(t) A g (t) vérifient de+] ASJ+]( l...fj)dw+ A Kj+l(f]...fj)dt

Mais grace a (9)(3)(11), les ¢J(t) g (A t) vérifient

2

~ A
(12) dbg = XS, (0 oo 6dw" ¥ AR (8 oon 0 )dE

i+l

Puisque wi =v, est un brownien, on voit que les processus (w,Xg’,...,ANgN) et
A%t
(w 8 (l ),...,gN(A .)) ont méme loi, pour chaque A>0 fixé.

' 5.2.- PREUVE DU THEOREME 1.6 : Appliquons le théoréme général 1.3 3 1'dquation (5)

pour écrire

avec lim P [ sup IRN+1(5)| 2 r] = 0 pour tout T 2 0, tout
€+0 OES<T € e e
x € U.Comme (x ,w) et (z ,w ) ont méme loi, ce résultat se reformule pour (z ,w )

par
(13) 28 = x + ) eIvE + eN+lp€
3 j N+1
1<j<N
avec pour T fixé,
(14) élm P [ sup [o€ (s)| 2rl1 =0
* 0sssT N+l

~ P . € . . _
ol les Yj sont définis 3 partir de w exactement comme les gj 34 partir de w, et vé-

rifient donc 1l'analogue de (9)

(15) ay€ =

€ €
j J+](Y] e Y5 €yawt + KJ NCSIREE Yj)dt .

Comme plus haut 1 homogenelte des S. 410 Kj+| montre alors que, par (11)(12), les

processus nj =€ Yj vérifient

€ €
dn; =
nJ (n, (l

. n )dw + szKJ +1

€
«.. n.)dt .
nJ



259

Au vu de (12) ce systéme coincide avec le systéme vérifié par les processus

- gj(ezt), ce qui entraine 1'dgalité eJy;?(t) = gj(ezt), ¢ > o0.

La définition (2) de zE et le développement (13) donnent donc pour tout

t,€ 2 0, 1'égalité Px—presque slre

2 N+1 €

(16) Yy, =x+ T e.(et) + ¢ °N+1(t)

€t 1sjsN J
ol p§+l vérifie (14). On en conclut d'abord que pour chaque s > O, le terme
N+1 € S P . oy
€ DN+1(27) ne dépend pas de €. Il existe donc un processus RN+1(S) tel que

+1)/2 = _ N+
s(N 1./2 RN+1(S) = EN ]p§+‘cj%) pour tout € > 0, s > O.
€

Faisons ezt = s dans (16) pour obtenir alors

(N+1)/2 =
+1

(17 yg=x+ 1 g(s) +s (s)

1<j<N

tandis que (14) entraine pour chaque T > O,

. (N+1)/2 = 2
(18) lim P_ [sup t | (t)| 21 =0
e+0 ¥ te[0T] e
P-poo

d'oli a fortiori,

lim P (|— (t)] 2r) =0
t+0 X RN+l
rypao

Nous avons ainsi déduit le théoréme 1.6 du théoréme 1.3.

6.- DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR E[F(s,xe)] :

6.1.— PROPOSITION : Sur l'ouvert U de Hgt soit x° un systéme dynamique faiblement
perturbé, de temps de vie CE, vérifiant donc 1.1 (1) et 1.1 (2), avec o(t,0,y) = O.
Fixons le point initial x des x€, et un temps T antérieur au temps d'explosion
(déterministe) du syst@me dynamique limite x°. Soit F : 'm+ x C([OT],U) - TR une
fonctionnelle bornée, de classe N+ 1, et supposons F(N+I) bornée sur les parties

bornées de R’ x c(foT]l,U).

Alors on peut trouver des nombres aj tels que



260

{T<g"} 0<j<N
i+kF
Les aj sont des combinaisons linéaires des N (O,ng) ol i+k < j.

9 93¢

PREUVE : Voir 6.3 ci-dessous.

6.2.~ COROLLAIRE : Soit (yt) la diffusion minimale solution de
dyt = P(yt)dwt + B(yt)dt sur U cnf“, avec I',B de classe N+ | comme en 1.6. Soit

m . P . . c e
f :IR -+ 1R une fonction bornée de classe N+ 1. Fixons le point initial x des xE.

Alors il existe des nombres aj tels que, [ dénotant le temps de vie de (yt)’ on ait
N+1 :

E[f(y) ! ]= 2 a.tJ/2 + 0(t 2 ). Les a. sont des combinaisons linéaires
X t’ {t<z} 0<i<N j

® ), ks .

des f

PREUVE : On se raméne & un cas particulier de 6.1 par la transformation décrite en

5.1.

6.3.- PREUVE DE LA PROPOSITION 6.1 : Puisque x° est déterministe et T < Co, on peut
o

fixer un compact K tel que T < T;. Fixons un compact L de U avec K c L, Appliquons

4.8 (12) pour obtenir a,c > O tels que

2
(l) PX(TE < T)< exp [- c(Log .g-) ]

Ceci fournit, F &tant bornée, un nombre ¢ > 0 tel que pour € assez petit

(2) E[F(e,x5) | 1s e M2,

x {TEST<§€}

On est ramené 3 &tudier E [F(e,xe ) 1 ]. Le développement de Taylor de F au
b4 oT T<T€

voisinage de (O,ng) et le fait que ||FN+](e,¢)” est bornée sur € < 1, ||¢]| < cte.
permet d'écrire pour T < TL’ es<1,

Fe,xE,) = F(0,x°.) + S(e,z5.) + €V 6(e)

*7oT >7oT >70T

[
ol IG(E)I est borné par une constante quand T < Ti, € <1, et oi S est un "polyndme"

de degré N, 3 coefficients dans 1l'espace des formes multilinéaires continues sur

c(foT],U), et ou 25 = x& - <.



261

Le développement de Taylor stochastique donne

€ . i N+1_€
z = ) e'g.+¢ .
1sjen 9 e

o €
Posant a = F(O,xOT), on a pour T < TL’ € <1

€, _ j N+1 € N+1
F(e,xyp) = a  + ] € 0.(gl...gj) +e ¥(g...gpRy,) *e 8(E)

T °  1gjN
ot Y et les ¢j sont des "polyndmes" au sens ci-dessus, en g][OT],...gNEOT],R§+][OT]
et gIEOTJ...gj[OT]resp.

€
e RN+l(t) sont du type
L1
W(e,p,T), avec a,p > O (cf. notations 4.5 (4)). Par suite pour € < | les polynOmes

La proposition 4.3 affirme que g)+--By oL t > 1
{t<T

. € s
¢j(g]...gj), j = 1...N, et W(gl...gN,RN+I) I{T<T€} sont dans un U7Tal,p],T), d'aprés
L

les lemmes 4.5 (6) et 4.5 (7). En particulier, ils sont d'espérance finie, et pour

€< 1ona

€
Ex[|W(g]...gN,RN+I) I{TSTE)] < constante.
L

Ceci achéve la preuve 6.1, avec aj = Ex[Qj(gl...gj)].

€
7.- DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE Efexp(- 527 :
€

7.1.- LE PROBLEME : Sur 1l'ouvert U de Bfm, soit x° un systéme dynamique faiblement
perturbé, donc une diffusion du type 1.1 (1) avec 0(t,0,y) = 0. Soit F: C([OT],U)- IR
une fonction continue bornée, avec T fixé. Certains problémes de physique mathémati-
que, aménent, d'aprés une formalisation de Donsker (cf. [Se.] ) a étudier le

comportement de Je = E [exp(- ézF(ng))] quand € + 0. La relation

(1 éin(.) €2 1log 3 =- izf [F(®) + Ay (9)]

ol ¢ décrit C([OT],U) et AOT est la fonctionnelle de Cramer (ou d'énergie) de

1.1 (1) a été clarifide par Donsker-Varadhan [D-V] dans le cas ol

(2) a(t,e,y) = €s(y) avec ss” inversible
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et précisée ensuite par Doss [Do] . En particulier, quand (2) est vraie, on sait

[D-V] [Do] que (1) est vraie pour suffisamment de F si et seulement si la relation

(3) lim € log P(ng € A) = - inf A(¢)
>0 de A

est vraie pour suffisamment de parties mesurables A de C([OT],U).

- - € s €
Le probléme du passage de log J€ a Je’ ou de log P(xoT € A) 3 P(xOT € A)

est délicat.

Un développement du type
a

e2

(4) J =e [a°+a !

)]

N N+
+ .+ +
1€ age o(e
a &té obtenu pour F lisse, dans le cas trés particulier oi XX =ew , avec w bzownien
usuel, par Schilder [Sc].Doss[Do] a &tendu ce résultat au cas ol o(t,e,y) = € s(y)
quand les champs de vecteurs colonnes des matrices s(y) commutent entre eux au sens
des crochets de Lie. Cette situation n'est évidemment pas générique d&s que la di-

mension m de 1l'espace d'états est supérieure 3 1.

Nous obtenons ici un développement asymptotique du genre (4) dans la situation
générique, avec oo™ inversible, grdce 3 l'utilisation conjuguée de la formule de
Taylor stochastique et de la méthode de Laplace appliquée aux intégrales
"de Feynmann' (ou encore "flat integrals" sur 1l'espace des trajectoires.
Le cas hypoelliptique (00™ non inversible) et les développements analogues pour

P(XST € A) seront traités ailleurs (cf. [Az 2]) suivant les mémes principes.

7.2.- HYPOTHESES ET NOTATIONS : Sur U c‘Rw, soit x° la diffusion minimale solution
de

(5) dx® = e s(x%)dw + b(e,x%)dt
sous 1'hypothése

(6) s(y) et b(e,y) sont respectivement un champ de matrices rectangulaires
+
et un champ de vecteurs sur U, de classe CN 3 avec N 2 0, eny ¢ U et

+ . . .
(e,y) € R" x U respectivement. De plus, on suppose ss inversible.

Le temps T de 7.1 sera pris &gal 3 1 pour simplifier 1'écriture, et on note
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G= c(l011,0).
N+3

La fonctionnelle F : ¢ > R est supposée bornée, de classe C sur 6, avec
+ . - .
de plus |]F(N 3 || bornée sur les parties bornées de .
o ax o
Le processus limite x est &videmment déterministe, solution de Tl b(O,xt).

Nous supposerons fixé le point initial x € U de tous les xe, € 2 0, et choisi tel

que le temps d'explosion Co de x° vérifie Co > 1.

7.3.- LA FONCTIONNELLE DE CRAMER (OU D'ENERGIE) :

Au systéme (5) est associée une fonctionnelle A : 5 - [0,+~ ] , semi~continue
inférieurement, et telle que {¢p ¢ & |')\(|¢) < a} soit compact dans é pour tout a fini,
appelée "énergie'" , "action" ou "transformée de Cramer" suivant les contextes

(cf. [V-F] [D-V] [Az 1]) définie par

1
1 . * * bl P
) A@) = 5 Jowt - 50,0, 1 Ts(8,) s* (401716} - b(0,6,)7dt

quand ¢' € Lz[Ol], et par A(¢$) = + = ailleurs.

Pour toute partie mesurable A de §, on a (cf. [V-F] [Az 1])

. . 2 € -— 2 € .
8 - 1nf A(9) < lim € log Px(xo,r € A) < lim €” log Px(xo,r € A) s - 1n£ Ad).

deA €0 deA

Posons précisément, ;e étant le temps de vie de xe,
-2, €
(9) Je = Ex[l e exp(- € F(xm))]
{g7>1}

(10) a = inf(F + 1)
1)

Le minimum a est toujours atteint sur 6, et pour la question qui nous intéresse
seul "compte" un voisinage arbitrairement petit (dansi ) de 1'ensemble des points
oi (F + ) prend la valeur a. Pour traiter le cas le plus simple, nous supposerons

que (F + X) n'atteint son minimum qu'en un nombre fini de points de & . Ce cas se

raméne bien slir au suivant auquel nous nous restreindrons désormais :

(11) (F + A) n'atteint son minimum qu'en un seul point de ¥, que nous note-

rons f.
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La relation (1) est alors vraie (cf. [D-VI[Do]) et d'aprés (8), pour tout voi-

sinage V de O dans fg, il existe ¢ > a tel que
- <
2

€

£ {1 exp(- e’ FGE ) < e .

1
T Ixg dE+V] [2551)
Par suite si on pose

-2_. €
(12) J =E {1 exp(- € “F(x_. M}
A s ol

on a pour tout entier N, tout voisinage fixé V de f

(13) 3 =[1+oe™ 11

e,V '
Nous prendrons pour V une boule de centre O de rayon assez petit pour que l'union

des g[01] quand g décrit (f + V) soit relativement compacte dans U.

7.4.- THEOREME : Soit xE le systéme dynamique perturbé vérifiant (5) (6). Soit

(N+3)” bornée sur les

. - +
F : 8 + R une fonctionnelle bornée de classe CN 3 avec ||F
bornés de B . On suppose 1 < ° = temps d'explosion (déterministe) de x°. Soit A la
transformée de Cramer de (5) ; on suppose que (F + A) n'atteint son minimum u sur

¥ qu'en un nombre fini de points.

Alors il existe des nombres ao e aN, u, tels que

€
F(x_,) u u
Ol N N+1 o 14
E_[1I exp(- —=—)] =[a_ +ace +...+0€c +0(c )] exp(-—~—) .
X [C€>1] 2 ) 1 N ez A

1 3b < . .
1 3 (O,ft)dt ou f, parmi les points

vérifiant F + A = u» celui qui minimise 1'intégrale donnant u .

l * -
onau = L CE! - b(0,£,)] [s(ft)s*(ft)]

PREUVE : Elle est donnée en 7.6, 7.7, 7.8, 7.9.

7.5.— GENERALISATIONS : Au lieu de (5), on peut considérer le systéme dynamique per-

turbé général 1.1 (1)

€ € €
dxt = U(t,e,xt)dwt + b(t,E,xt)dt
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- N+3 .
avec o(t,0,y) =0, o(t,.) et b(t,.) de classe C 3 dérivées d'ordre < N+ 3
* . 3 ~ - 3 -
continues en t, et 00 inversible. Les mémes méthodes s'appliquent en aménageant

convenablement la définition de la transformée de Cramer en posant

1 *
M) = 5 | 10y - 5(6,0,00 TR (6,0,6,) B (£,0,0 710 - b(r,0,8) e .
o

A ()

On peut envisager le cas €€ rY ; i1 faut alors remplacer —~%— par A(¢,€)
€

défini ainsi
1 ! * -1 .
A(d,€) = 3 I [¢' - b(.,0,4)) A '[¢' - b(.,0,¢)1dt
o

*
90 90 , o .
avec At Esg (t,0,¢t).€] EEE— (t,0,¢t).e], le terme principal de

E, lexp(- —JTE F(xg]))] est alors en expl[- 12 uo(e/|€[)] oli pour tout vecteur
€ le
unitaire v e'mﬂ, uo(v) = inf [F(¢) + A(,V) ].
¢

7.6.- REDUCTION AU CAS f = O PAR LA FORMULE DE GIRSANOV : Pour développer x& en série

de Taylor stochastique au voisinage du point f qui minimise (F + 1), posons

€ €
y =x - f, de sorte que

(14) dy® = e s(f + yE)dw + [b(e,f + y&) - £'1dt .
Posons pour tout €, t 2 0 et v ¢ U tels que (ft +v) el
(15) B(t,e,v) = b(e,ft +v) - b(O,ft)
et introduisons la diffusion z% solution de
(16) dz¥ = es(f, + 20)dw_ + B(t,e,z))dt .
Soit & 1'espace des chemins définis sur R* 2 valeurs dans U u § o

"8 = point 3 1'infini de U, continus jusqu'au temps d'atteinte [ de §, constants aprés

E, w,_ sont

P - . . €
G, et avec limite 3 gauche en . On peut toujours supposer que Xes yi, zo W

des variables aléatoires définies sur & adaptées aux tribus usuelles

grt = (8vénements de ﬁ. antérieurs a t).
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Adoptons les notations suivantes
(17 6(v) = [s(v)s*(v)1"! et H(V) = G(v)s(v) pour v € U

h' = £' - b(0,f) .

sur § n (g > 1), la loi de € est absolument continue par rapport a celle de
1 ’ Y01
€ : I(e ze)
Zg» et la densité est donnée par exp[- ———ii——] avec (formule de Girsanov)
€

1 1
(18) I(e,2%) = | h'G(f + 2%) . [d2® - B(t,e,25)dt] +4 | n*G(£+2z5)h dt .
[o) 2 o

Pour toute fonctionnelle mesurable bornée & : 6-*'R, on a

€
E[6(y") 1 e 1= Elo(z5)1 . ex(- I—(&;—))]
[y ev] [z7eV] €

< P . €E € € ,.. € € €
ol systématiquement x , y , z désignent X1 Yo1 Zo1 ¢

En particulier 1'expression Je v définie par (12) s'écrit
’

€ €
(19) J =E {1 . expl- F(f+2z) +21(e,z )]} )

€,V [z"eV] €

On s'est ramené 3 une situation oii le processus de.base 2% tend vers 0 quand
€ + 0, ce qui n'était pas le cas pour xe, avec l'utile restriction (ze e V). La

. € . . . .
fonctionnelle F(x ) est toutefois remplacée par une fonctionnelle plus compliquée

. . . €
car I contient une intégrale stochastique en z .

7.7.- DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR PRELIMINAIRES : Soit G 1'espace des fonctions conti-

nues sur [01] nulles en O, & valeurs dans r". Appelons polyndme sur % toute fonction

® :% > Moi Mest un espace euclidien quelconque, du type ®(¢) = 2 A.¢J, ol
. 0<j<q
chaque A, est une application'multilinéaire continue de ¥ J dans M, et

i
Aj¢ = Aj(¢"--’¢)'

Le systéme faiblement perturbé 2& vérifie B(.,0,.) = 0 et donc z° est le sys—

téme dynamique trivial zi = 0. La formule de Taylor stochastique fournit une dif-

m, N+2

a valeurs dans (R) et temps de vie infini, telle que

fusion By v+ By

(20) £ = ] e +edtr, 1 <35 <N+2

15k<j i
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" . _E .
ol les Rj+ dépendent de € ; on posera aussi z =€ R,. Le processus 8 est gaussien

1 1
et les gj sont des combinaisons linéaires (finies) d'intégrales multiples d'ordre

< j du brownien w - cf, 1.3, 2.3,

Nous utilisons les notations 0(.) et o(.) au sens usuel, quand € + O ; intro-
duisons aussi la notation 0(.) ; si X, Y sont des variables aléatoires dépendant
&ventuellement de t, € nous dirons que Y = a(X) s'il existe un nombre fixe C tel
que pour 2 € V, €es1, ts1, onait |Y| =< C|X].

Pour toute fonction I' : ¥ + R, nous poserons Po = T'(f), Fn = 57 F(n)(f) 3 nous

noterons Z = 2 . Si X est une variable aléatoire dépendant de t, €, nous notons
1 1

I X dw et I X dt les intégrales I Xtdwc et I Xtdt.
o [

Remarquons que par (16) (17) on a
* %
IhG(f+Z).(dZ—Bdt)=€JhH(f+Z)dw.

Les formules de Taylor usuelles fournissent alors, grdce aux hypothéses 7.2, le

développement

1 !

(21 F(£+2) + I(e,2) =F_+ A + § [F2z"+ h dt
© % isnsNe2 T ZJ

f

n-1 N+3 lZ" N+2

awl + 0( ||z|| Ydw .

+e I n'H__,Z )+ ¢ o(|

Commengons par appliquer ce résultat avec N = O en prenant soin d'écrire

Z =¢c g + €2g2 + e3R3 et 22 = szg] + e3g 2 + ezRZZ

On obtient

(22) F(f+2) +1(g,2) =A ‘A A +A,

A =F +) =uy
o [o] (o] o
A =clFg ++ | n* hdt+ | h'G_ s dw]
I 18y*7 | h-Cgy . hde 050dY
2 2.1 * 2 *
A,=¢ [F132+F231+5 I h (G152+ ngl)h dt+I h (GO. $,8,%6C8, - so)dw]

A

f
3=O3+€J 02dw
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~ ~ 3 3 3 2
on 0, = 3C 1zl * + 2 liryll + € llg, Il MRl + €21zl 1%, I

o
I

~ 2 2
, = 0zl 2+ Rl

Revenons au cas général (21) et remplagons Z par le développement stochastique (20)

avec j = N+ 2, Comme A3 est la somme des termes de degré 2 3, on obtient

(23) A € 1r +
3” 3<n<N+2 A3

N+3~ ~ N+3 N+2
Aoy~ & s+ 8C1ZI MY e [ B2

f
Mo = Pp(8) oo 8 * | a,(,8,(6)...g (€))dw,

A A ~
a3 ™ Praz (8100 By Ry y) * J O3 (618 (8) oo By, (£),€, Ry, 5 (D)W,

ol P, ¢ 6" +R, i;N+3 : 6N+2 xR x G >R sont des polyndmes au sens défini plus
haut, tandis que qn(t:,.) : (]Rm)n + 1R, aN+3(t,.) : (]Rm)N+2 x R + xR" >R sont

pour chaque t des polyndmes usuels @ coefficients continus en t.

Comparons A, ,A, avec A', A". Posons pour i+ j 2 1

1°72
i+j i+j
Bii(8) = frrr —g— (6,0,0) = 15y —0r (0,6
37 3eoz 17 ety

Pour ¢ € & notons B, Jd)J la fonction t - B (t)[¢(t),..., ¢(t)]. Notons ' et G '
les sous—espaces de G et 6 fotmes des fonctlons ¢ telles que ¢' € L [Ol] On munit
%', %' de la norme (J |o' ] dt) 1/2

3% "', La restriction de A 3 B ' est clairement de classe C

et on considére ¥ ' comme 1' espace tangent en f
N+ 3 .
au point £ ; en

particulier, pour ¢ ¢ G' on
(24 A(E)6 =+ | 0¥ 6.6.hde+ [0 [d¢ - B ¢ dt
) Yo = 7 . ]¢ . J - G- ¢ 019 dt]

—;-A"(f)¢2=—;-J n’ G067 . h e + J h’ G0, (o - B, 0 db)

* 2 I ' * N
- [0 ey m?ar e g | 0 -3y 00% 6, (o - By e

~

Si X est une semi-martingale continue sur [01], dont la partie i variation
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bornée est un élément aléatoire de ‘5', nous définissons des variables aléatoires

numériques par

1 !

* *
(25) A X—-i-J h.G]X.hdt+I h GO.[dX-Bo]X de]

~ .2 1 * 2 * * 2
AZX =7Ih.czx .hdt+J h.GIX. [dx—BOIX dt] - J h Go.302X . dt .

o0 G', on a

En particulier, si X
(26) A6 = X' (D)6
~ 2 1 " 2 1 v * L.
)\2¢ =5 A(E)¢ "2"[ (¢ BO]‘TJ) Go(¢ BOld))dt .

Dans le cas précis de 2% donné par (16), le systéme stochastique 2.1 (4) four-

nit en particulier

27) dg, = sodw + (BOIgI + Blo)dt

2
dg2 = s]gl .dw + B + B + Bozgl]dt

0182 * Byo * By 18

Par conséquent, on a

1 * * *
(28) A‘g] 7.[‘1' Glg] . h dt+f h Gosodw+[ h GoBlodt
1 * * * 2
)\|g2 7Jh. Glgz. h dt+[ h Go' $,8 - dw+J h Go' (Bzo+B”g]+B02gl)dt

¥ 2 1 * 2 * [ —_— * 2
)‘Zgl T’Z-Jh'czgl'h dt+[ h.G]gl. sodw+J h.G]g].Blodt-J h Go.Bozgl.dt .

Définissons deux constantes ups Uy, et une forme linéaire bornée fixe L sur ‘&% par

* *
(29) u, = I h GOBlodt 3ouy = f h GoBzodt
* ~ - .
L= I h. (Go. B”¢ + GI¢ . Blo)dt ol ¢ décrit G

Par simple combinaison linéaire, les relations (28) (27) (22) entrainent
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(30) A

el- u + (Fl +)\’)gl]
A=€2[—u—L + (F +X)2+(F + A)g, ]
2 T B 2 T A8 1 17824 -

Utilisons maintenant le fait que f minimise F+ A. Ceci entraine [F'(f)+ A'(£f)J¢= O
pour ¢ € ‘6 '. D'aprés la définition (25) de )\lg], la relation (26) entre )‘l et A'(f),
et la continuité de F'(f) sur“@, on en conclut que (F] + )\l)X Z 0 pour toute semi-
martingale continue X dont la partie 3 variations bornée appartient p.s. 3 §'.

En particulier (FI + )\l)gl ='(F] + >\])g2 = 0, et on a par (30) (22), sur 1l'ensem-

ble (Z € V),

LRz ¢ 1e,0] =2 - Lo —1g e (r e K )gl ¢ L
2 ’ 2 2 1 2 7279 273
€ € € €
d'ou
Yo Yy ~ 2 1
(31 J = exp(- — + — + u,) E{1 exp[Lg, - (F,+A,)g, - — A,]}.
€,V €2 c 2 [zeew 1 2 72771 52 3

Nous avons besoin d'étudier 1'existence des moments de exp(Lg‘ - (F2+ ’X‘Z)g:;') et

d'une borne uniforme pour ceux de exp(- _!i A3).
€

7.8.- ESTIMATION DE MOMENTS : Rappelons que p est le rayon de la boule V de centre

0 dans @ . D'apré&s 4.3 et 4.4, il existe C > O tel que pour r 2 %, € < 1 on ait

€
en notant z = Zgl

2
IR, |l 2 1) s exp(-

(2 p(llgll 2 DerU
[z eV]

P(1 IRl 2 1) s exo(-2) 5 PO ller, || = ) < exp(- _ri)

[fev] 2 ¢ [fev) 2 co?

g, 2 e, ;

P(1 R 2 r) < exp(-——) ; P(I €R 2r) < exp(- —

(2fevy > ¢ [fev] 3 Co

En particulier, pour toute forme linaire continue L sur §, tout o ¢ R, on a

(!Lg‘
(33) E(e ) fini,

Les expressions de 02, 03 données en (22) entrainent, puisque Z = 2% = ¢R

1l'existence d'une constante c telle que pour 2 ¢ V, e <p< 1, on ait
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1 ~ 2
=z logl = oCllzll lIR 1%+ ellRgll + ellg Il NIR, M1 + 11211 |IR,]1)
2
scllR I+ [lergll + g, Il lleryll +ollRy 1)
1 ~
glloyll =oclizll lIr Il + e [IR,[1) < cCoIR/l + ]I Ryll)

c
De (32) et 4.5 (6) on en déduit l'existence de c, > O tel que pour r 2 7} ,

1
€<p<1, on ait

)
2}
-
N
m
N}
A

1
Py lo,] 2 e (- 5
€

P(éIIOZII € V) < exp(-

v

2}
-

N

d'ol, puisque Ay = 03 + € J Ozdw, et grice 3 4.5 (7), l'existence de c, > O tel que
c
pour r 2 7% , €ESp<1, on ait

2

1 € r
P(;E |A3| 2r 3z €V) < exp( EZB) .

Donc pour tout @& > O donné, il existe p(a) > O tel que € < p < p(a) entraine

Ia,|
(34) E[1 e exp[ (1 + a) i 1] < cg <@
[z eV] €
ol le nombre cq est déterminé par p et o seulement.
On a de méme pour € e vV, € <1,

1 3
3 logl < e, CIIR T+ HIRgIL + gy Il IR I+ HIRI TRy D
1 2
Lol s e, ClIR 12 + IR,
€

d'ol par les méme arguments 4.5 (6), 4.5 (7) et (32), 1l'existence de cg > 0 tel

que r 2 Cgs€ < 1 implique

1 € r2/3
(35) P[;i [A3| 2r ; z €V]ls exp(- —Eg—) .

Reste 3 étudier les moments de exp(-(F2 + Xz)g?). Ceci est plus délicat car

bien que |(F2 + Xz)gf| soit d'aprés (32), @ queue en exp(- c6r) , la constante Lh
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peut effectivement &@tre plus petite que 1, de sorte qu'on peut fort bien avoir

>, 2
E[exp| (F, + Xz)g||] =+,
Définissons un produit scalaire q sur ¥ ' par

f
— i [ * v o_ ~ '
a(y,n) =3 J (v By, M6 (N B,,mdt, od Y,N € V' .

I1 existe clairement ¢y > 0 tel que

f
(36) -L-J Ig'lzdt < q(g,g) < ¢ J lg'lzdt
c7 7

et (%6',q) est un espace de Hilbert.

(Fz*-i;)gz

Soit R = inf {———“

q(g,8) ~ 2

g € G tels que q(g_,g ) = 1 et R = lim (F, + A )g". Par passage 3 une sous-suite
n n’®n o 2 27°n

on peut supposer que 8, > 8 € 95" pour laconvergence faible du Hilbert (?g',q), et

gexg', 0 <qlg,g) <1} . Il existe alors des

donc que q(g,g) < lim q(gn,gn) = 1, D'aprés (36), aprés nouveau passage éventuel
n
3 une sous-suite, on peut supposer que g; + g' faiblement dans L2[0 1], ce qui en-

traine g -+ g dans tf. La formule (26) montre alors que X g2 +X gz, tandis que
n 2°n 2

clairement Fzgn -+ Fzgz. Finalement on voit que R = (F2 + 7;)g .

Supposons R < O ; alors nécessairement g # 0, 0 < q(g,g) < 1 et (F2+'Xz)g2 <o,
d'ol
(F, + X,)g?
2 7 "8
a(g,8)

(F 4 X)yg? =
sy +A)eg =R
ce qui par définition de R force q(g,g) = 1. En tenant compte de (26), on peut donc
écrire

1+ R = qlg,8) + (F, + Xg" = IF"() + M()1g? >0

car g # O et F + A a un minimum isolé en f.

Ainsi R < O implique | + R > O, tandis que trivialement R 2 O entraine
I + R 2 1. Il existe donc un nombre u tel que 0 <u <1, u €1 + R, et par définition

de R ceci garantit

(BN =7y + X)67 < (1 - w)q(6,8) pour tout ¢ €',
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Considérons le processus k2 3 valeurs dans TR défini par

*
dk, = b .Gg, . (dg -

on peut écrire

BOlg‘dt). Alors k =(g],k2) est une diffusion dans ]R“H'I et

>, 2
(38) - (7, + X,)g] = 8(K)

ot S : C([Ol],]Rmﬂ) +IR est une fonctionnelle continue donnée par la formule sui-
vante, ol on pose (I>t = (¢t,wt) eR" xR

2 1

* 2 * 2
(39) - 5@) =F0° + 5 [ h*. G,6%. b dt - J hG_ . By,¢ dr + y(1) .

J

Pour T > O posons k' = (Tgl,'rzkz) de sorte que
T T T
dkt = ro(t,kt)d».rt + B(t,r,kt)dt
avec, pour t 2 0, y = (yl,yz) eR" xR, les définitions

so(t) Bm(t)yl + TB (t)

o(t,y) = et B(t,T,y) =
h:. G (D), - 5, (6) T h:. G, D)y, -

10

B1o(®)
Ainsi la diffusion k' est pour T * O une petite perturbation du systéme dynamique

' = B(t,0,y,) qui est d'ailleurs trivial dans sa derniére coordonnée.
e ve) @

~ +

La fonctionnelle de Cramer A : C({01], R" l)' + [0,+ »] associée 3 ce systéme
perturbé est définie (cf. [Az 1]) par A(d) = + o si |8'| n'est pas de carré intd-
grable, et ailleurs par

~ Pl ,
Mo =7 | Qt,¢t[¢t - B(t,0,9,)]dt

o
avec Q:, g ° L [0,+ »]donnée par
’
Qz y(v) = inf{lwlz , POUr W € R* et o(t,y)w = v}
’

- m+ ] P s . L .
ol yet veR . Les définitions ci-dessus, et le fait que 5,50 ait un inverse G0

entrainent facilement (utiliser [Az 1] ch. III) la propriété suivante
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- pour tout v = (v sV, Yetys= (y],yz) dans R™ x ]R Qt (v) est fini si et seule-
v, G (t)v De la défini—

ll‘<

ment si v, = *. G (t)yl. 13 de plus on a alors Q (v)

tion de A on conclut alors que pour & (¢ W )e ]R x ]R element de C([Ol], ,
X(¢) est fini si et seulement si ¢' ¢ L, [Ol] et

! = * LS
¥y ht.cl(c)«tat. (o - By, (819,

de plus on a alors, d'aprés la définition de q ci-dessus, () = q(¢,¢). En particu-

lier X(¢) fini implique
(40) V() = I h" G,6. [¢' - By o1t
X(®) = q(,0) .

D'aprés (40) (39) (26), i(¢) fini implique donc aussi

(41) S(¢) = -(F2 + X2)¢2 pour & = (6,y) comme plus haut,
Considérons le fermé A = {¢ ¢ C([01], R )| S(¢) = 1} . Le nombre
X(A) = inf X(¢) s'écrit, grace a (40) (41)
deA

RA) = inf (@(0,0) |0 = (@) 5 6 € B' 5 (B, X4 2 1} .

D'aprés 1'inégalité (37) ceci force A(A) 2

1 u
u l-u

Mais un résultat général (cf. [Az 1]) donne puisque A est fermé,
——— 2 T g
lim T~ log P(k € A) < - A(A) .
>0
Par suite il existe €, > O tel que T < €, entraine

1 u
P(kT € A) Sexpl-— (1 +57—=)] .
T2 2(1-u)

Mais la relation (k € A) equ1vaut par définition & {S(Tg],rzk ) > 1}, ou encore

d'aprés (38) i {- (F + X )gl 2 —f} . Posant T =-5? nous obtenons pour r Z-JE
€
o
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(42) P [_-(172 + Xé)g% 2r] <exp[- r(l +-5(f5130] .

. . . ~ 2 .
Puisque 0 < u < 1 on voit qu'il existe B > O tel que exp [-—(F2 + Az)gl] appartienne

a LI+B(Q,P).

7.9.- FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 7.4 : D'aprés (42) (33) la v.a.
~ . 2 1
Y = exp[Lg] - (F2 + Az)gl] est dans LP(Q,P) pour 1 <p < 1+ B. Posons Xe = - —5 A;.

€
X
Au vu de (31), il s'agit d'étudier E(Y 1 e e e). La formule de Taylor usuelle
[z7eV]
donne pour un & € [0113,
X [$):4
e €= ) ;%T 2+ ?3TILTYT X2+‘ e €.
asN ™ € :
lxe' 1 .
D'aprés (34) (35), | e et — |x |1 sont uniformément bornées en
€ e e €
[z7eV] [z7eV] 1 N+ eX€
norme dans L (Q2,P) pour € < p < p(a) et p fixé. Les v.a. | Y(= X)) e
1+a rZEEV] € €
seront donc uniformément bornées en norme dans LY(Q,P), pour p fixé et
€ < p < p(a) avec Y donné par l-= 1 + N+l + ! .
1 1+a  1+qa
1 +'-2-B

Puisque N,8 sont imposés par les données du probléme, garantissons y = | + % B par

un choix (définitif) de o suffisamment grand. Alors pour p fixé tel que p < p(a) et

l 1 N+1 BXE
€ £ p, on a E[1 |YG— X) e |] = 0(1) et donc
[2fev) € €
XE 1 n N+1
(43) E[] . Ye J=E(] —YX)I J+o(e ) .
[z eV] nsN [zEeV]

La relation (23) entralne, puisque 2 =€eR,

1 .
(44) X =-—A, =- 2 e + e
€ E2 3 1<n<N n+2 +1

A A ~ N+3 ~ N+2
avec XN+1 =T Mgt 0(I|R]” ) + J 0(||R," Ydw .

Pour € < 1, la v.a. | |§N | est bornée par la somme de deux termes ;
[zeeV] *1
1'un est la valeur absolue d'un polyndme en ||g]” "'llgN+2" ,e,][RN+3” ’lIRl” ,

1'autre est 1'intégrale stochastique d'un terme du méme type, par rapport au bwow-

nien w. Avec les notations 4.5 (4), les ||gj“ » J £ N+2, ainsi que

€

1 (IR, Il + |IR, || ) sont tous dans un méme W (a,c,1) d'aprés la prop. 4.3
[z7eV] N+3 :
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La stabilité des familles U (.,.,1) par applications polynSmiales et inté-

A
grales stochastiques indiquée en 4.5 (6) et 4.%7¥téntraine donc que 1 XN
: [ € V] +1

+ ~
dans un uf(a sC ,1). De (44) on déduit 2 L U=+ Z e + eN |W ot
1 1 n! “¢ n N+1
O<n<N I1<n<N
est un polyndme en

chaque T  est un polyndme usuel en T, ... T ., et od W
n A n+2

3 N+1
(ﬂ3 cee N+2’XN+1’€)' Les arguments 4.5 (6), 4.5 (7) montrent comme ci-dessus

que n3 cee HN+2 sont dans un ﬂ7(az,c2,]), puisque pour € < l,l[ZE vaN+] est dans
. €
U7(a3,c3,1). A fortiori, pour € < 1, lesv.a. 1 e le+l, restent bornées dans
[z7eV]
Lr(Q,P) pour chaque r 2 I. Par 1'inégalité de Holder, on en déduit que pour p fixé
avec p < p(a) et € < p, on a E[1 e PYWN+]|] = 0(1) d'ol finalement, en posant
r =1 [z7eV]
o =
x€ \ N+1
ED . Ye l= | €®O YT ) +o(e ).
[27eV] Osns<N [z7eV]
Comme Fn est polyndmial en Mg eee W .o OB 2

Pn € uy?aa,ca,l) pour n < N, et donc Y Fn € Lr(Q,P)
pour un certain r > 1, ceci pour tout n < N. Si ;;—+ % = 1,1'inégalitéd de Holder
assure

lECYT 1 e )Isc5 P(zeéV)l/r' .
[z7¢V]

c
Mais P(ze ¢ V) SP(3t e [01] tel que IR](t)l > %) est majoré par exp(- —g) pour
€

p fixé, et donc a fortiori

) [ECYT 1

)= o(eM!)
0<nsN [z ¢vV]

€
¢
pour € S p. Finalement pour p < p(a), p fixé, € < p, on obtient d'aprés (31)
u u
1
Jey = L) anen + O(€N+])] exp(- —(2) o+ u2)
’ 0<nsN € €

~ - . N+ . - -
et le méme développement est valide pour JE’ avec un autre O(e ]) bien siir, grace

3 (13). Les aj sont donnés par
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aj = E(Y I‘j) = E(I‘j exp[Lgl - (F2 + Az)gll)

et Fj est obtenu 3 partir de gy -or gj+2 par opérations polyndmiales a coefficients
constants et intégration stochastique en dw. Bien entendu pour chaque j donné, on

peut expliciter par un calcul formel évident 1'expression de Fj.

APPENDICE

EQUATIONS STOCHASTIQUES LINEAIRES ET SOUS-LINAIRES

Nous rassemblons ici des propriétés qui font partie du folklore sur les &qua-

tions sous-linéaires, faute de référence publiée commode.

A.1.- NOTATIONS : Si F,G sont des espaces euclidiens, on note F' le dual de F, et
L(F,G) l'espace des applications linéaires de F dans G. Les processus aléatoires
considérds auront pour espaces d'états des ouverts du type précédent compactifiés

par adjonction d'un point 3 1'infini.

Les filtrations croissantes 5rt = {événements antérieurs 3 t} sur un espace de
probabilité Q associées aux processus de Markov ci-dessous sevont bous—entendues ;

les processus considérés simultanément seront adaptés 3 une méme filtration muette,

ayant les régularités standard.

A.2.- PROPOSITION : Considérons des espaces euclidiens W,Z,F et un processus de
Markov fort Ve = (zt’ft) défini sur Q, 3 valeurs dans Z x F, continu sur [0,z[ ol
g est le temps de vie du processus. Supposons que Py-p.s. on ait

dft = g(t,yt)dwt + h(t,yt)dt

+ .
ZxF>L(W,F) eeh: R xZxF~+F sont des fonctions mesurables,

x

oig: R
et w : Q > W est un brownien pour Py. Pour M > O considérons les temps d'arrét

n = inf {s 2 0| |g(s,ys)| > M(1 + ]fs|) ou bien [h(s,ys)| > M1+ £}
x = inf {s 2 0] |g(s,ys)| > M ou bien Ih(s,ys)| > M(1 + |fs|)}
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Alors pour chaque T > 0, il existe des constantes C > 0 telles que

T Pp> Cr
pour tout y = (zo,fo) €2 x Fytout t <T, tout r > pT(l + |f°|), on ait

c
T r 2
(1) P [ sup If —f|2r ; t<nls C exp[——(Log———[——]-)]
o O0ss<t s ° T t I+ fo
r2
(2) P [ sup |fs - fol 2r ; t<yx]s Lo exp (- Cr -—E-)

o O0ss<t

A.3.- REMARQUES : Il existe des nombres positifs Uy Hy Uy vy V) vy déterminés par M

et dim F seulement, tels que

H, Uy (14T)
~ dans (1) on puisse prendre CT = u](] + T), Cr=TvTPr=e
_ v, ey V3D
- dans (2) on puisse prendre CT = \)l(l + T), cp = e ’ p'1‘

De plus pour t fixé des exemples simples montrent que dans le cas général, on

ne peut pas améliorer le type de décroissance en r quand r -+ o,

A.4.- PREUVE DE LA PROPOSITION A.2 : Soit T = inf {s 2 0| |£ - £ | > r} . Posons

r, = Ifol. Par définition on a
lg] < M(1 + ¢+ r) et [h| <M(1+ 1+ r ) sur [0,T A n[
|g] < Met |n] < M +r+r°) sur [0, T A XL

Un argument classique (Mac Kean [Mc] Stoock Varadhan [S-V 1,2]) montre que pour tout

yerXF, on a, avec q = dim F,

r —qM(l+r+rO)t

2
(3) Pyo(t5t<n)52leP T qM(l+r+ro) ]
1 t-q M(I+r+ro)t 2
(4) PyO(Tst<x)52qexp-2—t- T ] .
De (3) on déduit 1'existence de c, to > 0 tels que
c
(5) Pyo(r St<n)s 2qexp(-) pour t < £, r 2 |f°| , 21,

Pour p > O, Y, = (zo’fo) posons
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= =i - P
(. ‘ryO’p inf {s 2 0] Ifs fol 2 e (1 + |fo|)}

. 1/20
A inf {s 2 Tpl |fs £ | >e (1 + |f_[ N}

P P

de sorte que pour p 2 1,

IfY - £ ] s (g DLeP + 200 4 Py < P le, D

P

. - <
ce qui entraine Yp Tp+|

La mesure aléatoire 6 définie par

8[0,ul = 1 T<u;Tp+u<nI.‘}fT)

P(t -
[t _<n +1
p T p P P

vérifie d'aprés (5) et la propriété de Markov forte, pour p 2 I, u < t,

c
(6) 9[0u]sl[1_ <n]P(Yp Tp<u,1’p+u<n |FT)52qexp(-:‘-) .
P P
Considérons les mesures np données par
m[ot] =P (1T_st< .
P Yo P m
D'aprés (6) et 1'égalité Tp+l = Tp + Tp+| - ‘l'p, on apour t <t ,p2 1,
c
[Ot] E [I{T St<n](B(O,t: 'r )] <E [l[_l_ <t<n] x 2 q exp t-TpJ
t t c c
< 2gq I J — exp(- t—v) 7w [0,v]dv
o o (t-v) P
4g [f
< C—JO exp( Z_(t—\;)—]" [0 v]dv .

Par une récurrence immédiate sur j, on en conclut que pour tout entier j 2 | on a

»pourpsj,vstlsto

n m (0,v] s 2qexp(- §°—vp2)

avec t; =t X g . La définition de ‘n‘p traduit (7) par
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c 2
(8) Py { sup [fs £l 2x(1 + lfol) ; t <n} s2qexp[- 7p(Log )7 ]
o Ossst

pour r 2 1, t < t Yy, = (zo’fo) € Z xF,

Soient maintenant t > t:’ et j =1+ [?t-]. L'&événement
. 1
{suwp |£ -¢£ | >+ @+ + |£ D} est inclus dans
s o o
Ossst
U - . .
{ sup £ fit/J[ > r(l + Ifit/j|)}

0<i<j-1 it/jsss(i+l1)t/]

Appliquant (8) & chaque terme de cette réunion, on obtient facilement, en définis-
r par-]-"—(%g=-;-Log(r + 1)

P [ sup lfs - £ > e0+ Ifol) 3t <nl<2jgq exvt—% (Log )21
Yo 0=t 3

pour tout t 2 O, -]— Log p 2 Log 4, j =1+ .‘_'—tE-] , ce qui prouve le résultat

annoncé (1). !

Passons 4 1'étude de [T < t < xJ. De (4) on tire l'existence de A,a,b,c > O
X

tels que
r2
(9) P (T<t<y) <Aexp(-a—)
y t
o
r r
pourtsb,—t-ac lfo' s T 2 ¢

Soit u = 7395 c ° L'événement (T S t < ¥) est inclus dans 1'union de
{ sup Ifs-f°| >tu;§<x} et de
0ss<t/2

{ _sup Ifs - ft/zl > r(l-u) ; Ift/2| Srus ] text .

=Ssst
2

Alors si t £2b et —E- 24c(l+pc) (1 v Ifol) ,on peut appliquer (9) aux deux événe-

ments précédents, (aprés conditionnement par sFt/Z pour le second) et é&crire

2 2

2 -rt—) + A exp [—Za(l-u)zft—]

(10) Py (tst<y) <Aexp(-2au
o

Finalement si on pose b =2b, ¢ =4c(l+bc), on voit que les conditions t < b,
r

~ r_~ . .
T2 clfol, T 2 ¢ impliquent

P (Tst<yx)s<Aaexp(-al)
v, t
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avec A =2A, as= ————2———7 . En itérant cet argument on voit que pour tout T > O,
2(1+bec)
on peut trouver AT’ aT, CT tels que
r2
P [ sup Ifs - fol >r; t < x1 <Ay exp(- a; )

o O0Osss<t

A

LA cT(l + ]fol) ce qui prouve la formule

pour tout y = (zo,fo) €eZ xF, t<T, t

(2) annoncée.

La remarque 1.3 se déduit d'un examen (facile) plus détaillé de la valeur de

~ e~ o~
A,a,c aprés n itérations avec n ~ Log T.

A.5.- COROLLAIRE : Soient W,F,Z des espaces euclidiens, U un ouvert de Z. Soit

z ¢ Q + U une diffusion de temps de vie [ et v  + W un brownien. Soient
g(t,z,f) et h(t,z,f) des applications de Ef x U x F dans L(W,F) et F resp. ;
supposons-les continues en t, localement Holderiennes en (z,f) uniformément pour t

borné. Supposons que pour tout T > O, K compact de U, il existe M > O tel que
lgt,z,£)| + |n(t,z,£)] < M(1 + |[f]) sur t s T, z e K, £feF.

Alors si Ve = (zt’ft) est 1'unique diffusion minimale définie par

dft = g(t,zt,ft)dwt + h(t,zt,ft)dt, les temps de vie de ft,yt,z sont p.s. identi-

t
ques.

En particulier pour une &quation stochastique autonome en ft’ du type
dft = G(t’ft)dwt + H(t,ft)dt

la sous-linéarité de G,H en f ¢ F force la diffusion (ft) 3 étre de temps de vie

infini.

PREUVE : Soit K un compact de U, g le temps de la premiére sortie hors de K pour
(zt), T, le temps de la premidre sortie de la boule de centre foet rayon r pour

(ft)' D'aprés 1.2, 1lim P (Tr <t < nK) = 0 pour chaque t 2 0. Le temps de vie

r++o 7o
6 de la diffusion (zt’ft) vérifie 6 = lim T quand 6 <t < nK, et donc
>+
(8 st < nK) est Py négligeable pour chaque t rationnel, d'oi Py (6 < nK) =0, I1
[¢] [o]

suffit de faire croitre K vers U pour achever la preuve.
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A.6.- FORMULE D'ITO ET APPLICATIONS BILINEAIRES : Soient W,F,G,H des espaces eucli-

diens. Si B : F X F > H est bilindaire, la trace de B est le vecteur de H donné par

Tr B = L B(e.,e.) oﬁ.(e.) est une base orthonormée arbitraire de F.
j J
Soient W, Q> W, ft : Q> F, g, ¢ @ > G un brownien et deux semi-martingales

locales, vérifiant

df = p dw + r dt dg = q dw + s dt

-

ol p,q,r,s sont des processus progressivement mesurables i valeurs resp. dans
L(W,F), L(W,G), F, G. Soit B : F x G - H une application bilinéaire. Alors
ht = B(ft’gt) est une semi-martingale locale et la formule d'Ito montre que (nota-

tions &videntes)
dh, = B(ft,dgt) + B(dft,gt) + Tr [B o (pt x qt)]dt

ot P, X q, est 1'application bilindaire de W x W dans F x F définie par

lp, x q.3(y,2) = (p.y,q,2).

A.7.- CHANGEMENT DE VARIABLE LINEAIRE : Considérons 1'équation stochastique

(1 dft = (1tht + pt)dwt + (ptft + rt)dt

avec w,p,r comme en A.6 et £ : Q > F. On suppose que T et p sont des processus pro-

gressivement mesurables & valeurs dans L [F,L(W,F)] et L(F,F) resp.

Pour A € L [F,L(W,F)] on définit A" ¢ L [W,L(F,F)] par
(12) (Af) . w= (A*w). f pour tout f € F, w ¢ W.

Définissons une application bilinéaire Bt : Wx W-> L(F,F) et sa trace Ct ¢ L(F,F)

par
(13) Bt(v,w) = (ﬂ:v)(n:w) pour v,w € W x W

Ct = Tr Bt
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oi L(F,F) est muni de son produit naturel.

Considérons les &quations stochastiques linéaires en Qt’Rt e L(F,F)

1]
-

(14) dq, = - Qt(w:dwt + p dt) + Q.C . de , Q

*
th (ntdwt+ptdt)Rt . R I.

Soit { un temps d'arrét tel que T,p,p,r soient continues sur [OZ[ . D'aprés

A.5, le temps de vie de Qt’ Rt est supérieur ou égal i [, et Qt’ Rt sont continues

sur [0z[. Montrons que Zt = RtQt n'est autre que I.

La formule d'Ito donnée en A.6 fournit
* *
dzt—— Zt("cdwt +' ptdt)+ztctdt + (ntdwt + Otdt)Zt + (Tr rt)dt
ol Ft : WxW-> L(F,F) est défini par
* *
Ft(v,w) = - (ﬂtv)Zt(ntw) pour (v,w) e W x W.

Comme 1'équation stochastique ci-dessus admet la solution triviale z, = I, 1'unicité

de ses solutions sur [Oz[ montre que

(15) L Q;] pour t e [0,3[ .

Posons pour t < L A N ol n = temps de vie de ft’

]

(16) h Q. f
La formule d'Ito de A.6 montre que
Qan dht = Qtptdwt + Qt(rt - Tr Qt)dt

ol Qt : Wx W~ F est définie par

(18) Qt(v,w) = (ntv)(ptw) pour tout (v,w) e WxW.,
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On voit ainsi que ft et ht ont méme temps de vie, et ce changement de variable

permet de se débarrasser des termes linéaires en ft dans (11).
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[s-v 2]

[val

[v-F]
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