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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1980/81

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE (bis)
par P.A. Meyer

Cet exposé fait suite & 1'exposé du méme titre de 1l'an dernier(l).
I1 est consacré & un certain nombre de résultats sur la théorie des
équations différentielles stochastiques régies par une semimartingale

continue, sujet trés incompldtement traité 1l'an dernier. Comme d'habitu-
de, notre 'but principal consiste 3 étendre aux semimartingales générales
ce que d'autres font seulement pour le mouvement brownien. Les résul-
tats présentés ici sont & peu prés les suivants
- Les théor@mes d'approximation des solutions des e.d.s. de Stratomovitch
par interpolation linéaire ( Bismut ). Nous les présentons sous la for-
me de l'interpolation géodésique, ce qui nous permet de démontrer du
méme coup le théordme d'Ito sur l'approximation du transport paralldle
stochastique ( déja ancien, mais dont je n'ai jamais vu de démonstration
détaillée), et surtout, l'idée récente de correction géodésique au trans-
port paralléle, due & Dohrn et Guerra, et qui m'a beaucoup intéressé.

~ Une étude assez développée des équations différentielles stoéhastiques
linéaires & valeurs dans T(V), ou plus généralement dans un fibré

vectoriel au dessus de V ( signalons tout de suite que nous n'utilisons

aucun résultat de la théorie des fibrés vectoriels ).

~ Les formules classiques ( Ito, Dynkin ) sur l'extension aux champs de
tenseurs d'un << procédé de transport >>.

Comme 1'an dernier, cet exposé destiné aux probabilistes ne suppose que
tréds peu de connaissances en géométrie différentielle ( cependant, nous
renverrons aux e€xposés du séminaire XV ).

I1 me reste & reconnaltre mes dettes : enverg le livre d'Ikeda-Wata-
nabe pour un certain nombre de démonstrations, et envers le livre << Méca-
nique Aléatoire >> de J.M. Bismut pour presque tout 1'exposé.
AVERTISSEMENT. Comme dans 1l'exposé de l'an dernier, nous évitons systé-
matiquement certaines difficultés : d'abord, tout ce qui est différen-
tiable est automatiquement supposé c® ., Ensuite, et surtout, nous négli-
geons tous les problémes de localisation et de recollement : nos << varié-
tés >> sont en réalité des B® dont on oublie la structure linéaire, et
que l'on rapporte 3 des coordonnées globales (xi) non linéaires, ou
<< mollusques de référence >>, comme disait ( je crois ) Einstein.

l. Toutefois, on ne promet plus rien quant aux larmes.
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I. APPROXTMATION DES SOLUTIONS D'E.D.S.

1. RAPPELS SUR LES E.D.S. DANS Ed

Les équations différentielles stochastiques régies par une semimar-
tingale continue peuvent se classer en trois types, par ordre de.généra-
1ité croissante. Nous les appellerons de manidre conventionnelle, par le
nom d'auteurs qui les ont spécialement étudiés ( et sans prétendre faire
de 1l'histoire ! ).

Le plus ancien est le Lype d'Ito :

(1) Y, =7+ éta(Xs,Ys)dXs

Ici, la semimartingale continue directrice X = (Xg) varie dans un Rk,
la solution Y:(Y;) varie dans un md, et la matrice a:(ai(x,y)) sera

supposée ¢® en (x,y), et uniformément lipschitzienne en y.
Nous rencontrons ensuite le type de Doléans

T
(2) Yt =y + 6 a(.,s,YS)dXS

La matrice a(w,s,y) est , pour y fixé, un processus adapté cdgldd., pour
{w,s) fixé une fonction uniformément lipschitzienne ( Coo) de y. Notons
que C. Doléans considé%e le type plus général

cadbag.
(2") Y =H_ + /[ a(.,s,Y_ )dX ot H,_ est un processus/ggnné.
t t 0 S= s t

Nous rencontrerons dans les variétés des équations du type (1), plus
rarement du type (2), et c'est tout. Mais pour la théorie générale, le
type d'Emery est extrémement commode. Il s'agit d'équations

t
(3 Y, =H + é F(Y) _dX,

Ici (Ht) est un processus c28dldg. adapté domné ( il est important qu'il
puisse &tre prix cadldg., mé&me lorsque X est continue ), F est une << ma-
chine >> qui transforme les processus cadladg. adaptés & valeurs dans Rd
en processus cddla3g. adaptés 2 valeurs dans Rk, avec les propriétés

() Yzt s F()T=F(2)T pour tout t.d'a. T

(F(Y)-F(2))* < K(Y-2)*

ol comme 4'habitude, on pose Ht = Supg_ lel , szHz) pour tout pro-
cessus H & valeurs dans un R°. =

Dans les trois cas, nous avons un théordme d'existence et d'unicité
des solutions. Nous aurons besoin aussi de rappeler une inégalité due &
Emery. Donnons nous un exposant p, l<p<om . Alors il existe un certain
espace goo’ une certaine constante M_( dépendant de p, des deux dimen-
sions k et 4, et de la constante de Lipschitz K de (4)) telle que si

Pl sM , on ait
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(5) IP¥_p e IR0y
ol c=c_ dépend seulement de p. L'espace gm est défini de manidre pré-
cise dans le Sém. XII, bas de la p. 758, par exemple. Mais en réalité

vous n'avez pas besoin d'en connaltre la définition : il vous suffit de
savoir que toute semimartingale continue X est localement dans ga) : X
étant supposée nulle en O, il existe un t.d'a. T>0 tel que ”XT“H00<M’

ce qui permet d'appliquer (5) sur [O0,T]. Aprés quoi on considére la se-
mimartingale (Xt+T'XT)’ et on recommence...

I1 est bon aussi de savoir que lorsque X est un mouvement
brownien standard, la norme de X arrété & N constant est
majorée par cN , oll ¢ dépend de la dimension seulement.

Encore des rappels : des processus " sont dits converger uniformément
sur tout compact en probabilité (UCP) vers un processus Y si, pour
tout N fixé, (Y°-Y)§ >0 en probabilité.

Le plus grand avantage technique de 1l'emploi de semimartingales
directrices dontinues quelconques est le suivant : si Q est une loi ab-
solument continue par rapport & P, X est encore une Q-semimartingale, et
on peut regarder 1l'équation (1), ou (2), ou (3) pour la loi Q. Alors la
P-solution est Q-p.s. égale & la Q-solution. En pratique, on applique
cela ainsi : A étant une partie quelconque de ! telle que P(A)>0, on
prend pour Q la loi conditionnelle P, , pour laquelle la propriété weA
est p.s. réalisée. On travaille alors sous l'hypothése weA, qui peut
8tre trds commode, et cela nous donne des résultats valables pour la loi
P et les weA. Cette méthode de conditionnement, que nous utiliserons dés

le paragraphe 2, est extrémement utile.
2., APPROXIMATION PAR DISCRETISATION DU TEMPS

Rappelons d'abord un résultat d'Emery ( nous traitons seulement le cas
de 1'équation (1)). Soit n un eniier j posons tp(n):p2_n ( p=0,1... 3
s'il n'y a pasnde doute qua%t 3 n, on écrira simplement tp ). Définissons
un processus Y, en posant YO:O, puis, par récurrence sur p

n n n
(6) si te]tp,tp+l] y Yy o= Ytp +a(ti,Ytp)(Xt—ti)

Emery a démontré, sous les hypothéses de Lipschitz globales, le résul-
tat suivant :
THEOREME 1 . Lorsque n—> oo , Y% Y au sens UCP.

Notre premier travail va consister & tirer quelques conséquences de
ce résultat. Puis - ce sera le principal objet de ce paragraphe - nous
démontrerons le méme théordme en permettant dans (6) une petite erreur.
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CONSEQUENCE 1. Au lieu de regarder l'équation (1),Vconsidérons
t 1,t
7N Y,o=7+ é a(Xs,YS)dXS 476 b(X,YT )a<X,X>

ol <X,X> est la matrice colonne: <X,X>ML = <XA,X“>, et b=(bi (x,y)) est
une matrice C°°, lipschitjienne en y. Cette équation entre dgns le type
(1), & condition d'inclure les crochets parmi les semimartingales di-
rectrices. Mais au lieu de traduire la formule (6), nous utilisons

les approximants

n, ny
(8) Yt = Yt + aA( t , t )(Xt-Xt )
1 b
+ 301 (x,cp,il p)(Xt'Xt M -x, )
( on a omis les ) ,, I:A , conformément 3 la convention de sommation ).

Alors on a encore §->Y au sens UCP. Pour voir cela, nous écrivons (7)
sous la forme (1)

i i AL Li AP Ayxb_yhayA
axy = ax( )dXs + thu( Y(a(X™X )s-XstS Xsts )

en incluant les X)‘X}L ( et non les crochets ) parmi les semimartingales
directrices. Puis nous conztruisorns alors les approximants (6), et cela
nous donne exactement la forme (8). Nous sommes donc ramenés au théoréme
4. Mais ici se présente une difficulté : si b (x,y) est lipschitzienne
en y, il n'en est plus de méme de xub pl(x,;y) I1 faut donc dlsposer
d'une extension du théordme 4 au cas localement 11psch1tz1en£ La voici.

CONSEQUENCE 2. Revenons & l'équation (1), en supposant que la matrice

a ( et la matrice b dans le cas de (7)) soit C®, mais sans condition de
Lipschitz globale en y. Alors il est bien connu que la solution de (1)
existe encore, est unique, mais peut s'éloigner & 1'infini en temps
fini ¢ il y a un instant d'explosion ¢ , dépendant de y et w. En revan-
che, les approximants §t sont définis pour tout t. L'énoncé qui remplace

4 est le suivant : il y a convergence UCP sur [O,¢[, soit précisément

n
(9) pour tout N fixé, (Y-Y)ﬁ ->0 en probabilité sur 1l'ensemble {N<g}.

Remarquer que, ce théordme étant supposé établi pour 1l'équation (1),

la << conséquence 1 >> se trouve établie elle aussi, et méme dans le
cas ol a,b sont seulement localement lipschitziennes, avec convergence
UCP sur [O,¢[ .

Démonstration de (9). Considérons une suite (K ) de compacts croissants

dont les intérieurs recouvrent B xmd. Soit AP 1'événement
{w : pour tout t<N, (Xt’ t)eK }

I1 nous suffit de démontrer que, pour tout p, (Y-Y)N p =0 en prob..
Nous omettons maintenant 1'indice p . p

1. Voir note page suivante.
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écrivant simplement K,A pour K_,A_ . Si P(A)=0, il n'y a rien & démon-
trer. Sinon, soit Q la loi conditionnelle PA . Soit a' une matrice

C® & support compact ( donc globalement lipschitzienne ) égale 4 a
sur un voisinage V de K. Considérons l'équation (1) correspondante,

sa solution Y', ses apprq&imaqu&§' ¢ le théordme 2 n%us dit que B
converge vers Y' au sens UCB/ D'autre part, on a Y'_Y/Q—p «S., Ppuisque
nouws aven$ 12 deuk solutionrs de la méme équation lipschitzienne. Comme
'l cgnverge UCP vers Y', et (X,Y') e;%/dans K sur [O,N], la probabili-
te/&%e ' sorte de V sur [O,N] est trds petite pour n grand ; mais a
et a' sont égales sur V, donc la probab%lité que Y et § dlfféreng'%ur
[0,N] est trds petite pour n grand, et Y converge aussi vers %A unifor-
mément en probabilité pour %a loi Q. D'ol enfin le méme résultat pour

la loi P, sur 1'ensemble A.
3. APPROXIMATION AVEC UN TERME D'ERREUR

Nous revenons & l'équation (1) avec matrice a C% ( pas de condi-
tion de Lipschitz ). Au lieu de (8), nous considérons les approximants
suivants, définis d'abord seulement pour les points dyadiques d'ordre n
(10) 2 7 224, B XX ) + b

=y = + a +
0 4 tp+1 tp t? t t tp tp+l

n

ol h est une ve.a. F —mesurable, qui représente une déviation
tp+1 “tp+l n

accumulée pendant tout 1l'intervalle [tp,tp+1]. Ce processus Z n'est

défini naturellement qu'aux points dyadiques d'ordre n, mais il est com-
mode de le prolonger & tous les t, de manidre adaptée ( mais non conti-
nue )

(10") pour tp§t<t

n n
p+l ? th th +a(lt, + )(Xt—ti>

Introduisons d'autre part le processus cadldg. adapté
n

(11) Ht = Izt < htp

P
Nous avons alorg : n .
THEOREME 2. Si H=>0 au sens UCP, alors Z->Y au sens UCP sur [O,¢[ .
VARTANTE. Le résultat s'applique aussi 2 1l'équation (7), et aux appro-
ximants obtenus par addition d'un terme d'erreur & (8).
Démonstration. 1) Nous pouvons, grice & la méthode de conditionnement,
nous ramener au cas ol (X,Y) est 3 valeurs dans un compact, alors rem-
placer ( sans changer de notation ) a par a' égale & a sur un voisinage

1. Pour la << conséquence 2 >>, j'ai utilisé des idées de Lenglart. Pour
la << conséquence 1 >>, j'ai reproduit une note de Chou Ching-Sung
( dans ce volume ).
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de K, et & support compact ( cf. haut de la page précédente ). Nous

sommes ainsi ramenés au cas globalement lipschitzien, sans explosion.
Ensuite, nous nous ramenons & vérifier le résultat sulvant : pour

tout N fixé, et pour toute suite (nk)foo telle que z: (H )N_H s0it p.sSe

finie, on a 11m (Z -Y)N O en probabilité. Cela s etabllt trés aisé-
ment par l'absurde, en remarquant que toute suite de v.a. positives
qui converge vers O en probabilité contient une sous-suite de somme finie.
Nous remplagons alors ( sans changer de notation ) P par une loi
équivalente telle que H soit intégrable.
Aprés ces gréliminaires, passons & la démonstration proprement dite.
Le processus Z-Y est solution de l'e.d.s. du type d'Emery

n /tn
Ut = Ht + 5 F(U)s_dXS

ol % est la fonctionneile aimsi définien: ?(U)o=o et sur ]tp,tp+1]
F(U), = a(X, T, +U, ) - a(X, ,T; )
P P P n P P
Cette fonctionnelle satisfait 3 F(0)=0, et elle admet une constante de
Lipschitz indépendante de n ( dépendant seulement de la constante de
Lipschitz de a ). Par conséquent, si la norme de X dans goo est majorée

par une certaine quantité fixe M, nous avons
n 1.
B[ (Z-Y)}] < cBE[Hy] pour tout n

Prenant n=n, , le c8té droit ->0 par convergence dominée, et donc le
c6té gauche aussi.

Maintenant, si la norme de X n'est pas petite dans Eoo’ nous rempla-
gons X par XT , ol T est un temps d'arrét tel que XT a{t une norme peti-
te, et nous voyons que Z->Y (UCP) sur [0,T]. Puis nous recommengons
aprds décalage de T, etc.

4, APPROXIMATION GEODESIQUE D'UNE EQUATION DE STRATONOVITCH
Revenons 2 l'équation du type (1), & coefficients c®

t
Y =3y + {) a(XS’YS)dXS

t
et considérons d'abord 1'approximation suivante : nous interpolons 1li-
néairement la courbe X.(w) entre les instants t (n) et tp+l(ng, ce qui
nous donne une trajectoire 3 variation finie ( non adaptée ) X.(w), puis
nous résolvons l'équation différentielle ordinaire ( déterministe )

n t non_n
(12) T, = y+/ a(X_,Y )aX
0n s’"s s

et nous nous demandons si Y converge, et vers quelle limite. Dans le cas

brownien, aprds des années de travail par de nombreux et illustres au-
teurs, on est parvenu & des résultats définitifs ( que 1l'on trouvera
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par exemple chez Bismut : d'abord la limite n'est pas la solution de
(1), mais la solution de sa compagne au sens de Stratonovitch

5=(1) T, =+ éta(xs,ys')xaxs

Ensuite : non seulement % converge vers Y au sens UCP, mais il y a
convergence de la fonction Yt(.,y) des deux variables (t,y) vers le
flot de (13), uniforme en probabilité sur les compacts, et il y a
convergence de toutes les dérivées de tous ordres en y vers les déri-
vées corr-spondantes du flot. Sur le flot d'une e.d.s., voir 1l'exposé
du Sém. XV, p. 103, d'aprds Kunita.

Nous n'allons pas étendre ces résultats aux semimartingales directri-

ces quelconques, car je préfére m'orienter dans une autre direction, en
vue d'applications & la géométrie différentielle. Munissons 1l'espace R
ol se meut la semimartingale dlrectrlce X d'une connexion C® T , et

au lieu de construire la courbe X par interpolation linéaire, construi-

sons la par interpolation géodésique entre les points Xt ( cela sera
p

précisé plus loin ). Alors, pour y fixé :

n
THEOREME 3. Le processus Y converge au sens UCP vers Y sur [0,¢[, ol
Y est donnée par l'équation de Stratonovitch (13).

Démonstration. En utilisant & nouveau la méthode de conditionnement,
nous pouvons nous ramener au cas ol le processus (X,Y) reste dans un
compact, la matrice a étant globalement lipschitzienne ( pas d'explo-
sion ), c® 2 support compact. En particulier, X varie dans un compact
K, et nous pouvons supposer que les symboles de Christoffel de la con-
nexion sont des fonctions Cood.é support compacte.

I1 existe deux nombres >0 /possédant les propriétés suivantes :
pour tout xeK, l'application exponentielle ey de la connexion est
définie et injective dans la boule {|vj<w} de Ytespace tangent, et 1'i-
mage de cette boule contient la boule {|y-x|<B} de X, Dans ces condi-

tions, si Xt et Xt sont & distance < B , nous pouvons les joindre
p p+1
par un arc de géodésique bien défini entre les instants tp et tp+1,
3 savoir
7 t=t -1 -n
(14)a X = ey ( Srald vp) , avec ¥ =ey (Xt ), et 1=2
tp tp p+1

Fixons N : la fonction X (w) étant unlformement continue sur [O,N], nous
voyons que la traJect01re interpolée X (w) est bien définie sur [o, N]
entier, pour n assez grand, ce qui donne un sens & notre énoncé. Il

sera commode, cependant, de conditionner par 1l'événement

{ pour tout n>n_, on a |X -X, |<B pour tout t (n)<N}

o t t p
A Awe [o,N1 p+1 P

de manidre que X soit définie/pour tous les w dds que n>n .
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Et maintenant nous abordons les calculs. Nous nous plagons toujours
sur [O,N], avec n>n .

1) Ecrivons que pour tout v, |v|<e , la courbe tw> gx(tv) satisfait
a 1'équation des géodésiques

oA oA s V_
(14)y, X +Fuv(x)x x =0

et admet la vitesse v & 1l'origine. On obtient le développement limité

de e, , puis de e;l v
A A, A 1A
(14)C eX(V) = X +V = zr}lv(x>vpvv+o(lvl§)
-1 A ALLAA VY
(1) ey (x+h)"= hh45l) (x)bFh +0(|1|?)

avec des termes complémentaires uniformément majorés en xeK. D'oll 1l'on

tire par (14)a

(1), (v)r =<x’;p+l-x¢:p> *%Fﬁv@%p)( ()Y +o<|ti+1—ti|3> .

2) Autre calcul auxiliaire : considérons la solution de l'égquation
dyt:a(xt,yt)dxt , ol X, est un arc C° . Nous avons

(1), Fi=ar(x,,7)%) §;=ai(j§g+npai<)i§ig+pjai()aﬁ()igig
et comme les ai et leurs dérivées sont bornés, un calcul donne pour la
dérivée 3e une majoration du genre M(|§%|+'xt|litl+lit|3)' Supposons
que 1l'arc soit géodésique. Utilisant (14)b pour calculer les dérivées
seconde et troisidme, nous trouvons une majoration du genre M|it|3.
Comme 1l'arc géodésique ?ue n?us considérons est donné par (14)a avec
t-tp/T <l et va|<a » |z |/1xy | est borné, et nous pouvons majorer le
terme complémentaire simplemenf par Mliﬁ Ij:M'VpiS/Tz.

p

La formule de Taylor nous donne alors, pour t_<t<t 1
‘ oy oy i n A e
(In), Y= Ytp + a)\(ti,Ytp)(t-tp)vP/'r
1r _i/,ypA i i,4y.3 Ao, 2
+2[ ah()r%v()+DuaA()+DjaA()au()]vpvp/T
+0((t-t,) |vplj/73)

Nous remplagons maint?nant v
trouvons pour t=t

p par sa valeur tirée de (P#)e, et nous

p+l *
n. n. n
A A
(aw), ¥ oyl o=ad v xl)
g Toa1 o i tpf % Fp+l. %
+ %[0 at(O)+D.at()ad() (x> Pyt xH)
AT Yosr o T T

3
+ 0(|X =X, |7
tp+l tP
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3) Si 1'on oget le terme complémentaire de la dernidre ligne, on

voit que Yt ainsi modifié colincide, aux points dyadiques d'ordre n
de l'intervalle [O,N], avec un approximant du type (8) pour l'équation

i _ i A, Ll 1 i J A Ll
avy = ay (X, Y )axy + Z[Dpak( )+Djah()au]d<X WX>p

qui est la forme développée de l'équation de Stratonovitch (13). L'gd-
dition de la dernidre ligne correspond & celle d'un terme d'erreur ht
3 la fagon de (10) [ attentign : 'on ne considdre ici que les points
dyadiques : notre processus Yt n'est pas adapté aux instants t non dya-
diques d'ordre n ]. Pour appliquer le théordme 2, il suffit de remar-

P

quer que

- |Xt X |3 -> 0 en probabilité pour n->wm
tp<N p+1l p

I1 en résulte que §—>Y uniformément en probabilité sur les dyadiques
( d'ordre quelcongue ) de [O,N]. Il n'est pas difficile de déduire
alors de (14)f que la convergence uniforme en probabilité s'étend &
tout 1l'intervalle [O,N].

II. TRANSPORT PARALLELE ET TRANSPORT GEODESIQUE

Jusqu'd maintenant, nous avons travaillé sur des espaces euclidiens
Rk, Rd, dans notre étude de l'équation (1). Maintenant, nous allons
oublier leurs structures linéaires : B ( ol se mouvra la semimartin-
gale directrice ) s'appellera donc V , avec des coordonnées globales
(XA) constituant un << mollusque de référence >> 3 kaﬂd, oll se mouvra

la semimartingale solution (Xt’Yt)’ s'appellera W, avec des coordonnées-
globales (xh,yl) (1) . L3 aussi, nous avons oublié la structure linéai-
re, au moins pour 1l'instant. La projection de W sur V : (xk,yl)ﬂe>(xk),
est notéer m . Dans le cas le plus important, en fait, W sera T(V),

et les yA seront les dxi, ou tout au moins des formes sur V : la struc-
ture linéaire << verticale >> n2 sera donc pas oubliée.

Nous nous proposons de développer d'abord quelques considérations
générales sur les équations du type (1) - plus claires, j'espdre, que
ce que j'en avais dit dans le séminaire XV. Ensuite, nous étudierons de
manidre plus détaillée le transport paralldle stochastique. Enfin, nous
parlerons de la << correction géodésique au tramsport paralldle >>,

que nous appellerons plus simplement << transport géodésique >>.

l. Que le lecteur du séminaire XV nous pardonne ! les coordonnées l'an
dernier s'appelaient (xl,yh).



175

A.QUELQUES GENERALITES SUR LES E.D.S.

La premidre remarque que nous ferons est fondamentale : il n'existe
pas d'équations du type (1) sur les variétés. Si une équation se met
sous la forme (1) dans un << mollusque de référence >>, et si 1l'on chan-
ge de coordonnées globales, elle ne reste pas du type (1) : les crochets
<XA,Xu> font leur apparition. Nous sommes donc obligés d'appeler équa-
tion différentielle stochastique une équation de la forme

ALl d A o i i
(15) dYt _aA(X Yt)dXt + Eahp(Xt’Yt)d<X WX>y (akp=aTx)
avec une condition initiale que nous n'écrirons pas. Le probléme que

nous nous posons, & la suite de Schwartz, est celul de la nature géomé-
trique des ai, aiu , et du sens d'une écriture telle que (15).

Supposons d'abord que la semimartingale X soit & variation finie.
alors il en est de méme de Y, et nous nous trouvons devent un problédme
déterministe, qui est celui du reldvement dans W d'une courbe tracée

dans V. La nature des ai apparalt alors clairement : pour tout xeV

et tout (x,y) dans W au dessus de V, nous avons une application linéai-

re de T (V) dans T gW), telle que M °H soit 1'identité sur
T (V) pour clarlfler 1'ecr1ture, posons Zt‘(Xt’Yt)’ z=(x,y). Alors
HZ(DAIX) = D +a)\(z)Di|

( avec 1l'abus de langage qui consiste 2 noter DA 1'opérateur de dérivée
partielle p.r.ixm 3 la fois sur W et sur V ). Etant donnée une courbe
x(t) & variation finie dans V, son reldvement y(t) dans W, 1l'équation
différentielle se met sous forme parfaitement intrinséque

(16) dz, = Hzt(dxt) avec Zt:(xt’yt)

Nous dirons que la donnée de a, ou encore des applications HZ : Txa>Tz,
est celle de la partie du premier ordre de l'e.d.s. Si le lecteur re-

garde le Sém. XV,)Z& s'apercevra que cette donnée équivaut & celle d'une

“connexion non linéairé: avec des << symboles de Christoffel >> Fi:-ai
en tevamche
( sém. XV, bas de la p. 79 ).Dans cet exposé/ le mot connexion ne sera

employé qu'en un seul sens, celui du Sém. XV p. 52.

Rappelons maintenant que l'on peut attacher & toute semimartingale
(Zt) 38 valeurs dans une variété un vecteur tangent d'ordre 2 (vtz) sym-

bolique au point Zt’ qui s'écrit
2 _ 1 P »a
a°z, = dz,EDp + 5a<z?,2%,D
Si 1l'on veut généraliser (16), il faut prolonger H, = TX(V)LaTZ(W) en
une application des espaces de vecteurs tangents d'ordre 2, que nous

noterons _
Hz = 'rx(V) — TZ(W)
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Si 1'on impose que W Hz soit l'identité de Ty s Une telle application

srecrit @) *
B,(0, 1) = Dy+al(an, |,
HZ(DAPIX) = 5 (z)D Dy, Ml(z)D +251“(z)n o 2
( remarquer que T (DA )“Dhu’ (D )—n (D ) =0 ). Ici nous 1mposo?31

aux Eig d'étre symetrlques en 1eurs deux paires d'indices, aux aML

d'8tre symétriques en les Ap, mais les indices v et i jouent des rdles
différents : nous écrivons donc i avant v et introduisons le facteur 2.
Ltéquation (16) s'écrit alors pour des semimartingales générales

(16") &%z, = HZt(dgxt)

et de manidre explicite : pour les coefficients des D, Dy

i3 axty Lgd A Ay A
dY%: ai(Zt) i+ 58y (Zt)d<X ,x“>t (et aXi=dXy ! )

( on reconnait 12 (15)) et pour les coefficients des DAM’ D, Dij

a<rt,yds, = B2, dag x>, a<rt XY, = 3y (2 Gax? xhs
Mais on peut tirer 1es expressions des crochets de la ligne précédente,
et cela nous donne les expressions des aiﬁ , aiﬁ ci-dessous : on voit
donc qu'il reste seulement quelque liberté dans le choix des aiu ( nous
verrons plus tard quelle liberté exactement ).

_13 _ i J J igv,gigy

(17) a ?(a?\ ]—L+apa)\) ’ )\5“ ]-Lé)\) '
Signalons en passant la s1gnificatlon intrinsgque de ces formules : la
transposée de Hz applique les formes d'ordre 2 en z dans les formes

d'ordre 2 en x , et (17) signifie que pour deux formes d'ordre 1 en

él\)

3a

z on a Hé(nl‘nz):H;<"1)'Hé(n2) ( le ' désigne la transposée ). Il est
donc inutile de vérifier que (17) est préservé par les changements de
cartes. .

Reste & choisir les ai . Le choix le plus habituel ( que l'on fait
le plus souvent sans méme mentionner qu'il y a d‘autres possibilités )
consiste & traduire (16) pour légmﬁértingales sous la forme de Stratono-

vitch, soit

i i A
(18) dYt = a (Xt,Yt)det

d'ou explicitement

(19) 2( aJD a1 +ad D.al +D.a i a1 ) (coefficients de Strake-

i
a =
Ap AT podA AT TTRTA ~moui beh )
Nous verrons un peu plus bas pourquoi ce choix est intrins&que. Nous le

s . ps sl

noterons avec un - aAu , et 1'utiliserons comme terme de com-

paraison.
1. Nous répétons ici la discussion du Sém. XV, p. 89
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Maintenant, si nous considérons uwn second prolongement Hz , la diffé-
rence entre Hz et ﬁ; est une application de TX(V) dans TZ(W) nulle
sur TX(V) : elle peut donc &tre considérée comme une application bili-
néaire symétrique de TX<V)XTX(V) dans ﬂéW). Mais en fait, il résulte
de (17) que c'est une application & valeurs dans TZ(W), et méme dans
le sous-espace << vertical >> de TZ(W) ( le noyau de Ty )

H T _Té i
(20) EZ(DA)_H;(DA) o B (0, 0B, ) + e (2D
ol ciu=31#—§iu est maintenant << du premier ordre >>. Ce terme est

appelé la correction & la forme de Stratonovitch.

L Traduisons‘dans les notations présentes quelques résultats du Sém. XV,
qui ne serviront pas dans la suite. Soient K et L deux champs de vecteurs
sur V ;3 alors leurs reldvements sur W sont les champs de vecteurs

H(K) et H(L). On pose

(21)a H(K)H(L)-H(IL)H(K)-H([K,L]) = -R(X,L)

( la raison du signe - est expliquée dans le Sém. XV, p.%3 ). D'autre
part, le reldvement de Stratonovitch est caractérisé par la propriété

5

(21)b B(KL+IK) = H(K)H(L)+H(L)H(K)

d'old aussi pour un reldvement arbitraire

(21)c H(KL+IK)= H(K)H(L)+H(L)H(K) + 2C(X,L) ol C est la correction
et

(21), (kL) = H(K)H(L) + J(K,L) avec J=C- 3R . ]

Concluons cette section en donnant un argument simple pour le carac-
t8re intrinsdque de (18) - bien siir, (21)b en est un aussi, mais il n'est
pas spécialement intuitif ! C'est le théordme d'approximation du § I :
si nous interpolons géodésiquement la semimartingale X pour une conne-
xion gquelcongue sur la base, que nous résolvons 1l'équation déterministe
(16) pour les arcs géodésiques, et que nous passons & la limite, nous
obtenons (18). Dans le cas ol W=T(V) et ol H, la donnée du premier or-
dre, est le relé&vement horizontal dans une connexion linéaire sur V, ce
résultat est dii & Ito ( mais il est peut &tre bon de souligner que 1l'in-
terpolation géodésique peut &tre prise par rapport A une autre connexion
sur V ! ).

2.CORRECTION GEODESIQUE AU TRANSPORT PARALLELE
Nous particularisons la situation précédente : maintenant W=T(V),
les coordonnées sur W s'appellent X3 et y1=dx1, on s'est donné une con-
nexion I' sur V , et 1'e.d.s. au premier ordre est celle du tramsport
parallédle :
1. Nous conseillons d'omettre ce passage.
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(22) ay® + Fav(x)dxuyv =0

- si 1'on veut écrire explicitement l'opérateur H de reldvement, intro-

duisons l'opérateur DG de dérivée partielle par rapport & la coordonnée
V ( noté 8/33Y en mécanique ), et alors Hx,y(DA) = DA-FXu(X)yuDG .

Nous allons indiquer comment Dohrn et Guerra décrivent un procédé d'ap-
proximation conduisant & un prolongement de (22) distinct du prolonge-
ment de Stratonovitch, et cependant << naturel >>.

L'idée est d'interpoler géodésiquement la semimartingale X, mais de
modifier le procédé de transport le long de chaque petit arc géodésigque.
Apr2s quoi on passe & la limite. Lorsque X est différentiable, on re-

tombe alors sur le transport paralldle, mais lorsque les crochets ne

sont pas nuls, on obtient quelque chose de nouveau - manifestement in-
trinsdque, puisque la construction l'est.

Voici la méthode de transport d'un vecteur u du point Y(s ) d'une
géodésique Y(s) jusqu'au point Y(sl) On prend une courbe h(t) (te[0,1])
telle que h(O) u, et on transporte paralldlement le vecteur v_Y(s ) le
long de h(t), d'ol un champ de vecteurs v(t) le long de h. Pour tout t
on regarde la géodésique Yt(s) telle que Yt(s )=h(t), ?t(s )=v(t), et
on la suit jusqu'au point Sq On a ainsi une famille de geode51ques
<< paralldles & 1'1nstant s >> . On regarde le champ de vecteurs 3

b
B(s) = EEYt(s)lt:O le long de la géodésique ¥ ~ ¥

On a manifestement B(so):u . Le transport de u le long de l'arc ¥y gst
alors ce champ B(s) [ Le mot transport ne doit pas nous tromper : ce
<< transport le long d'une géodésique >> n'est pas le transport que nous
avons en vue, mais seulement 1l'étape préliminaire. Il reste & interpoler
et & passer & la limite - et le long de l'arc géodésique, comme on 1l'a
dit, on n'obtient rien de nouveau 3 la limite ].

Faisons le calcul, en laissant de c8té les difficultés qui peuvent
naitre si 1'on veut prolonger les géodésiques trop loin. Nous avons pour
tout t, les ° désignant des dérivées par rapport a s .

?A(s,t) + PQV(Y)?“?V(s,t)zo ( équation des géodés.)

dérivons en t et faisons t=0

(23) BMs) + 2r) (FBY(s) + Dgru (V¥H1VB%(s)=0

A d
( on a utilisé les relatlons EtY (s t)l EE?B (s), tY (s t)]t 0
= gSBA(s), qui sont de simples commutatlons de derlvatlons ). Ceci est

une équation linéaire du second ordre. Nous savons que B (s )=u, il
faut encore déterminer BA (0) . Pour cela, nous écrivons le transport
paralldle en t pour s=8,
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& Pogetd+ 1 (Bls, 0G0 (s, 8)7 (s,,8) = O
ce qui pour t=0 donne
(24) Bhsy) + Ih (MW (s,) = 0
et on constate bien que seul u intervient, non la courbe h(t) utilisée.
L'équation (23) et les conditions initiales sur Bk(so) et éx(so) déter-
minent bien la fonction B(s) le long de Y(s). Tout ceci n'est absolument
pas intrinsdque, mais c'est trivial !

Approximation. Maintenant, nous considérons la semimargingale (Xt) dans
V, dont nous construisons l'approximation géodésigue X exactement
comme dans la démonstration du théorqme 3 ( § I, formules (14)), et
nous construisons le processus (Yt) en partant de u au point XO, et en
le baladant géodésiquement le long de chacun des arcs découpés par les
instants tp,tp+1 . Nous avons, en désignant par Vp/T la vitesse de

1'arc géodésique correspondant
n n
Y =Y
Yor1 %
od B est la fonction calculée plus haut, relative & l'arc géodésique

[tp,t B(t ) est tiré de (24), sa composante d'indice A est
—r e )Y“ v/ T
P

2
= TB(tp) + %—B(tp) + terme complémentaire
p+1]

et B(t ) est de méme tiré de (23). Apréds quoi on a v, par (14) , on
regroupe, et on applique le théordme 3 pour aboutir & l'equatlon dif-
férentielle horrible suivante : FO
(25) ay’ = rxu(xt)dxgyg + %<1<x",x“>taf“(_Dnr)\p F"AF%O ip ;@ ).

np- A
Arrétons nous un moment, pour faire des choses intrinsdques.

Champs de Jacobi. L'équation (23) se laisse écrire sous forme intrinsé-

que, de la manidre suivante : il existe un opérateur différentiel sur
les champs de vecteurs J(s) le long de la courbe Y(s), qui s'écrit

(26), DI(s) = Wy gy7(s) =(@(s)+1}, (NV'T*(8)) en ¥(s)
Alors (23) et ses conditions initiales s'écrivent
(26),  D°B(s)=R(¥(s),B(s))¥(s)  B(s,)=u , DB(s,)=0

od R(X,Y)Z est 1l'effet sur ZeTY<S)(V) de l'opérateur de courbure R(X,Y)
soit

: A0 uv &) e e
(26), R(X,Y)Z =(z Ry 7 g 5 R

(8]
D r T terme ana-
hpv RIAVT A” Ve - ¢ logue avec

[ Cette notation est mauvaise pour la mémoire : se rappeler pv échangés)
que les indices antisymétriques pv sont les deux derniers, et que u,v

sont dans cet ordre dans la dérivée affectée du signe + ]
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L'équation intrinséque (26)b est fondamentale en géométrie différen-
tielle : elle définit les champs de Jacobi le long de la géodésique Y.

Ici, elle ne nous sert & rien, car nous avons besoin de sa forme non
intrinsi&que (23) pour l'approximation ! Mais maintenant, remettons
(25) sous forme intrins&que, en nous servant de l'expression explicite
des composantes (26)

7)) ary = - qu<X )Y“xdx + ?RM”‘
qui nous donne la correction de courbure & la forme de Stratonovitch,

el
(X )a<x",xPs 1l

et qui définit ainsi une équation différentielle stochastique naturel-
le sur T(V).

[ Exercice : avec les notations de (20) , 11 est clair que l'on a

v 1l.pv v
= R +R
ap = 2B Ruag)
mais pourquoi cela s'interprdte t'il, dans le langage de (20), comme
’y(W)
avec W=T(V) ? Regardez la notlon d'isomorphisme vertical, Sém. XV p.

une application de T (V)XT (V) dans le sous-espace vertical de T

78 - si cela vous amuse J.

Ixemple. X est le mouvement brownien d'une variété riemannienne. Alors
d<X ,Xu>t = gA”(Xt)dt, et la correction de courbure s'écrit

1,v n v _ _Appy . . )
ERn(Xt)Ytdt avec Rﬂ =g Rhun ( tenseur de Ricci )«

Commentaire. Dohrn et Guerra ne traitent du transport géodésique que
dans le cas du mouvement brownien d'une variété riemannienne. Ils le
justifient par l'application qu'ils en font & la << mécanique stochas-
tique de Nelson >> dans une variété riemannienne. Dans ce travail, nous
espérons convaincre le lecteur qu'il s'agit d'une notion intéressante
pour des semimartingales quelconques, et pour des raisons multiples...

Signalons en passant une propriété intéressante, sur laquelle nous
n'aurons pas l'occasion de revenir :

PROPOSITION 4. Supposons que V soit munie d'une structure riemannienne

4 courbure <0 ( resp. >0 ). Alors le transport géodésique le long d'une
semlmartlngale augmente ( resp. diminue ) la longueur des vecteurs
tangents.

DEMONSTRATION. Nous nous inspirons de Bismut, p. 476. Il est clair
qu'il suffirait de démontrer que le transport élémentaire par champ

de Jacobi le long d'un arc géodésique ( (23)-(24)) augmente, resp.
diminue, la longueur des vecteurs tangents. Aprds quoi, le résultat pas-
sera aux gsemimartingales par interpolation géodésique. Cette fois, nous
utiliserons l'équation sous la forme intrinsdque (26)b .
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D'aprds la propriété fondamentale de la connexion riemannienne VX(YlZ)
= (VXY|Z)+(Y|VXZ), on peut écrire pour le champ B(t) le long de v(t)

4 1B(t)|% = 2( B(t) | DB(%))
4 21B(+)|° = 2|DB()[° + 2( B()| D?B(H))
2|DB(6) | -2( B(t) |R(B,Y)¥(£)) par (26),

Ltexpression qui figure 3 droite est précisément celle dont le signe
est déterminé par la courbure de la variété : si celle-ci est & cour-
bure négative, on voit que la dérivée seconde est positive, i.e. |B(t)|
est convexe, et comme DB(0)=0, la premiére ligne entrailne que la déri-
vée est nulle pour t=0, donc positive pour t>0, et |B(t)| est croissante.
Le cas de la courbure positive est plus délicat, et ma démonstra-
tion était incorrecte. Emery en ayant trouvé une bien meilleure, je
vais me borner & indiquer 1'idée qui rend le résultat vraisemblable.
Si la courbure est positive, le dernier terme -2( | ) est négatif pour
tout t, tandis que le premier est nul pour t=0. On espdre donc que la
somme sera négative pour t petit. et cela doit suffire, car on n'uti-
lise que de petits arcs de géodésiques dans l'approximation. Malheureu-
semert, il faut pour que cela soit correct que le second terme soit
strictement négatif, et cela fait des difficultés.

I1I. E.D.S. LINEATRES ET CONNEXIONS SUR T(V).

l. E.D.S. LINEAIRES

Nous reprenons maintenant une équation différentielle stochastique
du type (15), mais en la supposant linéaire en y. Cela suppose la donnée,
sur la variété W au dessus de V, d'une structure additionnelle : chaque
<< fibre >> WX est munie d'une structure d'espace vectoriel, pour la-
quelle les coordonnées yl sont linéaires. Nous n'admettons alors que
des changements de carte sur W respectant ( la structure fibrée de W
et ) la structure linéaire de chaque fibre. En langage officiel, W est
un fibré vectoriel sur V. Avec nos hypotheses simplificatrices ( V:Ek,
existence de coordonnées globales, etc. ) ce sera un fibré trivial, mais
tous les résultats de nature locale que nous établirons seront valables
dans la situation la plus générale.

Le cas particulier le plus important que nous aurons & considérer
sera celui od W=T(V). Dans ce cas, les coordonnées yi seront des formes
linéaires sur V, constituant en chaque point la base duale d'un << repére
mobile >>, et les yi et xA seront en nombre égal. Plus spécialement,
on peut utiliser comme coordonnées yi les différentielles des XA :

il existe alors un appariement entre indices << latins >> et << grecs>>,
que nous désignerons par un ~ : I ( {i ) est 1'indice grec ( latin )
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associé & 1'indice latin ( grec ) i (p). La coutume en mecanlqug est
de noter (q*,3d") les coordonnées que nous noterons, nous, (x )X )
La traduction d'un langage dans l'autre est 1mmed1ate}”

Les vecteurs tangents DA et Di forment une base de T(W) en tout
point (x,y) de W, et 1l'on a "x(DA)zDA , n*(Di):o. De méme, en leur ad-
joignant Dhu » Dias Dij on obtient une base de T7(W) : on remarquera que
nous ne faisons pas apparaltre dans la notation de vecteurs Dki « On a
n*(Dhu)=th ( sur V), nx(Dih)znx(Dij)=o' Les Dy, Dij’ Dip» eb plus
généralement tous vtl ou Vt2 dont 1l'image par Mo est nulle, seront
dits verticaux . Faites bien attention & cela pour les vt2 du type Dik’
qui tout de méme << sortent des fibres >> .

Plagons nous au dessus d'un point x de V : puisque Wx est un espace
vectoriel, W s'identifie & son espace tangent, tout élément u de W
pouvant etre considéré comme vecteur tangent en %ﬂ point y quelconque
de Wx' Envoyant ce vecteur tangent dansTGW}par/l'anectlon de W dans W,
nous obtenons un vecteur tangent vertical aW au point (x,y), 501t

(x,y,0,u) . Cela s'appelle l'isomorphisme vertical de W W dans T(W).

I1 a déja été vu dans le cas des fibrés tangents.
Voici alors le modéle général d'e.d.s. linéaire

i J 1 Ja i 4
(29) dYy = Yia (X )dX + EY (X )d<X X > (ajkp“ajpk>
Nous avons vu dans 1a section 1 du paragraphe précédent que la donnée
de cette e.d.s. au premier ordre est celle d'un reldvement <<horizontal>>

Hx,y : TX(V) +>Tx’y(W), donné par

- Jot
(30) Hx,y(DA) = DA +y ajA(X>Di

D'une manidre générale, on peut appeler les courbes solutions de l'e.d.s.
sont des << semimartingales horizontales >> , et que l'e.d.s. est celle
du << transport horizontal >> d'un vecteur de la fibre le long de la
semimartingale X sur la base. Le mot horizontal est suggestif, mais

vide de sens.

2. E.D.S. LINEATRES ET CONNEXIONS SUR W

Donnons nous maintenant une connexion T sur V, qui restera fixée
dans toute la suite. Nous allons montrer que les e.de.se. linéaires 3
valeurs dans W sont en bijection avec certains prolongements naturels
de la connexion I' 2 W . Cela me semble assez intéressant, car on a 1a

un énoncé propre au langage des semimartingales, et qui clarifie grande-
ment ( & mon avis ) une question de pure géométrie différentielle, i.e.
le problédme ( traité par Yano et Iehihara ) du prolongement des conne-
xions & un fibré tangent ou cotangent.

1. L'autre exemple important, celui de T*(V), sera traité plus loin.
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Pour déterminer une connexion sur W, nous devons nous donner des symbo-
. . 4 A i .
les de Christoffel relatifs aux coordonnées y Y, soit

ro )=1p +rtp, r(dy,)= o +r1 r(d

wy UV A pv i JuA p i +F D,

&)= rak AT

( pas de T . distincts des I'. : nous ne considérons que des connexions
sans torsion ). Tous ces coefficients dépendent de (x,y).

Nous allons commencer par choisir certains coefficients de la ma-
nidre la plus économique possible, et vérifier que la condition ainsi
imposée & la connexion est intrinséque :

(31), I,y = 0

(31 rh (6 )=Th, (x,7)=0

(31, Fﬁv(x,y) = rﬁv(x) ( symboles de Christoffel de V )
(31)d ng(x,y) = —agk(x) ( donné par 1l'e.d.s. au ler ordre )

Interprétons ces conditions : (31)a signifie que 1l'injection de WX dans
W est affine , lorsqu'on munit WX de sa connexion triviale d'espace vec-
toriel. (31)b signifie que la dérive d'un vt, vertical est un vt; verti-
cal. (31) signifie que la projection m de W sur V est afflne.

Enfin (31)d s'interprdte ainsi : donnons nous une courbe/(x(t) u(t))
dans W, et considérons le reldvement (x(t),y(t)) de sa projection sur
V, au moyen de 1l'e.d.s. au premier ordre. Alors nous avons un transport
vertical dans T(W)

(x(t),u(t),0,y(t))

et (31)d exprime exactement que ce transport est paralldle dans la con-
nexion I' sur W. )

I1 reste donc seulement & déterminer les coefficients r;v(x,y), ce
que nous énoncerons de manidre formelle :

THEOREME 5. Il existe une et une seule connexion I' sur W satisfaisant &
(31)abcd et & la condition suivante :

8i X est une martingale dans V, alors la solution (X,Y) de (29)

est une martingale dans W.
Démonstration. Dire que X est une martingale revient & dire que

ax} = am} - %Pﬁv(Xt)d<M“,Mv>t

ol les T sont des martingales locales réelles. On veut écrire que les
différentielles suivantes sont des différentielles de martingales locales
réelles : . . .

ar} %riv(Xt,Yt)d<X“,Xv>t LR C I SRLE L S
( le terme en F%k est nul d'aprés (31)a 3 noter l'absence du coefficient
1/2 devant le dernier terme 3 enfin, il est inutile d'écrire les équations
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relatives aux XA, qui sont automatiquement satisfaites d'aprds (31)b
et (31), ).

Tlrant le de (29), exprimant d'autre part les dX% au moyen des MA
nous voyons que
(31) r (x,y) yJF (x) avec ri +al = rk

s .
Juv TdpvT T gu kv+ rku uvr

Dans le systeme de coordonnées (x ,y'), nous avons déterminé ainsi les
symboles de Christoffel d'une connexion sur W ; l'unicité dans 1l'énoncé
montre que celle-ci est entidrement déterminée par des propriétés intrin-
séques, i.e. ne dépend pas du systdme de coordonnées utilisé.

REMARQUE. Soit x(t) une géodésique de V, et soit (x(t),y(t)) son reld-
vement horizontal dans W. Il est naturel de se demander pour quelles
connexions du type (31)a_e sur T(W) ce reldvement horizontal est une
géodésique dans T(W). Cela a lieu pour la connexion associée & l'e.d.s.
de Stratonovitch et pour elle seule. Dans un sens, cela se voit par un
raisonnement probabiliste : soit Bt un mouvement brownien sur R ;3 alors
X(Bt) est une martingale dans V, parce que x est une géodésique [ on
suppose x(t) défini pour tout teR, pour simplifier ] ; son reldvement
horizontal est y(Bt) par ce que 1l'e.d.s. est de Stratonovitch ; par
(31)e (X(Bt)’y(Bt)) est une martingale dans W, donc (x,y) est une géo-
désique . La réciproque exige un calcul. Je remercie Emery de m'avoir
signalé l'erreur de la premidre rédaction sur ce point.

EXEMPLES. 1) Explicitons les symboles de Christoffel dans le cas d'une
e.d.s. de Stratonov1tch. Utilisant (31) et (19) qui nous donne les
coefficients aahu<x) en fonction des a: A(X)’ nous trouvons la formule
suivante, qui n'est pas spécialement drdle

i . i .k A i
(32) CROE (rk ri +rJvrku+DurJV+Deru ari i

(rappel : on a écrit FJA pour —aJA e

2) Prenons W=T(V), et prenons pour e.d.s. au premier ordre 1'équation
du transport paralldle : autrement dit

i _ i i 1
(33) ajk(x) = Fﬁk(x) , donc Pjh(x,y)_FSA(x)
Nous savons la brolonger au second ordre de deux manidres : transport

paralléle stochastique ( forme de.Stratonovitch ) , et transport géo-

désique. D'ol deux connexions sur T(V), que nous noterons respectivement
r? ( parallé}e ) et ré ( géodésique ). Le calcul horrible consistant 3
tirer les a;hp de la formule (27) et & les porter dans (31) pour
trouver les symboles de Chrlstoffel de la connexion geode81que conduit
4 un résultat étonnamment simple
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>

(34) F;V(X,Y) = YJDﬁF;V (counexion géodésique )
dJ

Si l'on regarde maintenant le chapitre X du livre de Bismut, on y
voit figurer deux connexions FH et TC sur T(V) ( ou sur T*(V)), dont la
définition est empruntée au livre de Yano et Ishihara. L'examen des
symboles de Christoffel dans ce livre montre aussit8t que FC est exac-
tement la connexion associée au transport géodésique ! Quant 2 PH, elle
présente en général de la torsion : ce ne peut donc &tre notre connexion
associée au transport paralldle, mais celle-ci est la connexion gans
torsion associée 3 rH. Les calculs de Yano-Ishihara ont donc une inter-
prétation probabiliste... n'est ce pas incroyable ?

3. DIGRESSION : AUTRES JUSTIFICATIONS DE rs( lecture déconseillée )

La justification du transport géodésique donnée par Dohrn et Guerra
est le fait que celui-ci conduit, lorsqu'on l'applique 3 la << mécani-
que stochastique de Nelson >> , & une équation de Schrdédinger correcte.
Je vais en donner ici d'autres justifications, de type mathématique, et
non physique .

Je rappelle sans insgister la définition de la connexion r?donnée par
Yano-Ishihara : un champ de vecteurs sur V, X:§ADA , admet un prolonge-
ment naturel & T(V) ainsi défini :

T -, + yjnﬁgini
( 1'idée est la suivante : X est le générateur infinitésimal d'un flot
de difféomorphismes Py de V 3 ceux-ci s'étendent naturellement & T(V),
en un flot 5t , dont on prend le générateur X ). La connexion raest

alors caractérisée par la propriété que, si X et Y sont deux champs
sur V _
VXY = ZVX75 .

Pour exprimer les autres caractérisations, il me faut quelques nota-
tionse.

i) Soit x(t) une courbe tracée dans une variété quelconque U. Je
désignerai par vx(t) = x(t) sa vitesse ( courbe tracée dans T(U) ),
par ax(t)= ¥ (t) son accélération ( Sém. XV, p. 50, formule (9)) qui
est une courbe tracée dans T(U), & distinguer de vvx, courbe tracée
dans TT(U). La relation entre ax et vvx est la suivante : nous savons
( Sém. XV, bas le la p. 77 ) qu'il existe une application naturelle
de TT(U) dans 7(U) - notons la j pour fixer les idées 3 alors ax est
1'image de vvx par j . En effet, si (xk,uh
TT(U), son image par j est le vt, WADA+u”vVDuV , et lorsque w=v =x(t),

wM=%(t) on trouve bien iADA+i“i“Duv , i.e. ax .

,vk,wk) est un élément de
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ii) Soit I une connexion sur U 3 I est une application de (U) dans
T(U). Nous convenons de noter aussi I’ 1'application T'ej sur TT(U).

iii) Soit un transport @(t)=(x(t),u(t)) dans T(U). Alors ve est une
courbe dans TT(U), et a¢ une courbe dans 7(T(U)). La dérivée absolue,
ou dérivée covariante du transport ¢ est le transport D¢ =I'vey =(x,Viu)

au dessus de la méme courbe x.

Dans la suite de cette << digression >>, U sera V ou T(V) j; nous
munirons V de la comnexion I' ( qui permet de redescendre de TT(V) ou
7(V) dans T(V)) et T(V) de la connexion géodésique, qui permet de re-
descendre de TT@(V» ou 7(T(V)) dans TT(V). Le contexte étant suffisamment
clair, nous la désignerons elle aussi/par I' , et nous désignerons par

F2 1'opération rré qui fait redescendre au premier étage.

1) Considérons une courbe x(t) dans V, et cherchons & définir ses
dérivées covariantes Jjusqu'd l'ordre 3 ; ce seront des courbes dans
T(V) au dessus de x(t).

Ordre 1 : dérivée ordinaire vx .

Ordre 2 : il y a deux choix, conduisant au méme résultat Dvx. Soit former
vvx dans TT(V) et redescendre par I' : TT(V)+T(V), soit ax dans
T(V) et redescendre par I' : 1(V)=>T(V). Voir i) et ii) ci-dews.

Remarquer que nos notations sont un peu inhabituelles : on écrira plus

volontiers Dx pour vx, et sz pour Dvx.

Ordre 3 : il y a un premier choix évident : Dvx est un transpcrt, nous
lui appliquons D, et nous obtenons la dérivée covariante ité-

rée : explicitement, nous avons Dvx = Tax ( par définition ), nous refor-

mons vIlax ( remontant ainsi dans TT(V) et redescendons en I'vlax.

La connexion géodésique ouvre une seconde possibilité : former
directement un élément du 3e ordre, qui sera avx ( ou vvvx, mais le
résultat est le méme, pour la méme raison gque Ta=Ivv plus haut ), puis
redescendre de T(T(V)) dans TT(V) par e ( et ensuite dans T(V) par T ).
Ayant expliqué ceci, la connexion géodésique est caractérisée par le
fait que
(35) réavx = vrax ( égalité dans TT(V))

d'od a fortiori 1'égalité dans T(V) en redescendant par I'. Que se passe
t'il maintenant pour un transport quelcongue ¢=(x,u), non nécessairement
de la forme (x,i) ? Le calcul brutal montre que

(36) D2¢ = Faaw + R(%,u)é ( R est la courbure, r2=rrg)
qui est la forme générale de la formule (26)b des champs de Jacobi.

1. Parmi les connexions sur T(V) relevant I .
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5. E.D.S. DUALE ET CONNEXION ASSOCIEE

Revenons A l'équation générale du type (29), & valeur dans W :
S J 1 B
ay- = Y ajA(X)dX +§Y (X)d<X S x>
et con51derons le fibré dval W' 11 est commode de munir W' de coordon-
nées (X ) V3 ) , la dualité au dessus de x étant (y|y')= yly - Ainsi, en

mécanique, le flbre cotangent * (V) est muni de coordonnées (q* »D3 )
duales des (q ,q ) Tout naturellement, les opérateurs de derlvatlon

partielles sur W' seront notés D,, Dl, pi-p} , DlJ . Nous consi-
A AR? TATTL

dérons une autre ¢.d.s., cette fois sur W' )

(37) ar, = 4 .j(X)Y.dXA + %& j(X)Y.d<x)‘,xp>

avec la méme semlmartlngale dlrectrlce X. Notre probldme est de choi-

sir les coefficients aih et a fuJ de telle sorte que, quelle que soient

la semimartingale directrice et les données initiales, la forme de dua-

1ité YtY t garde une valeur constante. Nous laisserons au lecteur le

soin de démontrer l'énoncé suivant, trés simple.

PROPOSITION 6. Les coefficients de 1l'e.d.s. << duale >>(37) sont uni-
quement déterminés, et l'on a explicitement

I 4ad 4 a8 k 2

1_
iAu iA uk ipahk =0

A d J -
(38) dy5" *+ 8y =0 ,

A
ia AApd

Maintenant, si l'on pense 3 la bijection entre connexions sur W

satisfaisant aux conditions (31) et eud.s. linéaires, on peut inter-

abc
préter cette dualité entre e.d.s. comme une dualité entre connexions
sur W et connexions sur W'. Introduisons les notations des symboles de
Christoffel pour une connexion sur W' satisfaisant & (31)
A v ~ 3 i A iy )
(59 fOp) = 00, + Ty JGdy 0T, TETH0
P(Di) = TAiJ(X)Dl ( on n'écrit pas les Dj')

abc

et alors la relation de dualité entre deux connexions s'écrit

A s s N . s
Jerd. = .~ dsrd. - r&rd -

(40) Ty 4Ty, =0, Ty 39+, = Tl - rfprkh =0 .

REMARQUE. Les I' et les a vont en sens contralre dans (31) : une cor-
rection sur les g?hp ( sans toucher aux at A ) se rntrouve avec le signe
opposé sur les Fiku . D'aprds (38), elle se retrouve aussi avec le
signe opposé sur les a , et donc avec 1le meme signe sur les F .

D'autre part, la duale de l'équation de Stratonovitch
(#1), ari= YjaiA(X)deA
est l'équation de Stratonovitch
(41, ar, = -aj, (X)¥ wax
ala rosvl-«m bisarnce des indiees vkdugmu a ewiten &»umgus\m siCon omek be A,
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A titre.de curiosité, donnons les symboles de Christoffel des connexi-
ons importantes sur T*(V), correspondant & une connexion I donnée sur

V. Il est peut &tre plus clair d'utiliser les notations de la mécani-

que, les coordonnées s'appelant qk et 198 ( ou encore mieux, qk et Pi»

avec appariement entre les A et les i ). On a en omettant le ® sur T

~

0% 0% k d
(42>a r(— ):O ’ I( )\) = = zk l",.. (Q)'rp

3D, oD .. dp. 0q ia k

7 1

o

I(

) 0 A )

—,) = & Iy (= +2 I, “(Q)p

anaq” v AR aq" Apk 4 3§k

Les seuls coefficients nouveaux sont donc les derniers , qui valent

dans le cas de la connexion géodésique
3 4 R i & 2 & 4

(42)b rkuk = - DkrAu + PkArep+rkaeA

%uant 4 ceux de la gpnne%ion paralldle, ou de Stratonovitch, on a
¥

I A |
rApk - rkuk tz

(Rfuﬁ+Ruhﬁ)’ avec le méme signe pour la correction
que dans (27).

AVERTISSEMENT. Par rapport & Bismut et Yano-Ishihara, notre ? est leur
ri ( détordue ) sur T(V) et T*(V), notre IS est leur TC sur T(V) seule-
ment. Leur connexion I'" sur T*(V) n'est pas la connexion duale, mais une
troisi2me chose un peu bizarre. Ce n'est peut &tre pas la seule |

Je me suls amusé & calculer la dérivée covariante ( dans la connexion
géodésique ) de la forme symplectique fondamentale dprdqhzﬁ 3 pour un
vecteur tangent X 3 T*(V) X:xADA+xADA, on a ( sauf erreur )

v&ﬂz—%xARva(q)pndq“Adqv

Pour la connexion paralldle, la dérivée covariante est 1l'opposée de
cette forme. Par conséquent, pour la connexion %(TP+Fg), la forme sym-
plectique a une dérivée covariante nulle. Toute personne ayant un peu de
foi symplectique pensera que c'est la bonne connexion 3 considérer .

On se trouve devant la situation habituelle en géométrie différen-
tielle ( non stochastique ) : un foisonnement d'objets << intéressants >>
qu'il faut savoir écarter ( en risquant d'écarter les bons ).

6. E.D.S. PRODUIT ET CONNEXION ASSOCIEE

1 et W2 sont des fibrés sur V, munis

Encore des trivialités : si W
chacun d'une e.d.s. linéaire, nous pouvons chercher 2 construire, sur le
fibré W1®W2, l'e.d.s. dont les solutions sont, pour chaque semimartin-
gale directrice X, les produits Y%@Yi des solutions correspondant & X
dans wl et W2. Utilisant la bijection entre e.d.s. et connexions, on
construit ainsi, en fait, une << connexion produit >> sur W1®W2. Il y
a bien siir une propriété d'<< associativité >> . On peut aussi vérifier

que le produit de deux e.d.s. de Stratonovitch est de Stratonovitche.
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Faisons le calcul : nous prendrons des coordonnées (XA,yl) sur Wl,
des coordonnées (xk,yu) sur W2, 1'utilisation de deux groupes distincts
d'indices << latins >> i,j,K... u,v,W... nous permettant la plupart du
temps d'elléger les notations. Donnons nous nos deux e.d.s.

1, i_ .1 JavA, 1.1 J Al
sur W= ¢ 4Y" = ajA(X)Y axt+ Zajhu(X)Y a<x™,X">

sur W2 H ar4

u VigA, 1.U Vi vA vl
avA(X)Y ax™+ Zavkp(X)Y d<x™,X">

. . 1
a0 la semimartingale Yt®Y% a les

sur W18W2, muni des_repéres D(iu)iDi®D
coordonnées Y%u =Y%Yg . Appliquant la formule d'intégration par parties,

on trouve que celle-ci satisfait & 1l'e.d.s.

iv _ _iu JVavA 1_iu IV oA i
ay = aij(X)Y ax” + ?ajvhp(x)y a<x™,X">
avec
3 iv _ _i 4 u iu iw __i gu i u i u__i_u
G Bva = Fa0v ¥ 05 5 v Rty vt it e guta

D'od une formule semblable ( et tout aussi dépourvue d'intérét ) pour
les symboles de Christoffel

(#3), Ty = S S rggAu = P§Ap+r$xu + r§hr3u+r§urzk
Tout cela devrait nous permettre plus tard, en principe, de calculer
les caractéristiques locales d'une semimartingale tensorielle. Mais en
fait, dans les cas intéressants, les espaces que 1'on consid2re sont
des espaces de tenseurs Tg , produits tensoriels de r copies de T(V)
et s copies de T*(V), et 1l'on procdde autrement : le << transport >>
associé 3 1'e.d.s. définit un isomorphisme de Ty (V) dans Ty V), od
X est la semimartingale directrice j; il permet dong de transpo?ter non
seulement les vecteurs, mais les repdres. Alors il est clair qu'il
permet de transporter les tenseurs, en décidamnt que'les composantes du
tenseur transporté dans le repdre transporté restent constantes. Ce
transport est exactement celul que définit 1l'e.d.s. produit.

IV. CARACTERISTIQUES LOCALES D'UNE SEMIMARTINGALE VECTORIELLE

1. DEFINITION DES CARACTERISTIQUES LOCALES

Considérons d'abord une courbe différentiable x(t). Il n'y a aucune
difficulté & définir la dérivation au premier ordre, qui nous donne le
transport (x(%),x(t)) dans T(V). Mais pour définir la dérivée d'une
courbe vectorielle ( c'est & dire d'un transport (x(t),u(t)) ), et en
particulier la dérivée seconde d'une courbe x(t) dans V, sans monter
dans les espaces tangents d'ordre supérieur, il nous faut utiliser une
connexione.



190

Dans le cas des semimartingales, la nouveauté est la nécessité d'une
connexion pour définir les dérivées premidres :

DEFINITION. Soit X un processus & valeurs dans V munie de la connexion
I'e Nous dirons que X est stochastiquement dérivable si

~ X est une semimartingale continue

- Les processus & variation finie .<XA,Xu>t et Aé( Akx %A est le com-
pensateur prévisible de x* ) sont absolument continus par rapport & t,
avec des densités 5%“ , a% .

On appelle alors dérivée stochastique de Xt 4 l'instant t le vecteur
tangent r(ééuDAu+atDA ) au point XJG . On le notera DXt .

La dérivabilité stochastique ne dépend pas de la connexion, mais la
dérivée stochastique en dépend. Formellement, on a DXt:r(dEXt)/dt. Dans
tous les cas traités ici, le processus (Xt'DXt) admettra une version con-
tinue, qui sera méme une semimartingale dans T(V) - il n'y aura donc pas
‘d'ambiguité quant & la définition de la dérivée stochastique.

D'un point de vue << physique >>, on peut dire que les quantités
<< mesurables >> ou << observables >> relativement a4 X sont ses caracté-
ristiques locales, représentées par la forme bilinéaire (5%“) sur T*(V)
et par la dérivée stochastique DXt‘

Le probléme qui va nous occuper dans cette section consiste & définir
la dérivée stochastique seconde, ou plus généralement la dérivée stochas-
tique d'une semimartingale & valeurs dans T(V). Il nous faut pour cela
une connexion sur T(V). Nous avons vu qu'il y a un certain arbitraire

dans le choix d'une connexion sur T(V) relevant I' 3 notons provisoire-
ment T ce reldvement, (Z,)=(X,_,U ) la semimartingale 3 valeurs dans

Y tt Brocfoskiquement .
T(V) au dessus de (Xt)' Supposant Z’/dérivable, le vt, de ses caracté-
ristiques locales d22+/dt est dans 1(T(V)) au point Zy T le descend

dans TT(V) au point Zt de T(V), et IT le descend dans T(V) au point

Xt : c'est la dérivée stochastique cherchée.

En fait, il est plus intéressant et plus clair de faire le calcul
dans un fibré W, comme nous l'avons fait jusqu'd présent. Nous considé-
rons donc une semimartingale (Zt)z(Xt,Ut) 3 valeugs danS~W. Nous ne la
supposons pas nécessairement dérivable. Les vty da Zt’ d Zt dans TZt(W)

descendent par T en des vty T(d2Zt), T(d22£) dans T, (W). La connexion
t

T nous permet de décomposer un vt VADA+WiDieTX,u(W) en une partie horizon -
s Rt

tale ( reldvement horizontal de sa projection ) VA(DA'IﬁnyDi) et une

partie verticale (wl+u3vAr§A)Di, qui s'identifie & un élément de WX .

On remarquera que la connaissance de la projection VADA et de la partie

verticale détermine entidrement le vt; . Dans ces conditions, on posera
2 T aea en §aik ou a connexion MRE&.,W fa. connexion gc'odpztiquz.
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(ua), &, = r(d2X ), th = r(dgi ) ( appartient & Ty (V))

(e est une bonne notation, on aurait dd l'utlllser plus t6t !} ), et

(44)b QUt = partie verticale de E(d Zt) ( appartient 2 WX ) .
gﬁt r(a t) t

Lorsque W=T(V), et lorsque T est la c¢onnexion. paralldle ou la conne-
xion géodésique, l'e.d.s. au premier ordre est celle du transport paral-
12le, et on vérifie aussitdt que la partie verticale d'un élément t=
VADA+WADX de T (T(V)) est bien le vtl que nous avons noté I'(t) :
effet, 1'image de t dans T(V) est WADA + utv¥D , 2 €t en appllquant r
A+u”v uv)DA . La définition dans W étend donc effecti-
vement la définition donnée plus haut.

Puisque nous connaissons les symboles de Christoffel des connexions
usuelles ( paralldle, géodésique ) sur T(V) ou T*(V), les calculs expli-
cites sont & notre portée. Mais nous allons d'abord interpréter d'une

on trouve bien (w

autre manidre la définition précédente.
2. INTERPRETATION AU MOYEN DU DEVELOPPEMENT

Nos notations sont les mémes que toujours : le fibré W au dessus de
V, 1l'e.d.s. (29), la connexion sur W associée par (31)abCde - nous la
noterons simplement I'. Nous écrirons (29) sous forme matricielle

(43) arg = (dcﬁt)yg oy = / aJA(X daxk + 2a A Es ya<xh, xhs

Soit Mb la solution de 1l'équation matrlclelle
t
=I+ijM
0 s s
Mt est la matrice de l'application de TX (V) dans TX (V) définie par le
-0 t

My

<<transport >> (29), application que nous noterons §t , et 1'on a Ut=
!tUO « I1 est bien connu que ¢, est inversible, et la matrice Nt=M§'est
solution de 1'équation différentielle stochastique suivante

t
(46) Nt =I+ [ N_( -4C_+<C,C>_ )
o s s s
( Cette jolie formule est due & Karandikar, dans ce volumel )e

Nous désignerons par H la semimartingale Q (U ) & valeurs dans Wy
on l'appelle le develogpement de Z dans WX . Comme c'est une semlmgr—

tingale dans un espace vectoriel, on peut gons1derer directement dHt ou
dHt comme des vecteurs ( si l'on veut, cela revient & descendre dth ou
a Ht par la connexion triviale de l'espace vectoriel ! ). On a alors

le théoréme suivant, essentiellement dfi & Bismut :
THEOREME 7. Soit (Zt):(Xt’Ut) une semimartingale dans V ( avec X
pour simplifier ). Alors on a dans W

7)) dU _Qt(dH ), gU _Qt(d.Ht) (cf. (44)b ) .
1. €% §iquwee auwi (sous aune gom anoina gdnirale) chey Bismuk, sem. X0 P94

0~X
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COROLLAIRE 8. Z est une martingale dans W ( muni de la connexion rele-
vée I' ) si et seulement si X est une martingale dans V, et H une martin-

gale locale dans Wx au sens usuel.

[ Cela étend le théordme 5 : celui-ci caractérise la comnexion rele-
vée par le fait que, si X est une martingale dans V et H est constante,
alors (X,U) est une martingale dans W ].
DEMONSTRATION. C'est un calcul. On écrit
2, _ ayh i 1y ol 30 5 o 1 o
a2 = ar'pyeavip; + Jaat X% 4 a<olx Dy, * 2d<U‘],Uk>DJ.k
ensuite )
rea®z) = (axMs %r}’;\)(xmdu,x&)nk +(avery, (Da<ud xhos
«%P;V(X,U)dd(”,Xv>)Di
dont la partie horizontale est )
(dX)‘+%l";‘V(X)d<XP‘,XV>)(D}‘—PS‘)\UJ Di)( rel? horizontal de
la projection )
et par conséquept la partie verticale vaut .
8), dU1+F§‘)\(X)UJdXA + r;A(X)d<X)‘,UJ>
1,1 A i J BV
+ g(rw(X,U)H“W(X)PJA(X)U Ya<xH xV>

On a d'autre part, d'aprds (4b6), comme Ht:NtUt

dil = dN U + W QU + <dN,aU> = N(-dC+d<C,C>)U + NaU 4N<-dC,dUs>

d'ol la quantité qui nous intéresse
MaH = dU - d<C,U> + (d<C,C>-dC)U
explicitons la i-idme composante du second membre :
i i j i j v A 1 i j
aut - aj)\(X)d<UJ,X}$ - a5, vdaxt zajuv(X)UJdd(”,XV>
N X .

(48), +ag, (Oa (Ovlaxt xV>

( ce dernier terme n'est pas correctement écrit : il reste 2 le symé-
triser en p et v ). Reportons nous maintenant aux expressions (31) des
symboles de Christoffel, pour vérifier que (48)a=(48)b.

~

Le calcul avec les est le méme. Quant au corollaire : Z est une

martingale dans W si et seulement si r(dgit):o, ce qui revient & an-
nuler sa partie horizontale, reldvement horizontal de dXt’ et sa partie
verticale dﬁt. On utilise enfin le fait que ét est un isomorphisme.

Le mot << développement >> a été aussi utilisé dans
le sém. XV, p.92. Le sens est différent : c'est X
et non (X,U) que l'on développait alors dans Ty v,
en utilisant le transport paralldle. ' 0
Nous revenons sur cet autre << développement >> dans
les toutes dernidres lignes de 1l'exposé.
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3. CALCULS EXPLICITES

Nous considérons une semimartingale & valeurs dans T(V), de la forme
(Xt’K(Xt)) - ou (Xt’ K(t,Xt)) - ol K est un champ de vecteurs c® sur
V ( dépendant du temps dans le second cas ). Nous allons calculer les
caractéristiques locales de cette semimartingale, dans la connexion
paralldle ou géodésique.

Nous utilisons les notations précédentes : Uf:K(Xt), th(Xt’Ut)'

THEOREME 9. Dans la connexion paralléle, on a
(49, au, = Yy K(X yaxp + %VD K(X,)a<x® Xt

et la formule analogue vaut pour QUt, é condition de mettre dX du cdté
droit. Si K dépend du temps, ajouter un terme K(X )at, ol K est la dé-
rivée de K par rapport au temps.

Dans la connexion géodésique, il faut ajouter & (49)a le terme
supplémentaire ( attention au signe ! )

(49),, - %d<x)‘,xu>tRxm(Xt)K"(xt>Dv

Avant de démontrer ce théordme, gqui revient & un pur calcul, nous
allons le commenter.

REMARQUES. a) La formule (49)a est vraie pour toutes les équations du
type de Stratonovitch sur tous les fibrés :

arl - ot (oyIxax?
JA .
3 condition d'interpréter K comme une section de W, et VD comme 1'opé-
A

rateur

(50) v, K= (D, krsxdri D,
A

i_ i
P10 Tia==85n

( 1l'opérateur dem"dérivée covariante" VEK porte sur les sections de W,
et son indice}est un champ de vecteurs sur V ). De méme, (49)b s'étend

3 un fibré de la manidre suivante : & la correction sur l'e.d.s.
i_ 1 +dJ A 11 J -y
ay-— = ajh(X)I *dX"™ + ?thp(X)Y 4d<Xx™,X">
correspond sur les caractéristiques de la semimartingale Zt une correc-

tion opposée

Za<x?, xhsrd(x)ed (XD,

JAp
b) Du c8té gauche de (49), , il n'y a pas de coordonnées, tandis que du
coté droit il y en a. Cela signifie encore que 1l'expression

v, Kax" + v, VK ax’.ax?
A A

peut étre considérée comme une forme d'ordre 2 3 valeurs dans W ( notion
que nous nous gardons bien de développer )e
¢) Supposons que X soit le mouvement brownlen d'une variété riemannienne.

Alors on a d<X}\,X“‘>t = %gK“(Xt)dt, dXt ngvrA$X )dket 1l'on a simplement
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(54), v, = %-AK(Xt)dt ol A=g7\P(VD}\VDH-r;\’pVDy) ( tr. paralldle)

& est appelé le laplacien horizontal ( dans les livres de calcul tenso-

riel, on trouvera souvent écritAA=VAVA ou gAPVXV ;3 11 s'agit bien du méme

opérateur, malgré 1l'aprarence : VA ne signifie pas VD ). On a donc aussi
A

pour le transport géodésique ) .

(Si)b au, = %UK(Xt) avec DK1=AKi—g}\P'KJR]);P’j ( tr. géodésique ).
opérateur connu sous le nom de laplacien de de Rham ( certains probabilis-
tes 1l'appellent << Laplacien de Durham >>, mais c'est une erreur ). A vrai
dire, on considére plus souvent ce laplacien sur les formes que sur les
champs ( et sur les formes, la correctioh de courbure est de signe opposé).

DEMONSTRATION DU TH, 9, Pour démontrer (49)a’ nous poursuivons un peu plus
loin le calcul (48)a’ en remplagant Ut par sa valeur K(Xt)' Nous trouvons

i i AL ly i A
dUy = DK (X, )axy + -2—DMLK (X, )a<X , X
A 3 N
+ rﬁA{X%)K (X, )axy

+

) . N
DHK'.](Xt)l";‘A(Xt)dJ ,X}.l>t ‘
%( rjlw (X,K(X) )+rﬁv(x) rﬁ}\(x)Kij (X) )td<X“,X’)>t

Maintenant nous remplagons les symboles de Christoffel par leur valeur,
tirée de (Sl)abcde' Les seuls qui doivent €tre vraiment explicités sont
les Fiv(Xt,K(Xt)), que nous tirons de (32), mais en les simplifiant pour
le calcul grace i la symétrie de d<X“,X“> : on les remplace par

j i i A i
K (rg‘urkvmurjv R

+

Nous avong d'autre part ] ) o . )
VD}\Ki: D}\Ki+K3r’5>\ , VDPVD}\K1=DH(D}\K1+KJr‘;:)\)+(D}\Kh+KJFIj1}\)1";1“
et alors la vérification de (49)a n'exige plus qu'une feuille de papier
blanc et un crayon ( ou une plage de sable fin et une huitre). Si K dépend
du temps, il y a un terme ﬁ(t,Xt)dt de plus dans la formule ci-dessus.
Nous n'avons aucune modification & apporter au raisonnement pour établir
la remarque a). Pour obtenir la correction (49)b s il nous faut seulement
remarquer que la correction change de signe en passant de 1l'e.d.s.-aux
symboles de Christoffel. Enfin, le méme raisonnement s'applique avec des
~ sur les'gﬁ et di.
Revenons 3 la formule (47) et au théordme 7 : tout résultat sur les
gK(Xt) peut s'interpréter comme un résultat sur le développement dans
WX de la semimartingale <Xt’K(Xt))' Nous noterons H(K)t ce développe-
ment. La formule (49)a » étendue. & toutes les équations de Stratono-
vitch, s'interprdte alors ainsi :
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COROLLAIRE 10. Considérons une équation linéaire de Stratonovitch &
valeurs dans W N

i i J
(52), ay+ = aj)\(X)Y *dX
et définissons la dérivée covariante VEK d'une section K de W suivant
un champ de vecteurs § sur V par la formule

i _ A i 3.1

(52)b VgD = § (DAK -K ajA)Di
Alors le développement dans WX de la semimartingale (Xt’K(Xt))’ noté
H(K),, satisfait 2 0

%
(52), H(K), = K(X)) + (/) H(VD)\K)SdX)S‘ + %H(VDAVD}LK)de(A,X”>S

COMMENTAIRE. Jusqu'3 maintenant, X a toujours été une semimartingale
prise individuellement, mais on peut aussi prendre pour X le flot d'une
e.d.s. sur V ( X est une fonction des trois variables (t,w,x), dépend
de x de manilre C°°, et 1'on a X(0O,w,x)=x ). Dans ces conditions

pour tout x, H.(K)t calculé le long de X(.,.,x) appartient
a WX s notons le K(t,w,x). Alors x§—>K(t,m,x) est une nouvelle section
R(t,w) de W. Si les coefficients a%k sont assez réguliers, on saura que
cette section peut &tre choisie aussi différentiable que K elle méme.
Enfin, on a K(0,w)=K.

Ainsi un flot sur la base et une e.d.s. linéaire déterminent un“flot sur

les sections de W”( cela n'est pas restreint aux équations de Stratono-
vitch ! ).

Mais Wx est un espace vectoriel pour tout x. Sous des conditions & étu-.
dier,.on peut intégrer une v.a. & valeurs dans W_ . Dans K(t,w), l'inté-
gration efface w, et il reste une opération déterministe sur les sections.
Nous noterons PtK cette intégrale, parce que dans beaucoup de cas ces
opérations forment un semi-groupe.En particulier, supposons que X (w,x)
s0it, pour tout x, une diffusion de générateur L_cADh+cA”DA H la
formule (52)c va nous donner - 3 condition que l'intégration soit légi-
time, toujours
t AV A

(53) PK=K+/ P (c K+c"M. V. K) ds

t 0 s DA DA Dp

qui permet d'obtenir le << générateur infinitésimal >> de (Pt)‘ Pour le
transport paralldle stochastique au dessus du mouvement brownien, on
remonte 13 aux débuts mémes de la géométrie différentielle stochastique,
avec les travaux de Ito, Dynkin, Gangolli...
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4. EXTENSION AUX SEMIMARTINGALES TENSORIELLES

Considérons une e.d.s. linéaire dans W, éventuellement avec correc-
tion : N
i_ i 3 AL 1ld J "
(5%), ayt = ajk(X)Y *dax" + chpj(X)Y a<x’ xh>
Les résultats du corollaire 10 restent valables, d condition d'ajouter -
a (52)c le terme correctif

1t A xb 3
(54)y, AR GO CAPK -cApJK

Cela veut pour tout fibré W. Nous nous demandons maintenant comment se
comportent les opérations VgK et CA K 1lorsqu'on fait, sur les e.d.s.,
les deux opérations vues au 8 IIT : passage 3 l'e.d.s. duale, produit
tensoriel. Cela nous permettra de calculer, dans le cas du transport
paralléle et du transport géodésique, les caractéristiques locales de
semi-martingales tensorielles.

Le passage au dual est immédiat : remplacement des aﬁk et ¢t par

Apg
leurs opposés. Le passage au produit tensoriel est donné par le lemme

suivant

LEMME 11. Soit W=W'®&W? ; on se donne sur chaque W' une e.d.s. linéaire,
et on munit W de 1'e.d.s. produit. Alors

Vg(K1®K2) =(V2Kl)®K2+ K1®(V%K2)
1 2\ _ 1 1 2 1 2 we
C)\p(K ®K* )= (C)\}J,K YK+ K ®(CMLK e
DEMONSTRATION. Formules (43), !

Avec les formules (fK) =3 ,df>K + fng , A (fK)=fC uK en plus de
celles~ci, on a exprlme toutes les régles de calcul.

COMMENTATIRES. Dans le cas du transport paralldle et du transport géodé-
sique, ces régles entrainent que 1'opérateur V§ est bien l'opérateur de

dérivation covarisnte de la géométrie différentielle.
En particulier, la formule (49)a ou (52)c , pour le transport paral-
léle, reste vraie pour les semimartingales tensorielles. Dans le cas ol

X est le mouvement brownien, ce résultat est df a Dynkin.

En revanche, dans le cas du transport géodésique, la correction au
transport paralléle n'est pas celle qui fait passer du 1ap1a01en hori-

wiement brownien)

zontal au laplacien de de Rham, dans le cas des p—formes, p>%ﬁ Si 1'on
regarde dans les traités de géométrie différentielle la << formule de
Weitzenbock >> qui relie ces deux laplaciens, elle comporte un dernier
terme pour sz, qui est << de trop >>. D'ailleurs, si 1l'on avait pour
tous les p la relation entre laplacien de de Rham et transport géodésique,
le produit extérieur de deux formes harmoniques serait harmonique, ce

qui n'est pas.



197

V. LA << MECANIQUE STOCHASTIQUE >> DE NELSON

Dans ce paragraphe ( qui utilise beaucoup de formules sans démonstra-
tion et omet bien des détails ), nous présentons d'aprds Dankel [£] et
Dohrn-Guerra [3], l'application du théordme 9 & la << mécanique stochas-
tique de Nelson >> dans les variétés.

1. CAICUL SUR LES CHAMPS DE VECTEURS

Nous nous plagons sur une variété riemannienne V, et nous allons
utiliser un peu de calcul extérieur sur les champs de vecteurs et de
2-vecteurs, ce qui est sans doute moins familier aux géomdtres que le
calcul sur les formes, mais plus familier aux non-géométres, qui ont
au moins un souvenir des cours de premier cycle.

Nous rappelons d'abord que le produit scalaire permet d'identifier
formes et vecteurs : nous désignerons par h® la forme ( le vecteur )
obtenue en faisant passer de l'autre c8té le vecteur ( la forme ) h .
Ainsi h°°=h. De méme pour les 2-formes. Si f est une fonction, nous

posons
grad £ = (af)°

si h est un champ de l-vecteurs, nous posons

rot h = (dh°)°
Nous le calculerons tout & 1'heure. Sur les formes, on a aussi une co-
différentielle & . Nous poserons pour un champ de vecteurs h

div h = -6(h°) { une fonction )
et pour un champ de 2-vecteurs k 0

tor k = -(8(k°))° ( un champ de vecteurs ) .
( on écrit tor, parce qu'il va en sens contraire de rot. Les anglais
l'appellent lurc ). Enfin, si h est un champ de vecteurs, k un champ
de 2-vecteurs, nous noterons hek le champ de vecteurs obtenu en contrac-
tant le ler indice de k avec la forme h° ( ou : gs(h.k)=(gAh)-k )

Pour le calcul, maintenant : de méme que la différentielle est trés

simple sur les formes, la codifférentielle est simple sur les champs :
par exemple, sur un champ de vecteurs

div h = thh + hurﬁh, ( c'est la trace de Xre>VXh )
et la métrique n'y apparalt pas explicitement. D'une manidre générale,
la codifférentielle ou divergence se calcule sur un tenseur T en formant
V.T ( ctest & dire Xha»VXT ) qui a un indice covariant en téte, et en
le contractant avec le premier indice de T. C'est un opérateur de carré
nul sur les champs de p-vecteurs, comme on peut le voir soit .en le.rame-
nant 2 dd=0 gréce 3 la métrique, soit ( mieux ) comme le fait Nelson
dans << Tensor Analysis >>, pour toute connexion & Ricci symétrique.

1. Nous n'utilisons presque pas cet opérateur.
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Quant & rot h , c'est le bivecteur V h* D,AD , en posant vhab -
Aeg  ph *
€ b
Notons maintenant, sans démonstration, les formules de calcul vecto-

riel dont nous aurons besoin

(55) Af = divgradf ( fonction ) , Bh=graddivh +torrok h (champ)
a (Loplacien de de RRom)
(55)b div(fh) = fdivh + gradf.h

(55), erad|n|? = V,h + heroth
et bien entendu, les formules rot grad =0,... correspondant a d2=0 ou
62=0.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant : si h est un champ &
support compact, divh a toujours une intégrale nulle par rapport A la
mesure riemannienne r(dx). Il en résulte sans peine que

(55)4 /f(hegradg)r = - fgdiv(fh)r si fgh est & support compact
autrement dit, l'adjoint formel.de l'opérateur h = hADA est 1'opérateur
f1=> -div(fh). On en déduit aussi que ffagr = J gi&fr.

2. UNE FORMULE DE MECANIQUE CLASSIQUE

Nous nous donnons sur V un potentiel scalaire p et un potentiel-
vecteur a ( i.e. une fonction p(%,x), un champ a(t,x)). Nous désignons par
N la forme associée a°, et nous cousidérons une courbe x(t) qui satis-
fait aux équations de Lagrange :

(56) ( é%DnT -D T){ =( dtD”V -D V)§ le long du transport (Xt’xt)

avec les notatlons sulvantes : les coordonnées sur T(V) s'appellent
% et xk —dx ( les q et qk de la mécanique ) 3 T est la << force vive>>,
i.e. la fonction Egk (x)xkx“ sur T(V) 3 ¥ est la fonction sur T(V)

¥ = p(t,x) -, (g,0h @

Enfin §=§ADA est un champ de vecteurs arbitraire sur V. Nous avons vu
dans le Sém. XV, p. 65-66, que le c8té gauche est égal & T'(¥X)-§ , ol
X est le vt2 accélération et T est la connexion riemannienne. Du cdté
droit, on doit donc avoir F<§ , ol F est le vecteur force. Or le calcul
fait du c6té droit montre qu'il vaut

-< &, N+AD > + <$AX , dn> = <=q =dp +i(x)dn , & >
olt dn est la différentielle extérieure, i(i) un produit intérieur.
Repagsant du c6té des vecteurs, nous trouvons 1'expression classique
de la force
(57) -3 - grad p + xerota = F(t,x,x ) »

4. des signes sonk conformes (sanferreun) & Curage gémital en lecromagnétisme.



199

3. UNE EQUATION DE SCHRODINGER
La traduction de (56) en mécanique quantique non relativiste est
1'équation de Schrddinger

(58) 1§ = Hy = —pay + Uy

ol 1'on a posé ~ -

(58)8 y(t,x) = eR(t,X)"'lS(t,X) - m els(t,x)
H étant 1l'opérateur

(58)b Hy = %(-div + iae)(grad - ia)y + Dy

( la premilre parenthse fournit un champ de vecteurs, dont la seconde
parenthdse refait un scalaire ). Ecrivons cela de manidre explicite, en
utilisant un certain nombre de fois la formule A(ef)zef(Af+grad2f)

Elle s'écrit (59)a=(59)b , ol

(59, %(ih 1a4) = (8R-28+grad®R-graa®s)+1(s8+2R+2gradR. grads)
(59)b %ﬁv = (2p+|a|2-2a-gradS)+i(divw1+ 2a.gradR).

Nous allons faire subir & ces équations une transformation d'apparence
inexplicable, destinée & faire reparaltre la force classique (57). Nous
introduisons deux champs de vecteurs ( dépendant du temps )

(60) u=grad R, v =gradS - a

Les relations obtenues en égalant parties réelles et imaginaifes dans
(59)a:(59)b s'écrivent maintenant ( cela exprime compldtement (58) ! )

(61)a R + %div Vv + u.v =0
(61)y S - %div u+-%(lv|2—|ul2) +p=0
( ou si 1'on pose R+iS=T , v-iu=w : (d1vwn-1w.w)+1p 0 ) . Notons

aussi que les relations p= =e?R et (61) nous permettent d'écrire les
formules assez symétriques
1 .
(62)a sbp - div(pu) =
(62)y, P+ div(pv) =
Pour faire apparaitre la force classique, nous appliquons grad aux deux

cdtés de (61) . Comme u—grad R, (55) nous donne graddivu =Qu , et (55)
gradlul 2V I grad]vl =2V v+2v.rotv = 2V v-2v.rota, d'od nous tlrons

(63)a v - gchl + V&V-Vuu = -gradp - & + v.rota = F(x,t,v)

Par symétrie, nous ferons la méme chose.sur (61)a . Nous évaluons

grad divv par la seconde formule (55) , et utilisons la relation

1 8i L est un opérateur d'ordre 2, et L(f,g)=L(fg)-glf-fLg, on a L(e )=

e (Lf+4L(f £)) : le vérifier pour les DA et DAH'
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Prenons un grad des deux cdtés. Nous évaluoms grad divv par la seconde
formule (55)a , et utilisons le fait que rotv = -rota (60). Nous évaluons
grad(u.v) par la formule (55)C, et arrangeons les choses de manidre que
la formule ressemble autant que possible 3 (63)a ( on utilise aussi la
formule rot u=0 dans la transformation )

(63)b w + %Ov + Vuv+V§u = - %torrot:a+ u.rota = G(t,x,u)

Inversement, Dankel a montré ( aprés Nelson ) comment, de deux solutions
des équations d'évolution non lindaires (63), on peut déduire des solutions
de 1'équation de Schrddinger (58). '

I1 n'est pas étonnant que 1l'on ait une jolie formule en posant w=v-iu
( 1le - nous conviendraun peu plus loin ), On a

(63),, W~ 3mw + Vv = FeiG

4, INTERPRETATION PROBABILISTE

Donnons nous sur un 1ntervalle de temps [t tl] une diffusion (X ) 2
valeurs dans V, admettant un générateur infinitésimal ( dépendant du
temps ) de la forme
(64) L, = 50 + b}D, od b(t,x) est un chemp C® dépendant de t

- L'existence d'un tel processus n'est pas évidente, méme si b=0 !
Désignons par p(x,t) la densité de la loi de Xt par rapport & la mesu-
re riemannienne r(dx). Nous avons pour feCcD

&E/f(x)p(x,t)r(dx): &E[foxt]: E[L foX, ] =/Ltfp(x,t)r(dx)
D'od 1'on déduit en passant & 1l'adjoint ( on verra une autre méthode
(65), b = 346 ~ aiv(ed) . plus tard )
I1 est << bien connu >> que si l'on regarde la diffusion dans 1l'autre
sens, on a encore une diffusion (it), dont le générateur it a méme

forme bilinéaire associée que L ( invariance des crochets par retourne-
ment du temps ) Nous poserons donc

(66) L ZA - bt A
et nous aurons d'aprds (65). vu dans 1l'autre sens
(65), -5 = %Ap + div(pb)

d'old en posant u= %(b—ﬁ), v= %(b+ﬁ)

(67) %Ap = div(pu) , # = -div(pv)

On a trouvé une interprétation de (61%’et (64),. Puisque & est un opéra-
teur de dérive nulle dans la connexion riemannienne, by est la dérive
de L., autrement dit b(t,X ) est la dérivée stochastique DX, . De méme ,
—b(t X ) est la dérivée stochasthue de X dans l'autre sens du temps,

et nous pouvons dire que b(t,Xt) est la dérivée stochastique de X, dans



201

bt est la dérive de Lt ’. autrement dit b(Xt t) est la derlvee stochas-
tique DXt . De méme, —b(X t) est la dérivée stochastique de Xt dans
1l'autre sens du temps, donc +b(Xt,t) s'interprdte comme une dérivée
stochastique DX de X calculée dans le bon sens du temps, mais avec

condlthnnement par rapport au futur . On voit que v(Xt,t) est la vitesse

symétrique 2(D+D)X .

Nous pouvons faire la méme chose pour des champs de vecteurs : si
¢(x,t) est un champs de vecteurs dépendant du temps, la vitesse stochas-
tique vers l'avant s'écrit C(Xt,t) , ol
(68)a C = %Dc + ¢ + Vbc ( théoréme 9 )

( calcul au moyen du transport géodésique vers l'avant ), et la vitesse
stochastique vers 1'arr1ére est C(Xt,t)
(68)b ¢ :-gﬂc +C 4+ V»c

( transport géodésique vers l'arriére et changement du sens du temps :
le transport géodésique est irréversible ! ). La formule (63)a s'écrit
alors de la menidre suivante ( << loi de Newton stochastique >> )

(69) LoB4bD)x, = F(X,t, F+D)X,)

Le c8té gauche est l'accélération stochastigue de Nelson()le c8té droit
la force classique, ol la vitesse a été remplacée par la vitesse stochas-
tique ( symétr}que ). La formule (63)b n'a aucune expression évidente au
moyen de D et D, mais ce n'est pas nécessaire : 1l'équation est compl?d-
tement exprimée par les relations u = %grailqu , 5+div(pv):0, et (69).

5. APPLICATION DU THEOREME DE GIRSANOV

Nous introduisons maintenant les formes B=b°, §=£°, u°,v°..e,sur V,
dépendant de t 3 nous allons leur chercher une interprétation probabi-
liste.

Soit P la loi de la diffusion sur l'espace (tg([to,tlj,v) ( avec ses
applications coordonnées Xt’ et sa filtration naturelle ). Soit Q la
<< loi >> du mouvement brownien & valeurs dans V, admettant pour mesure
initiale la mesure riemannienne r(dx). Rappelons ( Sém. XV, p. 67, for-
mule (35)) la formule d'Ikeda-Manabe, suivant laquelle pour toute forme
o sur V ( ne dépendant pas du temps ), le processus ft a + 2/ éa(X )ds

est une Q-martingale localé) Nous étendrons cela de to la o manidre

suivante aux formes dépendant du temps : nous poserons Yt=(Xt,t), et
nous désignerons par « la forme sur VxR

l. Pour une autre interprétation des equatlons de Nelson, dans le cas
des_solutions stationnaires de (38), voir le trés joli article [7]
de Nagasawa.

2, Les intégrales sont prises au sens de Stratonovitch.
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g = o+ (%éant ( & opdre par rapport & la variable x)

Alors /t a est une martingale locale pour Q .

Yto‘
Avec ces notations, il n'y a pas de difficulté & trouver la densité
dP/dQ : elle est donnée par la formule de Cameron—Martin-Girsanov(1)

70y, 0= PO b el [y B+ 3 /t1<aas-|as|2>ds ]

(Xt ,t )8(/t ] )° ol & est l'exponentielle stochas-
t tique.
o

Retournons le temps, en utilisant la réversibilité du mouvement brownien
et de 1l'intégrale de Stratonovitch, et en remplagant B par -B. Nous
obtenons une autre expression de la densité
apr ~ 1 tl ~ ~ 2 (2)
(70),, g = Py aty) expl )/(tl B+ g{: ( -8By =|B | %as ]
t o )
o

En particulier, (70)a=(70)b, ce qui en posant R= %1og p Dpeut s'écrire
R(Ky 5)-RCE 4b0) = [y w + € Levo- ug.ve)ds
t

o .
Mais le c8té gauche est 1l'intégrale /t (dR+RAt), ce qui nous redonne

les formules u=gradR ( u°=dR ) et % fe %6v°-u°-v°((6l)a , ou (65)3),

puisque u®.v°=u.v, 8v°=-divv .
Calculons alors de la méme manidm®, en nous servant de (60) et (61)b
o 1 2 2
8(X, ,tl)-S(X ,to) = /t (dS+8dt) = [t vo+ z(—6q§+|v;| —Iugl Yds
t t
o / , O 4
+ a° - s
Ytl I)S
T
et la relation (63)a équivaut 3 la fermeture de la forme sur VxR
ve + %(-6u§+|v§|2—lu;|2)ds + (a°-p ds)
Mais je ne vois pas comment exprimer au moyen de toutes ces formes la
<< loi de Newton stochastique >> (69).

1. T1 faut vérifier que sous la loi P ainsi définie, f(X ) / L f(X )ds
est une martingale locale, ce qui se fait par Girsanov.
2. Noter que ceci est une Q-martingale en le temps t=t; .
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REPRESENTATIONS DE SEMIMARTINGALES ( APPENDICE )

L. Dans ce bref paragraphe, nous abandonnons les e.d.s. linéaires pour
traiter un probl&me qui revient & plusieurs reprises dans le livre de
Bismut, et dans les exposés du Sém. XV : comment décrire une semimar-
tingale dans V au moyen de vecteurs tangents d'ordre 1 et de semimartin-
gales réelles ?

V est toujours munielde coordonnées xk , et X est une semimartingale
dans V . Considérons des processus continus adaptés (Xt’Hat) 3 valeurs
dans T(V), Hat étant un vecteur tangent au point X-t . Les indices o et
A peuvent parcourir des ensembles différents. Nous supposerons en géné-
ral que ces processus sont des semimartingales dans T(V), bien que ce
ne soit pas partout indispensable. Considérons enfin des semimartingales
réelles Mg . Nous allons donner un sens aux relations suivantes

(41-8) d2Xt = Hatde% ( représentation de Stratonovitch )

2
(A1-I) a“x,

que nous considérerons comme des abréviations des propriétés suivantes,
évidemment intrinsdques :

I

Hat.dM: ( représentation d'Ito )

(42) pour toute forme C¥n d'ordre 1, l'ingégrale de Stratonovitch
( resp. d'Ito ) ét n est égale 2 é < Hygay >dMg
(0] s
Si cette relation est vraie pour 7, elle est vraie pour fyn , choo( cf.
Sém. XV, bas de la pe 61). Il suffit donc de 1l'écrire pour les formes

1. Pour les représentations d'Ito, on se donne sur V une connexion T .
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de base n:dxk, ce qui s'écrit

A wh @ oA o@ . Lo oA
(AE—S) dXt =H )Kth = Hdtht + 2d<HG"M >t

A _ A oap@®  LlrA VY] a B
(a2-1) Ay = Hyp@ly = 5T, (X IH g 4d<T, M>

REMARQUE. Du cdté droit des égalités (Al) figurent des sommes : peut

on donner un sens, méme symbolique, & chacun des termes de ces sommes,
autrement dit 3 Htdet et Ht°th pour une semimartingale (Xt’Ht) dans
T(V) et une semimartingale réelle (Mt) ? C'est possible, en définissant
les vty symboliques au point Xt

PN 1, A 1Ay b
(A3-8) HoxdM = (Hpdilp+ SO<H" >, 0D, + SH <X}, M>D,
S N I | TP Lohs oph

(A3-I) Hpedly = (Hpaly - 57 (XOHAY >0, +5Hpa< 1>, D)

[ écritures incorrectes : le coefficient de D, n'est pas symétrisé ].
Pour vérifier le caractdre intrinsdque de (A3-8), on remarque que pour
toute forme n sur V on a < HoxdM,, dn> = <Ht,nXt>*th . Pour (A3-I), on

a bien < Ht'th’ I'm > = <Ht’nX >th, mais il n'est pas évident que cela
t

caractérise Ht'th : 1l vaut mieux remarquer que Ht.th a méme partie
bilinéaire que Htdet , et une dérive égale 3 thMt .

Revenons aux représentations (Al) : si les vecteurs Hat sont indépen-
dants & chaque instant, les semimartingales dMg sont uniques. En parti-
culier, lorsque les Hat forment un repdre & chaque instant, on pourra
dire que les semimartingales réelles dM; constituent la lecture de d2Xt
dans le repére (Hat) ( au sens de Stratonovitch, resp. d'Ito ). Tout
cela doit &tre justifié. .

Unicité de la représentation. Traitons par exemple le cas de Strato-
novitch ( le cas d'Ito est analogue ). Les relations Hzthg+%d<Hg,M“>t
=0 entrailnent que les Hzth: sont & variation finie, donc les ‘

Hathtd<Md’MB>t sont nuls, et comme les produits symftriques Ha@HB sont
)

indépendants & chaque instant, les <1VI°‘,Ma

mémes sont & variation finie, les crochets <H2,Ma> sont nuls, et la

relation s'écrit simplement Hé‘thf;: 0, qui entraine enfin dMg:O 2

> sont nuls. Donc les MY eux

Existence de la lecture dans un repdre. La matrice (Hzt) est une ma-
trice carrée inversible, dont on désigne par (Kit) l'inverse - une semi-
martingale si la premidre en &tait une. On vérifie alors que les expres-

sions explicites suivantes constituent les << lectures >> cherchées

@ A « o« A, Ll BoyV
(ALI-—S) th = K:tdet (ALl--I) d_l\/lt = K)\.t(dXt+ zl’ﬁv(xt)d@( ,X >t )
4. 30 A agqit de processun & Vaniokion Frde : prenank des dennitds por rapport &
aan n:zuwa USﬁsaxnrQbuxanhg dA conve ,on Ae kouxe Tamene & ux;puﬂkﬁna

&'m&ipmd«u\u fincdaine de Ve ordinaizes.
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On peut présenter les choses d'une autre manidre : si nous avons
un repére (H ) au dessus de (X ) dans T(V), nous avons un repdre
dual (H ) au dessus de (X ) dans T* (V), et nous devons pouvoir interpré-
ter th comme la << valeur de H sur 4 X >>, Autrement dit, nous som-
mes ramenés aux définitions sulvantes, duales en quelque sorte de (57).

DEFINITION. Soit (Xt,Yt) une semimartingale & valeurs dans T*(V). Nous
définissons les semimartingales réelles

t t A
(A5-S) é <X ,¥aX > = é ¥, XS

|

(AS-1) /t <X, e8X > (/)t ENL L N RCILE G

Par exemple, si Y £=Nx, o olt n est une forme d'ordre 1 sur V, on retrou-
ve ainsi les 1ntegra1eg de Stratonovitch et d'Ito de n le long de X.
Pour la seconde définition, on n'a pas besoin que Y soit une semimartin-
gale : il suffit ( et c'est encore trop ) que Y soit continu adapté au
dessus de X .

Lt'interprétation de (A5-I) est tout & fait simple : c'est 1'inté-
grale stochasthue /t <Y F(d X )> ( valeur de la forme Y sur le
vtl F(d X ) au p01n9 X ), et 1e caractére 1ntr1nséque en decoule aus-
sitlt. Pour celle de (AS—S), rappelons que T ) porte une l-forme cano-
nique, qui s'éerit ( si les coordonnées sont notées (x ,yh)) ¢=ykdxk &Y
et alors (A5-8) est l'intégrale de Stratonovitch [ ¢ le long de
la semimartingale (Xt’Yt)' ’

( en fait, (A5-I) est 1l'intégrale d'Ito de la l-forme canonique yhdxh
le long de (X,Y), pour n'importe laguelle des connexions sur T*(V) que
nous avons considérées au paragraphe précédent, et cette propriété
équivaut en fait, dans ce cas, aux conditions (31)

abe )
EXEMPLES . 1) Toute semimartingale X dans V admet la représentation de
Stratonovitch suivante, au moyen de ses propres composantes XA

(A6) a2

2) Supposons que X admette une représentation d'Ito
2 _ 1
d Xt = Hat'th
od les M¥ sont des martingales locales réelles. Alors X est une martin-

A

gale dans V. Inversement, supposons que X soit une martingale dans V, et
soit X la partie martingale de x* 3 on a

2 A

%X, = D, (X,)e eaf?

3) Soit (Mq) un mouvement brownien standard, et soit (X )

l,e..,n

1. Soit t un vecteur tangent & T™(V) en (x,y). Alors mt est un vt enx
a v, et <y,Mt> est un nombre ¢(t) ¢ est la forme indiquée.
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une semimartingale & valeurs dans V, appartenant & la filtration naturel-
le de M. Nous savons ( Sém. XV, p. 52, c)) que les parties martingales
locales dﬁ% sont les composantes d'un vtl symbolique au point Xt .
Dtautre part, elles admettent des représentations comme intégrales

stochastiques ea

A o
dXy = ag iy

et les aét sont les composantes d'un vtl H t_aat A au point Xt . Suppo-
sons les processus H ot 28sez réguliers pour que l'on puisse leur appli-
quer les considérations qui précddent ( en general les azt ne seront
méme pas localement bornés ! ). Ecrivons X%-X% = Yh , €t supposons que
ces processus & variation finie soient de la forme bhdt , avec des coef-
ficients assez réguliers. Alors les coefficients

A af
2oy = er(x CIEME

sont les composantes d'un vecteur tangent d'ordre 1 HOt en Xt , et si

1'on convient que Mgzt , on peut écrire en sommant sur «>0

2 oA
(A5) da Xt = Hat th

de sorte que d2Xt est décrit entidrement au moyen de vecteurs d'ordre 1.
Bismut appelle ces vecteurs les caractéristiques locales d'Ito de X
( par rapport au mouvement brownien ).

+ bt

4) Reprenons les probldmes de reldvement de connexions du yaragraphe
précédent. Nous avons un fibré vectoriel W au dessus de V, et une
e.d.s. linéaire, dont la partie du premier ordre définit un reldvement

horizontal Hx,y : TX(V) - Tx,y(w) . Algrs sl une semimartingale X

dans V admet une représentation d'Ito d Xt = Kﬁt.dMg dans V ( pour la

connexion I' ) et si 1'on munit W de la connexion associée A T et & 1'e.

d.s. par le théor2me 5, la solution de l'e.d.s. sdmet la représentation
2 o .

d'Ito 4d Zt = th'th , ol Kat est relédvement horizontal de Hat en Zt'

5) Soit X une semimartingale dans V, issue de X, fixé. Considérons une

base HAO de T (V), et transportons la parallélement enune base Hkt
de T . *o Soient Mh les semimartingales réelles/telles que
d X t = HAt dMé ( lecture d'Ito de X dans le repdre ). Alors la semi-

martlngale M,}G‘HOt dans T (V) est le développement de X dans l'espace
tangent, péniblement def1n1 %dans le Sém. XV, p. 92-95.
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Note sur les épreuves. Je viens de recevoir une lettre de William

Darling, mentionnant des travaux récents faits par lui sur 1l'approxima-

tion géodésique, et sur la correction géodésique au transport paralldle.

D'autre part, la méme correspondance m'a appris que l'emploi des formes
d'ordre 2 en intégration stochastique était dfi en fait & R.V. KOHN :

integration over stochastic simplices. M. Sc. Dissertation, Warwick

1975 .



