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NOTE SUR LES PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK

par P.A. Meyer

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1980/81

Il s’agit ici du processus d’Ornstein-Uhlenbeck en dimension infinie,
introduit par Malliavin dans étudié ensuite par Stroock et par

D. Williams ( dans des notes non publiées ). Je trouve qu’il ne s’agit pas
là d’un simple outil pour développer le « calcul de Malliavin », mais

d’un objet très intéressant en lui même pour les probabilistes, et je
vais chercher ici à en présenter les propriétés essentielles. Cette note

doit presque tout aux trois auteurs cités plus haut, mais j’ai essayé
d’affrànchir certains énoncés de Stroock de restrictions techniques,
sans importance pour l’application aux théorèmes de Malliavin, mais peu
satisfaisantes en elles mêmes.

I. MESURES GAUSSIENNES EN DIMENSION FINIE

1. Nous allons introduire des notations que nous conserverons intégra-
lement en dimension infinie. On désigne par E un espace vectoriel de

dimension finie, par E’ son dual, par t , } la forme bilinéaire de dua-

lité. Les éléments de E’ sont désignés par des lettres grecques a,,...
On se donne sur E une mesure gaussienne p. centrée de covariance q :

(1) q(a,) = 
On connaît alors la transformée de Fourier de ~ : : écrivant q(a) pour
q(a,a) et ea(x) pour eila,x/, on a
(2) ~(a) = = e-q(a)/2
On peut alors faire entrer y dans un semi-groupe de convolution de mesu-
res gaussiennes ~,t

(3) = e-tq(a)/2
La mesure ut est image de  par l’homothétie de rapport Jt . On peut
alors associer à y un semi-groupe de transition 

(4) nt(x,f) = 
un laplaoien A, générateur de ce semi-groupe, un opérateur carré du champ
r ainsi défini, si f et g sont deux fonctions complexes

(5) r(f,g) = A(fg) - fAg - gAf (1)

1. Cet opérateur est le double de celui que nous avons considéré dans
des exposés antérieure ( vol.X et XV ).
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et enfin, un mouvement brownien (Xt) â trajectoires continues, admet-
tant (nt) comme semi-groupe de transition. Sauf mention du contraire,
nous le prendrons issu de 0. Ce processus est stable d’ordre 2 ( le

processus cXt a même loi que le processus Xcat ).
Notons quelques formules que l’on retrouvera en dimension infinie.

(6) Ae - - ; .

2. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck associé est la diffusion admet-

tant le générateur

Lf(x) = Af (x) - ~ 
à interpréter ainsi : la différentielle de f en x est une forme linéai-

re sur E, que l’on applique au vecteur x lui même. D’après la méthode d’

Ito pour construire les diffusions, on cherchera a construire la diffu-

sion Yx, gouvernée par L et issue de x, comme solution de l’équation
différentielle stochastique ( dite équation de Langevin )

Yt = x - 1 2t0Ysds + Xt
Posant Yt=e-t/2Zt, on est ramené à une équation très simple en Z, d’où
la solution explicite

Y. = e t/2x + 
t 0 

s

Donc Yt est un processus gaussien non centré, avec

m t = ~(Y t ~=e t/2~ ~ 
Mais alors, en comparant les covariances, on s’aperçoit que le processus
gaussien
(7) Yt = e-t/2(x+Xet-1)

est identique en loi à (Yt), donc est aussi un processus de diffusion
gouverné par L. Il est encore plus simple de faire entrer x dans X en
laissant libre la v.a. XO’ et de réaliser le processus d’0-U comme

(7’) Yt = e-t/2Xet

-1

J’ai trouvé cette construction extrêmement simple du processus d’0-U
dans les notes de Williams, et elle nous servira constamment.
Utilisons la pour calculer le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck

(8) Pt(x,f) = + Xl)]
Un calcul très simple nous donne t

p (x e ) - e-q(a)(l-e- )/2e xt a e 

Cela prend une forme beaucoup plus agréable si l’on introduit les fonc-
tions, proportionnelles aux ea 

.
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(9) 

la formule précédente s’écrivant simplement

(10) 

Prenons des ai (i=l,...,n) orthonormés pour la forme quadratique q ,
et a = ; soit À le vecteur de composantes (À..,...,A )
dans ~n,.et ~ le vecteur de composantes alors

~,A. g +~ J~~ /2 
-~ 

ea(x) = e . Si l’on se rappelle la série génératrice des poly-
nômes d’Hermite

e = 03A3 03BBpll...03BBpnn Hpl,...,pn(03BEl,...,03BEn)/pl...pn
,

et qu’on écrit (10), on obtient

(11) ~t~~p~;..,p~~l"i’°1 ’°°°’1"n’°1 ~~ ~
_ e-t(pl+..+pn~/2H pl,..,pn (~a 1 ,.~~..~a n ~.~)

le cas particulier le plus important étant celui où n=l si ce =1 1

(Il’) 

et donc, pour le générateur L

(12) L(H k o~a~.f) _ - 

3. Nous démontrons maintenant une propriété fondamentale du semi-groupe
d’O-U : il est symétrique par rapport à la mesure ~, , autrement dit,

si f et g sont deux fonctions boréliennes bornées, on a

(13)  f,Ptg >~ _  >’~
Il suffit de traiter le cas où f=ea , g=e~ . Posons aussi e-t/2-,~ ,

s ( donc ). D’après (8), on a  f,Ptg >~ =
où H=XO et K=Xl-XO sont indépendantes et de loi ~ . .

Il s’agit de démontrer que ceci est symétrique en a et § ; or cela vaut

et 

= est bien symétrique.
Une conséquence importante de (13) : prenant g=1, on voit que la me-

Sure » est invariante par le semi-groupe (Pt)
REMARQUE. La construction du processus d’0-U à partir du mouvement

brownien semble très spéciale, alors qu’elle peut se rattacher à un prin-
cipe de symétrisation très général : soient f et g deux fonctions com-

plexes, combinaisons linéaires finies de caractères e ; on vérifie

sans peine la formule
-  > - 2 1 



98

Du côté droit, en intégrant l’opérateur carré du champ du mouvement

brownien par rapport à une mesure positive, on obtient une forme bili-

néaire symétrique et.positive. Du côté gauche, on a la forme de Dirichlet

du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Donc, de manière formelle, la recette

pour la symétrisation par rapport à une mesure ~ est la suivante : in-

tégrer par rapport ~ ~, l’opérateur carré du champ ( défini sur le domai-

ne du générateur ), et examiner si la forme bilinéaire obtenue peut être

considérée comme une forme de Dirichlet d’un semi-groupe symétrique.

4. Soit h une application linéaire de E dans un espace de dimension

finie É, et soit la mesure gaussienne image h(~,). Nous pouvons
associer un semi-groupe de convolution (~,t), un semi-groupe brownien

(~t), un semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (Pt), un générateur d’0-U L.
Il est d’abord clair que ~,t est la mesure image h(~t) : en effet,

~,t est image de  par l’homothétie de rapport ~/t , et h est linéaire.

Il en résulte sans peine que, si f est une fonction bornée sur E

(ntf)oh= nt(foh) , (Ptf)oh = Pt(foh) ( cf. (8))

En particulier, si f appartient au domaine de L , foh appartient au
domaine de L, et D’autre part, le processus (hoXt) est
un processus à accroissements indépendants a valeurs dans E, et on voit

aussitôt que c’est un mouvement brownien associé â ~, . Il en résulte

que si Y est un processus d’0-U à valeurs dans E, issu de xeE, le pro-

cessus (hoYt) est un processus d’0-U à valeurs dans É, issu de h(x).
Cela se voit sur (7’) de maniére évidente.

II. EXTENSION A LA DIMENSION INFINIE

1. Toute la suite sera consacrée à un processus très concret, mais dé-

rou ons d’abord quelques plates généralités. Soit E un e.v.t. localement con-

vexe, soit E’ un sous-espace du dual de E, séparant E ( la forme bili-

néaire de dualité notée { , { comme plus haut).Il sera bon de supposer

que E est polonais : alors les formes cyeE’, engendrent la tribu

borélienne de E. Considérons une mesure gaussienne ~ sur E ; nous pouvons

plonger ~, dans un semi-groupe de mesures gaussiennes ( ~,t est l’image de

 par l’homothétie de rapport t ), définir la forme quadratique q sur E’, les

fonctions ea et ea , , les semi-groupes (nt) et (Pt), vérifier les formules
(10), (11). (12),(13) ( symétrie de (Pt) par rapport à ~ ). Enfin, la

propriété 1.4 s’étend sans difficulté à une application linéaire h de
E dans un espace vectoriel E ( il n’est pas nécessaire que É soit de

dimension finie, ni que h soit continue : borélienne suffit ). Tout cela
est évident.

Les théorèmes usuels de construction de processus de Markov permettent
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de construire le « mouvement brownien » (Xt), et le processus (Yt)
défini par (7’) est alors un « processus d’Ornstein-Uhlenbeck », mais
nous ne chercherons pas à établir qu’il en existe des versions à tra-

jectoires continues - dans le cas concret que nous allons étudier, ce

sera vrai parce que "bien connu" . Le cas général est dû à Gross pour les
Banach ( J. Funct. Anal. 1, 1967 ), étendu par L. Schwartz (Ann. Inst.

Fourier 27-3, 1977, p. 274) et H. Sato (1980) aux e.v.t.l.c..

2. Nous prenons désormais comme espace d’états E l’espace de toutes les

applications continues w de ~+ dans ~d, nulles en 0. La coordonnée
d’indice s sur cet espace sera notée w(s)=Bs(w). La topologie sur E
sera la topologie ( polonaise ) de la convergence compacte ; la tribu
borélienne F° est engendrée par les coordonnées Bs , et l’on a sur E

une filtration naturelle 

Nous munissons E d’une mesure gaussienne ~Z, la mesure de Wiener, pour
laquelle le processus (Bs) est le mouvement brownien standard des pro-
babilistes, issu de 0 ( la normalisation signifie que le générateur
est ~/2, ou que est une martingale ).

Il nous faut aussi définir l’espace E’, et la forme bilinéaire de

dualité ( , ) : nous prendrons pour E’ un espace assez petit, celui des
applications a de E dans Rd, à variation finie et à support compact,
avec ~a,w~ - le . représente un produit scalaire dans ~d ;
cette intégrale est donc une somme de d intégrales relatives aux com-

posantes ). Comme w est nulle en 0, a nulle a l’infini, on peut aussi

écrire cela comme une intégrale stochastique élémentaire

(14) {«,w~ - j 
et il est clair alors que la forme sur E’ est donnée par

(15) q(a,) = 

Parmi les fonctions ce figurent des fonctions a variation finie purement

atomiques, et les caractères e correspondants sont du type

+ -BS 1 )+...+u ~ .(B ~n -B sn-l ))
Il en résulte en particulier que les caractères ea correspondant aux ce

à support dans [0,s] suffisent à engendrer .

Pour l’instant, nous n’avons décrit que l’espace d’états. Maintenant

il faut construire un mouvement brownien à valeurs dans cet espace, i.e.

sur un espace probabilisé (n,G,P) un processus gaussien (xt), à accrois-

sements indépendants et homogènes, à valeurs dans E, tel que la loi de

1. La notation / sans indication de bornes désigne une intégrale de 0
à +00 , la notation jt une intégrale de 0 à t . ’
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Xl soit ~ . Et pour cela nous considérons un drap brownien (Xst), inde-

xé par ~+, , nul sur les axes, a trajectoires continues, et nous posons

= ( s 

et ce processus à valeurs dans E satisfait à toutes les conditions exi-

gées, et ses trajectoires sont continues. Le processus d’Ornstein-Uhlen-

beck issu de x ( xeE est une trajectoire ) vaut alors

e-t/2( x + X e t (~)).
3. Cette section constitue une petite digression, destinée à faire com-

prendre les profondes différences entre les mouvements browniens en

dimension finie et infinie, et les raisons pour lesquelles, en dimension

infinie, le processus d’0-U est plus important que le mouvement brownien.

Il y en a une première, évidente, c’est que le mouvement brownien en
dimension infinie n’a plus de « mesure de Lebesgue » invariante. Mais

surtout, alors qu’en dimension finie les mesures ~,t sont toutes équivalen-
tes pour t>0, en dimension infinie elles sont deux à deux étrangères.
De manière précise, désignons par Wt l’ensemble des weE possédant la
propriété suivante : 

pour tout s dyadique, 03A32m-1k=0(Bitmk+1(w))(Bjtmk+1 (w)-Bjtm(w)) ~ 03B4ijst
pour 1 ~ij ~ d

où l’on a posé Alors un théorème célèbre de P.Lévy affirme

que Wt porte p..., et il est clair que les Wt sont deux à deux disjoints,
que Wt est l’image de par l’homothétie de rapport Jt . Comme le
suggère McKean ( Geometry of differential space, Ann. Prob. 1., 19 73 ) ,
on doit imaginer Wt comme la « sphère » de rayon Jt dans E, et ~,t
comme la « répartition uniforme » sur cette sphère.

On peut préciser cela encore davantage(1~~ Revenons au cas de la
dimension finie n, et considérons un processus de Markov produit 
où (Rt) est un processus de Bessel de " dimension" n , et (Yt) est un
mouvement brownien sphérique standard a valeurs dans Sn-1 ; ; ce processus

est à valeurs dans et si la mesure initiale ne charge pas
nous pouvons définir le processus à valeurs dans IR~

(16) Xt = Rt Yto ds/R2s
qui est un mouvement brownien dans Rn. Ici faisons la même chose, en
prenant pour (Yt) le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, et pour (Rt) le
« processus de Bessel de dimension infinie », i.e. le processus

1. Les questions qui suivent sont traitées de manière plus approfondie
par Y.Hasegawa, Proc. Japan Acad. 58, 1980.
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déterministe à valeurs dans IR+

(R2+t)1/2 s t ~
Prenons par exemple alors 1 log(1+t), et en prenant

la formule (16) s’écrit

X = eu/2Y
eu-1 u

c’est à dire (7’). Autrement dit, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

s’interprète comme le « mouvement brownien en dimension infinie sur la

sphère W » , tandis que la « partie radiale » du mouvement brownien

X est déterministe en dimension infinie.

REMARQUE. La mesure ~ étant invariante pour le semi-groupe (~4-)~ et

portée par W, on a pour tout t fixé, mais on ignore si W

est un véritable espace d’états pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
i.e. si le complémentaire de W est ~,-polaire~~~
5. Nous abordons maintenant, en suivant Stroock, les questions vraiment

importantes, celles qui ne dépendent pas uniquement du caractère gaus-
sien de la mesure ~Z, mais du fait qu’il s’agit vraiment de la mesure de

Wiener. Il s’agit de savoir comment le semi-groupe (Pt) opère sur les
variables aléatoires définies comme intégrales stochastiques browniennes

f(w) = 1 us(w).dBs(w) 
à valeurs dans IRd

où (us) est un processus prévisible par rapport à Une telle v.a.

est en réalité une classe pour ~, mais comme ~, est invariante par le

, 
semi-groupe, la classe Ptf sera bien définie sous réserve d’intégrabilité.

Nous commençons par définir sans ambiguïté Ptf , comme 
avec la convention o0-00=0 . On vérifie que la classe de Ptf ne dépend
que de la classe de f ( cf. ci-dessus ), et que si f est FoS-mesurable,
il en est de même de Ptf ( par classes monotones on se ramène au cas où

f est bornée, puis où f=ea ou , aeE’ étant à support dans [0,u] ; on
a alors E -t/2 , d’où 

le résultat désiré ). Un nouveau raisonne-

ment par classes monotones, à partir du cas des processus prévisibles

étagés, montrera que

(17) 
si (us) est un processus prévisible, le processus (PtUs)s
est prévisible

Nous démontrons ensuite un lemme, utile dans la manipulation d’intégra-
les stochastiques.
LEMME 1. Soit (u ) un processus mesurable à valeurs dans IRd. On a pour
1~p~~ [(|Ptus|2ds)p/2] ~ [( |us|2ds)p/2]

1. Cela vient d’être établi par D. Williams.
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( Nous écrivons  et non pas E , pour éviter des confusions possibles
avec la loi du processus d’O-U ).
DEMONSTRATION. Pour p~2, on remarque que Pt diminue la norme dans 
( c’est vrai pour tout noyau sousmarkovien N tel que ). Donc

~(P~(/ 
après quoi on utilise l’inégalité Pour on

utilise un argument de dualité :

[(|Ptus|2ds)p/2]1/p = suph [ Ptus.hs ds ](l)
h parcourant l’ensemble des processus mesurables bornés tels que

~(/!hJ~ds)~~ ~1 ( l/p+l/q=l ). On utilise alors la symétrie de

par rapport à ~ pour écrire au lieu de et on

écrit . 

~ ~ ~ ~

et on applique à la dernière intégrale le résultat précédent, puisque
q>2 ( le cas q=~ exige une discussion spéciale ). Cette démonstration
est empruntée à Stein.

Le théorème suivant est le plus important de cette section.

THEOREME 2. Soit f une v.a. définie comme intégrale stochastique

(19) f = / us.dBs
Si f appartient à l’espace ~, alors P.f appartient à l’espace H~ et
l’on a

(20) ~Ptf~Hl ~ ~f~Hl, Ptf=e-t/2Ptus.dBs(2).
DEMONSTRATION. Nous utilisons sur H1 la norme quadratique : ~f~03C0 l 

=

Alors la première’relation (20) a déjà été S
établie, et pour établir la seconde il suffit de raisonner sur un ensem-

ble de variables aléatoires f total dans H . Nous prendrons f de la
forme (19), avec

u = ni-, ti(s) ( h Fo0393-mesurable bornée, rr’oo )
s "-’-

et alors f= h.(B r ,-B r ). Nous allons montrer que
(21) 

et (20) en résultera, car ( cf. (7)). Pour~ l-e
prouver (21), nous utilisons le drap brownien de II.2 ; on a

1. On ne restreint pas la généralité en vérifiant (18) pour un processus
(u ) borné et nul pour s>s . Les intégrales écrites ont alors cer-
tanement un sens. ° 

2. Pour appliquer P. à une variable aléatoire à valeurs dans !E , on
l’applique coordonnée par coordonnée.
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donc f(x+Xt)= h(x+Xt).(Br,(x)-Br(x)+Xr’t-Xrt). et en prenant

l’espérance, comme h est For-mesurable, Xrrt-Xrt disparaît, et il reste

simplement [[ 
’

REMARQUES. a) Dans la formule (19),  prendre une espérance conditionnelle

par rapport à E; ( pour u ) revient à remplacer us par Donc

il résulte de (20) que Pt commute aux espérances conditionneIles brow-
niennes. Ou encore, si (Ms) est une martingale, (PtMs)s en est une

aussi. On vérifie aisément ( d’abord dans la classe Hl par convergence
dominée, puis par passage à la limite grâce à l’inégalité de Doob ) que
si (Ms) est continue , (PtMs)s est également continue, sans avoir à en

reprendre une modification.
Il y a sans doute une démonstration plus élémentaire de la
commutation de Pt avec les espérances conditionnelles car nous
avons utilisé la propriété de représentation prévisible du mou-
vement brownien J Je me demande si le processus 
continu en ses deux paramètres. 

TJ s s,~

b) Puisque (Pt) opère sur Hl, par dualité et symétrie il opère sur BMO.
c) Remarque importante pour la suite : tout ce que nous avons fait pour
le semi-groupe (Pt) peut se faire pour sa résolvante (R~)~0 , et la

formule (20) prend la forme

(21) Si on a RAf = 
Remarquons que toute fonction f, appartenant à H~ et d’.intégrale nulle
par rapport à ~,, admet une représentation (19) et une seule. Lorsque
03BB~0, Rxf converge dans H1 vers

(22) Rf = f 

et nous avons un splendide opérateur potentiel récurrent, défini sur les
fonctions de H1 d’intégrale nulle, continu pour toutes les normes LP, et
pour la norme de BMO. En revanche, j’ignore s’il peut être prolongé aux
fonctions de Zl d’intégrale nulle.

III. QUESTIONS DE DOMAINES

1. Nous faisons maintenant reparaître le processus (Yt) et sa loi P~’,
qui avaient disparu depuis un moment, et la filtration naturelle

complétée (Gt) du processus (Yt), qui satisfait aux conditions habituel-
les. Nous démontrons :
LEMME 3 . Toute martingale locale càdlàg. (Mt) de la f iltration (Gt)
est continue, et les mesures sont absolument continues par rap-
port à dt ( nous normalisons le crochet par la condition ).

DEMONSTRATION. Il nous suffira de prouver ces résultats pour une martin-

gale uniformément intégrable où M parcourt un ensemble
I ~) En ~ li y g ).
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total de Soit h une application de E dans É=~n, de la forme

avec al,...,aneE’, et soient =h(), Yt=
=hoYt, et ~t la filtration naturelle de Y, augmentée des ensembles de
mesure nulle. Reprenons le raisonnement du n° 1.4 : il nous montre en

fait que le processus est un processus de Markov admettant 

comme semi-groupe de transition, par rapport à la filtration (Gt). Par
conséquent, si M est une v.a. G~ -mesurable et intégrable, on a

Mt Mt p.s.

( raisonner par classes monotones à partir du cas où M est de la forme

floYt 
k 

). Mais (Yt) est une excellente diffusion, et il est

classique que (Mt) est continue, et est absolument conti-

nue par rapport à dt ; d’où la mëme chose pour (l~t). On conclut en re-
marquant que les v.a. M du type précédent, lorsque h varie, forment un
ensemble total dans 

2. Soient f et g deux classes pour l’égalité -p.p. ( très vite nous
.confondrons fonctions et classes, mais pour l’instant la distinction

doit être soulignée ) . Nous disons que feD (L) et Lf=g s’il existe des
représentants f,g de ces deux classes tels que

1) Le processus (foYt) estlPf-indistinguable d’une semimartingale
càdlàg. ( en fait, continue d’après 3) plus bas ).

2) Le processus It est ( à valeurs finies (too).

3) Le processus = foYt -j tgYsds est une IP -martingale locale.
On remarquera que la.fonction g peut être choisie arbitrairement dans

la classe g , mais que f est déterminée par la condition 1) à un ensemble
u-polaire près : nous dirons que f est un représentant précisé de f, et
nous choisirons toujours un tel représentant, sans mention spéciale. Mais
notre définition se prête bien à l’itération : on dit que si feDO
et et on définit L2f=L(Lf), etc. 

--

Rappelons rapidement la démonstration d’un théorème fondamental de
Kunita et Watanabe :

THEOREME 4. est une algèbre.
DEMONSTRATION. Soit fe (L), soit g=Lf et D’après
le théorème de Motoo et le lemme 3, la fonctionnelle additive absolument
continue peut s’écrire h(Yt)dt, h étant une fonction positive.
( voir le sém. V, p. 231, la très jolie démonstration de Getoor ). D’au-
tre part, (f2oYt) est une semimartingale continue, donc admet une décom-
position canonique où N est une martingale locale, B un

processus prévisible à variation finie nul en 0. Notons - l’égalité modulo
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les martingales locales. En élevant au carré la relation on a

N = 

Mais on a aussi L’unicité de la décomposition canonique
entraîne que cela signifie que et L(f~) =
=h+2fLf ~,-p.p.. Cela entraîne le théorème.

Comme dans la formule (5), nous définirons alors l’opérateur carré
du champ sur D0 D0 par la formule ’

(23) r(u,v) = L(uv) -uLv-vLu 

et nous pouvons écrire

 Cu,C > - ds

avec  oo p.s. pour t fini. On remarquera que ce crochet

est aussi celui des semimartingales uoY, voY. C’est sans doute pourquoi
Stroock note u,v> pour r(u,v).

Comme 1(f,f) est positive pour toute fonction ( ~,~p.p. ), on

démontre très aisément l’«inégalité de Schwarz »
(24) T’(u,u)1~2r(v~v)1~2 y-p.p..

Une application très simple de la formule d’Ito donne alors

THEOREME 5. Soient des fonctions appartenant à h une
fonction de classe Ç2 sur E~. Alors la fonction f=h(fl,...,fn) appartientà D~(L), et l’on a
(25) Lf = ~i 
et, pour toute fonction geD (L)

(26) r(f~g) - ~i .

3. A côté nous aurons besoin des générateurs classiques : 
induit un semi-groupe fortement continu sur tous les espaces 

(1po~), et nous pouvons définir de manière classique le domaine 
du générateur sur I~(~,). Introduisant la résolvante (Rx) ~~,>0), nous
avons les résultats classiques

(27) fDp et Lf=g _> et 

=> fLp,gLp et pour un )u0 ( tout A>0 ) 
(28) est un espace de Banach pour la norme 

( pour p=2, on prendra plutôt pour avoir un espace de

Hilbert). Une conséquence intéressante de (2~.) : ~, étant invariante,
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on a

(2~) pour tout 

Quelles sont les relations entre ces espaces ? Tout d’abord, on a

feDP et Lf=g => Lf=g , et f,geLP
( c’est clair sur (27)). Ensuite, si et Lf=g, alors on a aussi

et Lf=g au séns en effet, le processus fYt-tgYsds
est une martingale d’après (27), il faut seulement choisir un représen-
tant de f qui la rende continue, et ce représentant sera 

avec la convention oo -oo =U, fo et go étant deux représen-
tants arbitrairement choisis des classes f et g.

Inversement, supposons et Lf=g : à quelle condition peut
on affirmer que feDl(L) ? Une condition nécessaire est feL , mais

je suis certain qu’elle n’est pas suffisante. On obtient une condition
nécessaire et suffisante ( peu maniable ) en ajoutant l’existence d’une
fonction positive h et d’un ?uU, tels que Rxh soit fini ~-p.p. et majore

Ifl ( la condition est suffisante, car la martingale locale Cf est majorée
en valeur absolue par t|gYs|ds, qui appartient à la classe (D)
sur tout intervalle fini ; elle est nécessaire, car 

Voici deux exemples qui marqueront bien la différence entre D_~ et
~ 

a) Dans le cas du mouvement brownien dans E~, le potentiel f d’une

mesure positive portée par un ensemble polaire appartient à avec Lf=0,
mais Cf n’est pas une vraie martingale, donc 

-

b) Si deux fonctions f et g sont telles que finie

~,-p.p., et que ( sans hypothèse d’intégrabilité ), alors on a
fD0 et Lf=g ( Cf est une vraie martingale pour toute loi Px , où x

est tel que 

4. Cette section est une digression, introduisant un problème dont nous
nous occuperons pendant tout le paragraphe IV : existe t’il des iné-

galités contrôlant la norme de r(f,f) dans L_p?
Par exemple, en théorie classique du mouvement brownien dans

si f est une bonne fonction, et si l’on pose of=g, D.f=h,
on a entre les transformées de Fourier de f,g,h

h(u) = iUkf(u) = 
On montre que est transformée de Fourier d’une me-
sure bornée G. Donc

Dkf =- Rk(9~.(f-g)) où Rk est une transformée de Riesz,
donc D~ est un opérateur borné sur DP (lpoo), ce qui entraîne

Examinons ce que l’on peut dire sans étude approfondie.
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1) Soient f et g deux éléments de Dp et D q respectivement, où p et q
sont conjugués et tous deux finis. D’après l’inégalité de Kunita-Watanabe

soit encore, la mesure ~ étant invariante

(30) 

La fonction fg appartient à L1 , L(fg)= aussi, et enfin

sup 
t1 

~(sup est intégrable d’aprés l’inéga-

lité-de Doob. Donc en fait fgeD , et on a d’apres (30)

C 31 ) 

Remarquons aussi que (29), donc

(32) 

(on a utilisé la symétrie), que l’on rapprochera de la remarque du n°1.3.

2) Soit feDP, avec 1p2 ; d’après les inégalités de Burkholder, nous
avons . D’autre part

Cf,Cf>p/21 = (10393(f,f)oYsds)p/2~10393(f,f)p/2oYsds

donc

(33) ~0393(f,f)~Lp ~ cp~f~D p pour 1p~2

Malheureusement, cela ne dit rien pour p>2, qui est le cas intéressant.
Pour p=oo, on peut dire quelque chose, d’apparemment inutile : fixons

A>0, et soit feDl telle que f et R~(~Lf~) appartiennent à Lo° ( cette
condition ne dépend pas de A. ) ; alors appartient à .

3) Le moyen qu’utilise Stroock pour tourner ces difficultés consiste à
introduire l’espace Kp des fonctions feDP telles que r f, e L_p ( en

fait, son exposant p est toujours >2, et il note cet espace ). Nous
tâcherons de nous en passer dans la suite.

pour le « calcul de Malliavin»
5. Nous arrivons maintenant aux résultats importants : il s’agit de

savoir comment L ( puis r dans la section suivante ) opèrent sur les

intégrales stochastiques browniennes.
Nos notations dans toute la fin du paragraphe seront les suivantes :

nous avons deux variables aléatoires

(34) f = / g = /hgds
où (u ) est un processus prévisible à valeurs dans ~d, (h ) un processus
prévisible réel ( la prévisibilité de h ne servira pas dans ce paragraphe).
1. Ce paxagraphe peut être orris pour l’abord des théorémes d’intègrales singulieies 13 et 14.
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D’après le théorème de dérivation de Mokobodzki, pour toute fonction

aeDl, (Pta-a)/t converge -p.s. vers Lf. Nous conviendrons donc de défi-
nir le processus prévisible (Lhs) comme liminft (Ptus-us)/t .
THEOREME 6. 1) Supposons que pour presque tout s on ait 

avec .

(35.a)) (|us|2+|Lus|2)ds)1/2~ L1 (35.b)) (|hs|+|Lhs|)ds  L1
( en particulier, fHl ). Alors on a fDl, gDl, et
(36) Lf = / (Lus - 1 2us).dBs, Lg = Lhsds
( en particulier, LfHl ).

2) Inversement, supposons que f appartienne à Dl, soit d’intégrale nulle,
et que f et Lf appartiennent à H . Alors dans l’unique représentation de
f comme intégrale stochastique, on peut affirmer que 

pour presque tout s et que (35.a)) est satisfaite, et donc Lf est donnée

par (36).

DEMONSTRATION. Le cas de g est à peu près trivial : on a d’après (35.b))
gLl , posons m=jLhsdseLl ; une application immédiate du théorème de
Fubini montre que Ptg-g=1 Psmds, donc geD et Lg=m.

Pour étudier f, nous posons n = /(Lu - Nous avons

d’après (21)

RÀ+l/2us.dBs R~n = f ~us).dBs
et donc R~(~f-n)= i = !us.dBs=f .

Passons à 2). Puisque f~,=0 , nous pouvons écrire f sous
la forme avec ce qui entraîne 

oo pour t fini, donc u eL pour presque tout s. De même, nous pouvons
écrire Lf = avec les mêmes propriétés. Comme nous avons

la formule (21) nous donne l’uni-

cité de la représentation prévisible entraîne pour

presque tout s, donc aussi v =Lu - 
REMARQUE. Soit et soit Lf=J Posons f’ =-RZf=-jRl 2vs . dB

(22), qui appartient à Hl~Dl avec La f onction f -f’ ap-

partient à Dl avec L(f-f’)=0, donc elle est invariante par le semi-groupe
et intégrable, et le théorème ergodique entraîne qu’elle est constante.
autrement dit, feDl et LfeHl entraîne e Hl . On en déduit
pour p>1 

- _

si 
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6. Nous allons dans cette section calculer ( avec les notations (34))
les quantités r(f,f), r(g,g), r(f,g). Nous renforcerons les hypothé-

ses (35) en supposant

(37. a) ) (~us~2Ls+~Lu s~2L2 )ds  ~ , (37.b) ) Il Il )ds  ce

en particulier, f et g appartiennent à D2. Nous introduirons les deux
processus

, gs = /~ hrdr
D’après les calculs faits précédemment, et sont bornés.

Si l’on pose vs=Lus- ~us , ks=Lhs , on a - - 

(38) f = y(f ) - g = fRksds .

FORMULE POUR r(g,g). On a

(39) r(g,g) = 2/ 

DEMONSTRATION. Nous écrivons d’abord les formules d’intégration par
parties classiques

g~ = / 2g s hsds , 2gLg = / 2(hsLgs+gsLhs)ds
Ensuite, nous calculons L(g2) par application de la formule (36). Pour
cela, il nous faut vérifier que

e L1 ~ , e L1
A gauche, nous majorons par ( produit de deux élé-

ments de L2. A droite, les deux premiers termes se traitent de même.
Quant au dernier, on écrit 2~~hs~~ 2 ; le premier fac-
teur est borné, le second intégrable en s . R R

Dans ces conditions, on a et on

a (39) en formant L(g2)-2gLg .
FORMULE POUR r(f,f). On a

(40) r(f,f) = f + 

où r(u’,u ) est une notation abrégée pour = E. r(u~,u~)
- le ’ t désigne la transposition des matrices.

La justification sera beaucoup plus délicate que ci-dessus. On commence

par écrire les formules banales d’intégration par parties

(41) = 

2fLf = 

2/(fs(Lus- + Lfsus.dBs + us. (Lus- 
Maintenant, appliquons formellement (36) à (41) pour calculer 
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Lf2 = + 

et formons L(f2)-2fLf, nous obtenons (40). Tout revient donc à justi-
fier ce calcul formel. Remarquons qu’il n’y a aucune difficulté quant au

terme les hypothèses (35.b)) étant satisfaites. La difficulté
tient donc à l’intégrale stochastique

~ = f f u .dB ,
pour,laquelle il faut vérifier les hypothèses (35.a)). Nous commençons

par le cas simple où f= - j (vs) étant un processus prévi-
sible à valeurs dans m d du type 

S S S

(~ vs = ~i 

chaque ai étant une v.a. à valeurs dans Rd, dont chaque composante est
un polynôme ( de degré au plus ni ) en un nombre fini de formes linéai-
res {03B1ik,.}, les aikeE’ ayant leur support dans [0,r.]. Il résulte de
(11) que Ptvs est du même type, et us=-Rl/2vs aussi. Sur l’intervalle

on peut donc écrire 
..

= b1+ 

où bl et cl sont des polynômes. On a alors, d’après un cas particulier
trivial de (36)

et comme Lci, ci, Lbi sont des polynômes, donc appartiennent à tout Z_p,
on voit que est une fonction bornée à support compact sur !E .
Dans ce cas l’hypothèse (35.a)) est satisfaite, et la formule (40) aussi.

Nous remarquons maintenant que l’espace des fonctions f d’intégrale
nulle, appartenant à D2, pour lesquelles (40) a lieu est fermé. Soient
en effet des fn appartenant à cet espace, et convergeant dans D2 vers
f ; nous écrivons Lfn= vns.dBs, Lf=vs.dBs , où |2)ds > 0,
et nous avons avec 

Nous avons , donc le côté gauche tend
vers 0 dans Z2, et r(fn,fn)->r(f,f) dans Z1. On vérifie sans peine que

converge dans Z1 vers D’autre part, on a

~ 
Comme ~,(r(u~~-,us~))=~((usl)2), le second facteur est borné. Le premier
se majore par ( et tend vers 0 pour la même
raison.

En racapitulation de tout ceci, nous avons que
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= = jfi

converge dans Ll vers v.a. d’espérance
nulle, que nous noterons J . Introduisant les martingales J~, JS ,
nous savons qu’il existe un processus prévisible tel que

soit p.s. fini et que pour tout D’après un
résultat de Yor, nous savons aussi qu’il existe des temps d’arrêt Tk
tendant vers l’infini, tels que (Jn)Tk tende vers J k dans H_1 pour tout
k : il en résulte que en mesure sur ~+xE muni de la mesure
dsd. Mais d’autre part, pour presque tout s r(fk,uk) converge dans ~
vers r(fs,us). Il en résulte que les processus r(fs,us) et js sont égaux
dsd~-p.p., et la formule (40) est vraie pour f.

Il reste donc seulement à vérifier que les v.a. f du type construit

plus haut ( au moyen de polynômes ) sont denses dans l’espace des v.a.
de D2 d’intégrale nulle. Il suffit pour cela de savoir approcher les
processus prévisibles étagés usuels

vs = ~i 
.

où 03C6i est F° -mesurable bornée, par des processus du type (42). Cela
revient à approcher 03C6i dans L2 par des polynômes du type considéré. On
se ramène par classes monotones au cas où cpi est fonction d’un nombre
fini de formes linéaires t~.-,.,.), et l’on se trouve alors ramené au

fait qu’en dimension finie, les polynômes sont denses dans l’espace L2
d’une mesure gaussienne.

FORMULE POUR F(f,g). On a

(43) r(f,g) = + 

Pour voir cela, on écrit les formules d’intégration par parties

(44) fg = /f s dg s +g s df s = / gsus.dBs + /f s h s ds
fLg = = / Lgsus.dBs + If s Lh s ds
gLf = / ILf h ds de même

Tout le problème consiste, comme plus haut, à justifier l’application
des formules (36) à la fonction (44). Nous donnerons moins de détails

que précédemment : le terme /f h ds ne crée pas de problème, en remar-
quant que sups|fs|L2 et que . Il faut donc

examiner seulement l’intégrale stochastique 
- -

~ - I gslis.dBs 
’

Pour ,le traiter, on raisonne comme dans la discussion précédente, en
posant de plus et en approchant (ks) aussi par
des processus étagés polynômiaux.
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Récapitulons les trois formules obtenues :
THEOREME 7 . Considérons une v.a. de D2(L) ~ du type

~P = / us.dBs + !hsds
avec ds ds  0153 . . La v.a. 03C6s est l’intégrale corres-

pondante sur ~O,s~. On a alors

(45) + 

6. Notre but dans cette section va être de calculer l’opérateur carré

du champ r. Nous commençons par introduire une notation, et démontrer

un petit lemme technique. Soit fDl et soit g=Lf ; nous dirons que 
si f et g appartiennent à H1(~,) j’ignore quelle relation cela peut
avoir avec le fait que la martingale C appartient à H (Pf) sur tout
intervalle fini ]. On vérifie sans peine que (Pt) est fortement continu
sur H1’ et que D est le domaine de son générateur.

Nous appellerons polynômes trigonométriques sur E les combinaisons

linéaires de "caractères" , aeE ", et polynômes sur E les éléments

de l’algèbre engendrée par les formes (ce,.).

LEMME 8. L’espace des polypômes trigonométriques est dense dans les
espaces DP ( p>1 ) et dans D ( bien sûr, il s’agit ici de fonctions

complexes ).
DEMONSTRATION. Nous traitons le cas de D1+~ par exemple. Soit 
on peut la supposer d’intégrale nulle. Si l’on pose alors 

avec on a Approchant alors 
b

par des processus prévisibles étagés du type (42), on sait que les
fn correspondantes convergent vers f donc il suffit de savoir

approcher les fn elles mêmes. Or fixons n , et omettons le de la nota-

tion : f=fn est un polynôme P( j o’-, ,. j ,...,) c~,. j ) en un nombre fini de

formes linéaires aieEt, que l’on peut supposer orthonormées pour q.
Utilisant la propriété 1.4, on est ramené à trouver sur ~k des polynômes
trigonométriques Qi tels que P-Qi converge vers 0 pour dans tous

les Lp de la mesure gaussienne standard, de même que toutes ses dérivées

jusqu’à l’ordre 2. Cela ne pose pas de problème.

Maintenant, nous calculons l’opérateur carré du champ pour un poly-
nôme trigonométrique. Nous remarquons que, pour une fonction qui ne

dépend que d’un nombre fini de formes linéaires jc~.,.}, on est ramené

à un calcul en dimension finie ( pour un ea ’ à un calcul en dimension

1J). Or en dimension finie, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck et le

mouvement brownien ont même opérateur carré du champ. Un calcul immédiat
donne alors



113

(46) = 

[ On peut aussi arriver directement à cette formule, à partir des
relations Pt~03B1 =~ 03B1e-t/2 (10) ; ~03B1~03B2 = ~03B1+03B2e-q(03B1,03B2), d’où l’on tire

(47) 
L~03B1 

= - 1 2( i{03B1,}+q(03B1))~03B1
et (46) par la définition de r].

Soit 03BEE ; la translation xx+03BE ne transforme pas en général la

mesure ~. en une mesure équivalente, et on ne peut donc la faire opérer
sur les classes pour l’égalité Mais supposons que soit abso-
lument continue, avec une dérivée ( notée ~’ ou § ) de carré intégrable
sur !E . La formule de Cameron-Martin nous dit que la loi image de y est
absolument continue par rapport à p, , avec la densité

(48) exp( 

qui appartient à tout Lp( ). Bien que 03BE n’appartienne pas nécessairement
à n’empêche de noter et cette densité

Nous notons alors de manière générale, la limite de 
lorsque en un sens qu’il faudra préciser à chaque fois ( dans L~,
p. s., etc.). Par exemple, il est clair que, si 03B1E’

(49) = ( {03B1,03BE} = 

les quotients différentiels convergeant uniformément sur consé-

quent, si nous choisissons des 03BEn du type ci-dessus dank les déuntes forment une

base orthonormale nous avons

Il en résulte que, pour tout polynôme trigonométrique f

0393(f,f) = 03A3n |~03BEn f|2
et il en résulte que les opérateurs Vc ( où  parcourt la boule unité

se prolongent par continuité en des opérateurs bornés de

~(L) dans ~ (1P~2 : cf (33) ; pour p=l je ne sais rien ). Soit g un

polynôme trigonométrique ; pour tout k, on a g| ~

lorsque f est un polynôme trigonométrique, puis lorsque
f est quelconque dans On peut alors faire tendre k vers l’infini,
et définir i’opérateur linéaire continu f2014> En ~03BEnf~03BEng de DP dans 
( continu, parce que limite simple d’opérateurs continus ), qui coïncide
avec lorsque f est un polynôme trigonométrique, donc pour
1. La complétion de E’ par rapport à la norme q est (mais les
formes linéaires correspondantes sont définies p.p. seulement ). Ce com-
plété s’envoie dans Epar intégration en t, et son image est l’espace
CM des fonctions de Cameron-Martin, donnant les translations permisesdeii
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On prolonge ensuite à g de la même manière. Enonçons le résultat :

THEOREME 9~Soit QM le sous espace de E formé des applications ~eE,
absolument continues et dont la dérivée appartient à L2(IR+). Soit (03BEn)
une suite d’éléments de CM dont les dérivées forment une base orthonor-
male de 

==

a) Pour tout Vt est un opérateur continu de dans L~ 
b) Pour tout p>l, on a

(50) r(f,f) = 03A3n|~03BE f|2
n

DEMONSTRATION. CM veut dire Cameron-Martin. Remarquons que nous avons vu

un résultat bien plus fort que a) : pour l’opérateur 
est borné de dans ~P(~). 

Notons l’expression de l’adjoint formel de 7e :

LEMME 10. Soient f et g deux polynômes trigonométriques. Alors pour
on a

(51) = / 
~ 

est la fonction ( définie x-~{.~,x}== .

DEMONSTRATION. On part de la formule (49) pour obtenir

/ = et de même

~ = i{~e~-~
Tout revient donc à établir que 

= i~-P,§}e~-~
Lorsque t est à support compact et à variation finie, {,.} est une

forme linéaire sur E entier, et il s’agit d’une formule classique sur

les moments des mesures gaussiennes. On en déduit le cas général par un

passage à la limite.

REMARQUE. La formule s’étend aussitôt au cas où g étant un poly-
nôme trigonométrique, puisque nous savons que V- est un opérateur conti-
nu de D dans L . Considérons maintenant des polynômes trigonométriques
g qui convergent dans D vers une fonction g ; du coté gauche, 
converge vers de même, du coté droit, converge vers

f~03BEg . Par différence, converge. Comme cela a lieu pour tout

nous en déduisons que ))g appartient à L pour tout et l’opé-
rateur de multiplication par 03C603BE est borné sur D ( non sur L2, car 03C603BE,
appartient à tout ~, p fini, mais n’est pas bornée ).

1. Cet énoncé doit être considéré comme classique, mais je n’en connais
pas l’origine exacte.
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Nous concluons cette section sur un lemme analytique. Seul le premier
résultat ( à peu près évident ) sera utilisé dans la suite.

LEMME 11. Soient Notons ()- la ’ fonction linéaire*
S.dBS sur E. Alors on a

1) = 

2) P~(~f) = + 

DEMONSTRATION. Pour 1), supposons que f soit un polynôme trigonométri-
que. Ecrivons

= ( cf. formule (8))

= 

Le coté droit tend vers le côté gauche vers Le résul-
tat s’étend ensuite à D par densité.

Pour 2), nous pouvons supposer que / = 1 , et nous borner

au cas où f est un polynSme trigonométrique en un nombre fini de "formes
linéaires" j)p =03C603BE , L l,...,03C603BEn, où O,...,n sont orthogonaux et normes
dans L (E ,E ). Par projection, nous sommes ramenés à un problème sur
la mesure gaussienne standard sur E~" : montrer que 
+(l-e-t)PtDOf , où x0,...,xn sont les coordonnées, DO,...,Dn les déri-
vées partielles correspondantes. Il suffit de traiter le cas où f est
de la forme g(x )h(x..,...,x ), et on se trouve ramené à la dimension 1,
ol il s’agit de montrer que

+ 

qui se ramène à une intégration par parties triviale sur le dernier
terme.

~

REMARQUE. Soient 03BE et ~ deux fonctions de Cameron-Martin. La « forme

linéaire » vaut et

= q()
Introduisons alors les opérateurs

( multiplication par la "forme linéaire"~,.})
B03BEf = B03BE est B-03BE: lemme 10)

Nous avons les relations de commutation suivantes, bien connues en

mécanique quantique

[A~] = 0 , [A~] = - ~q(~) , ’ [B~.B~] = 0
et d’après le lemme 11 ~B , [L,B ] == 

1. Voin le liore de Hide "Browrian motion". Il faudrait adjoindse à cette liste d’opizatouns
~ 6~ ~ . 

" ’
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IV . 0-U et L-P

Ce titre signifie que nous allons maintenant étudier 
Z p

( et en particulier résoudre la question laissée en suspens dans - la
section III.5 ), au moyen de la théorie de Littlewood-Paley-Stein.

1. Nous définissons le semi-groupe de Cauchy ( ou de Poisson ) associé
à (P.), c’est à dire

~ = 1 t(ds)Ps ,

où (~,t) est le semi-groupe stable d’ordre 1/2 sur ~+, caractérisé par sa
transformée de Laplace :
(52) e-tJP
Nous noterons C le générateur infinitésimal de (~). On a au sens

suivant : si alors Cf appartient à R2(C), et C2f=-L
( cela se voit très bien, par exemple, sur la représentation spectrale
du semi-groupe ). On montre assez facilement - on peut utiliser pour
cela la représentation explicite des mesures ~,t

= c (sém. X, p. 127 )

que, pour t>0, Q.f appartient à D2(Z) et à D2(C), et que
(53) = CQ,tf = 
où ~,t est une mesure bornée, non positive, sur ~+ ( dont la masse tend
vers l’infini lorsque t->0 ).

Nous voulons appliquer le théorème de Littlewood-Paley-Stein . Que
dit ce théorème ? Soit et soit pour t>0. Définissons la

fonction de Littlewood-Paley Gh par

G2(x) = o t( Alors on a une équivalence de

normes :

(54) cp ~h~Lp ~ ~Gh~Lp ~ c’p ~h ~Lp 
pour lp~

où l’inégalité de droite suppose de plus que h soit " sans partie inva-

riante" , c’est à dire que tende vers 0 dans Z2 pour t > oo . Plus
généralement, si (hn) est une suite de fonctions de L2 satisfaisant cha-
cune à la condition ci-dessus, on a la même équivalence entre

" (E n G2hn
Ce théorème est susceptible d’une démonstration probabiliste : voir l’ar-
ticle récent de Varopoulos ( J. Funct. Anal.,1980 ) et mes exposés sur
la question dans les volumes X et XV du séminaire. Signalons aussi que
cet énoncé est vrai avec Pt à la place de Q. : c’est la forme originale
de Stein, valable pour tout semi-groupe markovien symétrique, et apparem-

ment
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plus profonde que la précédente, puisqu’elle a résisté jusqu’à mainte-

nant aux tentatives de démonstration par les martingales :

2. Voici d’abord la démonstration formelle : il restera à vérifier les

détails, ce que nous ferons dans un paragraphe ultérieur.

Nous partons d’une bonne fonction d’intégrale nulle, admettant

une représentation

(55) Lf=vs.dBs
Le processus (vs) sera un très bon processus étagé, que nous choisirons

plus tard. Nous poserons

( 56 ) g = , gt = QtCus.dBs , gt = Ptg
Nous partons du lemme 11, pour écrire, avec ~ECM

PrV03BEf = er/2V 03BEP rf = V 03BEP ru s.dB s

intégrons par rapport à la mesure bornée ’t(dr) (53)

= v gt
élevons au carré, intégrons en t, nous voyons apparaître à gauche la
fonction G2 . 

. 

Faisons parcourir maintenant ~ g une suite (~ ), telle que
les dérivées ~ forment une base orthonormale de sommons

en n. Du côté gauche, nous trouvons En G2 et du côté droit,
d’après le théorème 9, nous trouvons 

§~

03A3n f .

Prenons la racine carrée, et appliquons du côté gauche le théorème de

Littlewood-Paley-Stein. Nous obtenons le résultat suivant :

LEMME ( à justifier en détail ). Pour on a une équivalence de

normes dans LP entre

(57) f)2)1~2 - et )1~2
à condition toutefois que chaque fonction dg f soit sans partie inva-

riante. 
n

Il faut maintenant étudier le côté droit. Nous avons

jP Cu dB = er/2PrCus .dB = g
r s s r s s r

et par conséquent, jf se comportant comme une norme hilbertienne

 j - f 
La mesure t étant de masse 1, nous 

en déduisons
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r(g~.g~) 
Nous intégrons en t . On voit aussitôt que = dr ( regarder
les transformées de Laplace ). Donc

(58) 

Maintenant, nous allons utiliser une inégalité de Littlewood-Paley rela-
tivement triviale, établie dans le sém. X, p. 138 - nous y reviendrons.
Elle nous dit que, pour toute fonction h, on a une inégalité du type

(59) ~cp~ (/ 
p pour p~2 (£1

~cp~ (/ )1/2~Lp pour lp~2
avec h,=P.h . Maintenant, remarquons ( lemme 11 )

(60) V n Ptht = h
Remplaçons 03BE par 03BEn , posons pour un instant Vp h.=j , et utilisons

l’inégalité suivante, où Q est une mesure 

)~ ) ~ ( ~ e(j,)~ )i/~
avec 0 = P.(x,.) ; il vient

= P~( (E, J~)~ ) ~ ( ~(P~)2)l/2
(~§. (60)) = ( ~(V~P~ )S )I/2 = 

donc dans les deux cas de (59)~ nous avons
(~) !!h~p ~ (/ )~~

~ 

= )I/2~
Appliquant cela a Puh au lieu de h , nous avons ( en récrivant c pour c’)

~!’~",p ~ c,)!(~ 
~ 

Cela s’interprète ainsi : pour u>0, considérons le processus J~ =
f~~ ./r(h~,h~) ; alors sa norme dans ~(~.~C~ds)) est majorée

par a- eu/4~Puh~Lp. Mais alors, par convexité, la norme du processus
est majorée par du . Autrement dit ( en

changeant de constante a et en prenant h=g )

~(/ e~t/4_~2~~~l/2~ ~ ~ e~,jp~,~ ~
,,( ~ ,t~~~~~ ~1/2~ ~ a~/e~p~ ~ 

"

~. ~ ~, ~ ~ ~ 
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Quant à (~( L P , , 
comme et et et/2 sont comparables

sur il.n’est pas nécessaire de chercher plus loin que (61).
Autrement dit, nous avons obtenu tout ce que la méthode de Littlewood-

Paley peut nous donner :

LEMME . Si le lemme précédent e st correct, e st majorée

par une quantité de la forme =

(62) + b! 

o~. a et b sont des constantes ( dépendant de p ).

3. Maintenant, il va falloir montrer que est à décroissance

suffisamment rapide, et justifier les Z détails. Pour cela,
nous allons avoir besoin de quelques résultats auxiliaires, que nous

développons dans cette section.
Soit Nous définissons par récurrence l’expression ’ f est d’or-

dre > k " de la manière suivante : toute fonction est d’ordre >0 ;
pour f est d’ordre >k si et seulement si ~,(f )=0 et, dans la repré-
sentation us est d’ordre >k-1 pour presque tout s. En fait
nous n’aurons pas besoin des ordres élevés : le raisonnement précédent
sera justifié lorsque f est d’ordre >2, et il faudra savoir se ramener

à ce cas.

Voici une manière évidente de développer f suivant les ordres crois-
sants : on écrit KO(f) = f-~,(f ). Puis on pose 

Jl(f) = où On pose alors u~ =

u’ss1.dBs1 ( NB : comme us est un vecteur, uss l 
est une matrice ), de

sorte que , intégrale stochastique itérée ( comme

us est F -mesurable, u’ =0 pour ). On écrit alors J2(f)=
On

écrit uss = u’ss1s2 .dBs 2 et on continue. Il est clair que ce que l’on
fait ainsi, c’est développer f suivant les chaos de Wiener successifs :

J~(f) est une constante, une intégrale stochastique ordinaire

( de processus déterministe ), J2(f) une intégrale stochastique double
( de processus déterministe ), etc. Nous dirons qu’une fonction f est

exactement d’ordre n si elle appartient au n-ième chaos de Wiener ( la

fonction 0 est exactement de tout ordre ), et d’ordre sn si elle appar-
tient à la somme des n premiers chaos.

Nous aurons besoin de connaître les propriétés de continuité des

projecteurs JO’ Jl et Tout d’abord, on a .

Ensuite, le lemme 1 ( appliqué au noyau sous-markovien qui à f associe-



120

la fonction constante p.(f)) montre que pour 

donc pour 1poo J1 est continu de Zp dans -Zp . Il en est donc de
même de Kl=I-JO-Jl.

On sait depuis Wiener que toute fonction fe2 admet un développement
suivant les chaos de Wiener, convergent dans L 2"
(63) f = f k
sur lequel Pt opère de la manière suivante

6~+) Ptf = ( cf. (20) )

on connaît donc explicitement la décomposition spectrale de (Pt). Notons
quelques autres formules qui en résultent aussitôt

(65) 

Lf = E - ~ ( si 

Cf = E fk ( si feD2(C) )
~ = si 

( Rappelons que R est l’opérateur potentiel de (Pt) ( cf. (22)) ; on

désigne par V l’opérateur potentiel de (Q.)). .

A côté de ces opérateurs, nous en considérerons d’autre% définis
seulement pour les fonctions d’ordre >1 : si nous poserons

(66) Ptf = Ptus.dBs = et/2Ptf
et à partir de là, nous définirons de la manière évidente 
etc. Nous aurons besoin de calculer ces opérateurs.

Nous dirons que f est élémentaire , si où (us) est
un processus prévisible étagé ( à valeurs dans Rd )
(67) us = am 

chaque v.a. a ayant des composantes a; (id ) dont chacune est une
combinaison linéaire finie de polynômes d’Hermite en un nombre fini de
formes linéaires {03B1j,.} , les étant à support dans [O,rm]. Séparant
les polynômes d’Hermite relatifs aux divers degrés :

us = 03A3k~0 uks , uks = 03A3m akm I]rm,rm+1]

avec Ptakm = e -tk/2akm . Nous avons donc

f = + 03A3k,m akm.(Brm+1 -Br )
Ptf = (f) -. 

m+1 
( cf. (20))
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d’où il résulte sans peine que f admet un développement fini suivant les
chaos de Wiener, avec

(68) , fk = pour k~1
Mais alors, il est facile de calculer si f est d’ordre ~ 1

(69) tf = 03A3k>1 e- t(k-1)/2fk
tf = f,
f = -k-1/2 fk
f = 2 03A3k~11 k-1 fk ( f d’ordre ~2 )

Toutes ces transformations sont données par des multiplicateurs opérant
sur le développement de f suivant les chaos de Wiener. On voit que l’on
a .

(70) 9f= TCf

où T correspond au multiplicateur nul au rang 0, et valant //1- 1/k au

rang k~l . Or on peut écrire i- k = 1 - les ai sont

positifs et de somme 1. Cela signifie que

T = 1 - ~ 
Mais par ailleurs, l’opérateur R/2 est égal, sur une fonction d’ordre
>1 f=/u .dB , à / et d’après le lemme 1 cet opérateur
est une contraction dans tout espace HP ( ou plus exactement, dans E~ ,
sous-espace de H~ formé des fonctions d’intégrale nulle ). Donc Test
aussi borné dans tout HÉ , et comme les normes de ~" et de L~ sont équi-
valentes, T est borné dans LÉ pour lpoo.

Lorsque f appartient à L , on sait calculer exactement les normes de
Jlf en fonction des f~, et il en résulte en particulier que

l’opérateur a une nonne dans ~ . On sait que sa nonne

sur P (p>2) est finie ; notons la c . Le théorème de Riesz-Thorin

nous dit que si. r>p, avec -= ~+-~ ~ on a
cp~ e-utc1-ur

Prenant r grand, on peut rendre u arbitrairement voisin de 1. Remarquons

d’autre part que, P.. étant une contraction de 1~, c~. peut être calculé

en fonction de la norme de J-, seul, et donc c peut être choisi indépen-
damment de t. Autrement dit, pour p>2, on a u étant ar-

bitrairement voisin de 1 et A étant une constante ( dépendant de u ).

Par dualité, T. étant symétrique ( Jo et J~ étant des projecteurs spec
traux pour P. ), on a le même résultat par conjugaison pour p2. En

particulier :

si f est d’ordre ~2 , ’ (~o~-.~~
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, 

Les opérateurs de dérivation O~ ne sont pas donnés par des multi-
plicateurs, mais le lemme 11 nous dit que

(fd’ordre>0 )
(71) V03BEPtf= e-t/2PtV03BEf = e-tPtV03BEf ( f d’ordre ~ 

0 )

d’ordre ~1 )

Enfin, remarquons que si f est d’ordre ~2 , , PtV sf = tend
vers 0 dans L2 lorsque t-> oo : : en effet, on a 

et/2Pt f = 03A3k~2 et/2e-tk/2fk , qui tend vers 0 dans L2qui tend vers 0 dans L2
et.de même tend vers 0 dans L2. Donc e t/2 Ptf tend vers 0 dans

dans L2.
Il en résulte que -> 0 dans ~ lors que t-> oo .

4. Nous reprenons maintenant, en les justifiant, les raisonnements formels

du n°2. Nous considérons une fonction f, élémentaire et d’ordre >2,
admettant donc un développement fini

f = f k
nous posons g = Cf, et nous démontrons ( le lemme est numéroté, parce que
cette fois nous le prouvons )

LEMME 12. On a pour 1poo ’.

DEMONSTRATION. Nous reprenons au début la démonstration formelle du n°2,
en examinant les détails. Après (56), il n’y a pas de problème dans les
dérivation sous le signe d’intégrale stochastique : le processus (us)
est étagé, il s’agit de sommes finies. Dans l’application du théorème
de L-P-S, formule (57), nous avons dit plus haut que ( f étant d’ordre

~2 ) les V03BE f n’ont pas de partie invariante : donc l’équivalence de nor-
mes a bien lieu.

Nous laissons de côté pour l’instant les inégalités de martingales
(59) : nous les établirons rapidement ci-dessous , pour la commodité du
lecteur. La formule (62) est alors justifiée.

Comme la fonction g est d’ordre >2, nous avons d’après (71) avec
e=1/4 Si l’on porte cela du côté droit de (62),
il reste simplement la norme-de g, et le lemme 12 est établi.

DEMONSTRATION DES INEGALITES DE MARTINGALES.

Nous commençons par le cas p>2. Rappelons que h=g a un développement
fini hk suivant les chaos de Wiener - il importe peu ici que h soit
d’ordre >2 . Considérons sur l’espace E=Exm un processus de Markov

zt=(Yt,xt), produit du processus d’0-U (Yt) par une translation uniforme
(Xt) à vitesse unité vers la gauche. Soit L son générateur : formellement
on a L = ( L opérant "verticalement" à t fixé, et D "horizontale-

ment"
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à x fixé ) ; donc aussi,l’opérateur carré du champ r se réduit à r(h,k)=
rXh,k) opérant à t fixé. Ces résultats formels ne sont pas faciles à
préciser., mais heureusement nous ne les utiliserons que dans un cas

trivial : celui de la fonction

h(x,t) = E ( somme finie ; 

qui se décompose en produits d’une fonction de x par une fonction de t.

Nous obtenons alors les résultats suivants :

1) Mt= h(Yt,xt) est une martingale locale continue

2) = où Y(x,t) = 

Prenons comme loi initiale ~,a=~,®~a ’ , avec a>0, et arrêtons le processus
à l’instant a . La martingale locale arrêtée vaut

Mt = ta , 

qui est une vraie martingale, et les inégalités de Burkholder nous di-
sent que, pour tout p>1

)1/2 ~1 Zp
La loi de Ya étant ~, , du côté gauche nous avons simplement L P . 

.

Du côté droit, nous écrivons ( comme p>2 ) I) II1/22 et nous utilisons le
fait que l’espérance conditionnelle diminue la=norme dans Zp/2 ; nous
minorons donc le côté gauche en remplaçant ja 0 r( )oYsds par son espéran-
ce conditionnelle par rapport à Ya , qui vaut ( le semi-groupe étant sy-
métrique ) 

la loi de Ya étant ~,, nous avons prouvé

cp ~~ t 
et il ne reste plus qu’à poser a-s=u et à faire tendre a vers +oo.

Le cas p2 est un peu plus délicat. On applique à la martingale (Mt)
arrêtée à l’instant a, comme ci-dessus, la formule d’Ito pour la fonction

de classe Ç2 F(u) = (~+u2)p/2 (~>0) , puis on fait tendre e vers 0. Après
quelques calculs laissés au lecteur, il vient 

(1): on peut! c’est une formule d’J to pour fonction conrexe.E[|Ma| p] = E[|MO|p + )J ] 
(1)

autrement dit, la même chose que si l’on pouvait directement appliquer
la formule d’Ito’â F(u)=lulp. Maintenant, nous écrivons 

= où ks= et nous avons obtenu l’égalité

suivante, après conditionnement par la valeur terminale :

(~) +  



124

où d’ailleurs le P 
s 
dans le dernier terme peut être supprimé à volonté,

puisque » est invariante. Posons donc 

D’après Schwarz
puisque 

La quantité qui nous intéresse est avec ( cf. (59))
Posons sup.. ( qui majore aussi sup. d’après le théo-
rème ergodique de Stein,(1) on a c L’inégalité précédente
nous donne 

J2 ~(h )2-p 

~0 Pt(m t)dt

JP  (h )(2-p)p/2 (~0Pt(mt)dt)p/2

~J~pLp ~ ~h ~(2-p)p/2Lp E[P t(m t)dt]p/2

d’après Hôlder avec les exposants 2/2-p et 2/p . D’après (72), le dernier
terme à droite est majoré par c et il reste enfin 

, le résultat désiré. ~ ~

REMARQUE. Nous avons recopié servilement le séminaire X, p. 135, démons-
tration elle même recopiée sur Stein.

On aurait pu se simplifier la vie pour p2, car dans la démonstration

du lemme, après (59), on a eu du mal à se débarrasser des P. dans
alors qu’ici on vient de se fatiguer pour les introduire

( il aurait été plus simple de considérer k. au lieu de ). Mais les

P. sont inévitables pour p>2, et il aurait fallu disjoindre les deux cas

dans la démonstration du lemme, après (59).
La démonstration du lemme 12 est donc achevée, et la partie compli-

quée de l’exposé aussi.

5. Cette section contient les résultats intéressants de l’exposé. Nous

commençons par un résultat qui correspond exactement, en dimension

finie, à la théorie des transformations de Riesz.

THEOREME 13. Soit Alors pour tout pe]l,0153[ on a une équivalence
de norme dans LP entre Cf et .

DEMONSTRATION. Il suffit de faire parcourir à f un ensemble dense dans

D (L), et nous prendrons l’ensemble des fonctions élémentaires. D’autre

part, nous pouvons supposer f d’intégrale nulle. Nous pouvons écrire

comme après (67) 
f = = = + uks.dBs

où 03B1~E’ provient du terme de rang 0, et où le dernier terme, que nous

1. Qui se réduit en fait pour p>l à l’inégalité de Doob.
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noterons f’, est d’ordre >2 . Pour simplifier, écrivons 03B1 au lieu de

{03B1,.} ; nous 

avons Pt03B1 = e-t/203B1 Qt03B1=e-t/203B1 , La = - , Ca = 

D’autre part, x2-1 étant un polynôme d’Hermite, on a si 
L(a2-1)=-(a2-1), donc D’où en général

(73) r(a,a) = q(a)
Posons k=Cf ; nous avons k= + k’, avec k’ d’ordre >2. On voit

donc que a = -~ Jl(k), et par conséquent

Comme toutes les normes Lp sont équivalentes sur le premier chaos de

Wi.ener, nous avons aussi, en prenant la norme L2
(74) q(03B1) ~ cp~k~Lp
D’ autre part, d’après (70), nous avons  c ~k~Lp ~ ~k~Lp . Mais

Cf=Cf’ =Cus.dBs contrôle d’après le lemme
12 la norme dans Lp de r f’, ) . Et finalement, on a

+ ( 

d’où la première moitié de l’équivalence,

°

Pour établir l’autre moitié, , nous admettons pour un instantOOle résultat
facile suivant : soit Z~ le sous-espace d’intégrale nulle de Lp. Alors
V est borné de Z~ dans ~ . Nous voulons majorer )/kgp. l, où g parcourt
la boule unité de Lq ( q est l’exposant conjugué de p ), par une quantité
de la forme c, . Nous pouvons supposer g d’intégrale nulle,

et poser h=-Vg, de sorte que Ch=g. Nous avons alors

~ 
( polarisation de Cf,Cf> =C2f ,f> _
-Lf,f>  = 0393(f,f)  )

~ 0393(f,f)0393(h,h)

~ ~0393(f,f)~p ~0393(h,)~q
On utilise alors la première moitié de l’équivalence, pour remplacer le
dernier terme par c = c Pour être tout à fait correct,
il aurait fallu prendre g dans D (L) : peu importe. Le théorème est éta-
bli.

Démontrons maintenant le petit résultat sur V dont nous nous sommes

servis : il s’agit des potentiels analogues aux potentiels de Riesz, et

mur théorie est absolument triviale.

j, 
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Nous désignons, pour par (p,~) le semi-groupe de convolution

stable d’ordre e sur E , i.e.

1/21
II lui correspond un semi-groupe sur E , Q~ ( 

et nous noterons R~ l’opérateur potentiel correspondant ( on a 

). Cet opérateur vaut +ce sur les constantes.

THEOREME 14. Si f appartient à R~ existe et appartient à ~, avec
(75) 

DEMONSTRATION. On écrit f=us.dBs. Alors d’après (20) 
où A~ = A est un. noyau borné, et on applique le

lemme 1.

REMARQUE. On peut montrer, d’après les’inégalités de Sobolev logarithmi-
ques", que les R~ améliorent très légèrement l’intégrabilité, appliquant
L~ dans voir l’exposé dans ce même volume, sur ce sujet.

Nous pouvons maintenant résoudre complètement la question posée au

paragraphe III, n°4, formule (33) : les espaces DP et KP de Stroock sont
identiques.

COROLLAIRE 15. Soit d’intégrale nulle. Alors on a

(76) 

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que Cf=VLf, et d’appliquer les

théorèmes 13 et 14.

En particulier, les inégalités si q(~)~l entraînent
que les V~ sont des opérateurs continus sur pour tout p, complétant
ainsi le théorème 9, a) - ils sont même continus sur Utilisant le

lemme 10, on voit alors que l’opérateur de multiplication par est

continu de dans L~, de dans L~ ( toujours pour lpoo) : pour
cela résulte des inégalités de Sobolev logarithmiques, la fonction

{~,.j étant une v.a. gaussienne, donc exponentiellement intégrable.

Comme en dimension finie, on a mieux : reprenons l’opérateur T de

la formule (70), et remarquons que T transforme les fonctions d’ordre

>1 en fonctions d’ordre ~2, avec VT = 

THEOREME 16. Soient ~ deux éléments de SM, avec q(~).~l, q(~)~l.
L’opérateur V-V- ( défini sur les polynômes trigonométriques ) est pro-

longeable à avec

où c dépend seulement de p.
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DEMONSTRATION. On peut supposer f d’intégrale nulle. Ecrivant f=Jlf+f’ ,
on constate que contrôle ((f’ (( D p (Z) que 0~0,~ a même valeur
sur f et sur f’. I1- suffit donc de traiter le cas où f est d’ordre

~2.~ 

D’après le théorème 13, les opérateurs VsV’ VnV, sont bornés de Zp
dans Lp0 , avec des normes dépendant seulement de p. Donc si f est une
fonction d’ordre >2, on a

T étant borné ( voir après (70)). Mais d’après (71) on a puis
VVT = R sur les fonctions d’ordre >2, soit

si f est d’ordre ~2

Remplaçant f par Lf, on obtient le résultat désiré.

6. Nous allons examiner maintenant quelles conséquences entraînent les
résultats précédents en dimension finie.

Nous nous bornons au cas où d=1. Nous allons nous intéresser seulement

à des v.a. sur E de la forme

(7S) f(x) = 

où f est une fonction sur mll. Remarquons que où

les a k forment un système orthonormal et la

loi image de  par l’application linéaire ({03B1k,.})k=1,...,n est la me-

sure  gaussienne standard sur Rn. Si f correspond à f par (78), Ptf cor-
respond à Ptf, où (Pt) est le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur Rn.
D’autre part, si nous prenons pour s-k+1 pour 

1 pour s>k, nous avons et l’application à f de l’opérateur

Vp correspond à l’application à f de l’opérateur de dérivée partielle

Dk- °
Abandonnons maintenant les lettres grasses, et représentons la fonc-

tion f ( ex f ) sur ~n, par son développement d’Hermite, supposé fini
pour simplifier
(78) f = Hk(f) où Hk(f) est un polynôme apparte-

- 

nant à la valeur propre -§ de L .
Nous supposons essentiellement ici que f est d’intégrale nulle, de sorte

que le développement commence à k=1.
Notre résultat sur les " potentiels de Riesz" va signifier ici

que les opérateurs RE, transformant f en

(80) fCe) = 
B 

appliquent V dans 
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Ensuite, le théorème ~.3 nous permet-d’introduire le système des
. transformées de Riesz" de f, c’est à dire des fonctions DiVf (V=Rl/2).
Si on les note pif, on a

c ne dépend pas de ladimension n )

Lorsque n=1, on peut expliciter pf : : écrivons f=03A3k~l akHk , où Hk est le
polynôme d’Hermite usuel de degré k. Alors 

-

Vf = et en dérivant et en tenant compte de la relation

DHk=kHk-l ( qui se voit aussitôt sur la fonction génératrice ) on trouve

pf = akHk-l. Cet opérateur est connu depuis longtemps ( voir

B. Muckenhoupt. Hermite conjugate expansions. TAMS 139,1969, 243-260 ).

REMARQUE. Le théorème 13 permet aussi d’établir des théorèmes de commu-

tateurs, en dimension infinie, et aussi en dimension finie comme on

vient de le voir. Voici ce que l’on obtient sans aucun mal ( mais qui
n’a peut être pas d’intérêt non plus ).

THEOREME 17 . Soient p et q deux exposants conjugués finis, et soient

f et g deux éléments de DP(L) et Rq(L) respectivement. Alors on a

(Z) 

DEMONSTRATION. Nous écrivons la différence au premier membre comme

fLg + r(f,g). Le premier terme se majore par dans L1 .
Le second se majore par auquel on applique l’inégalité
de Hôlder et les théorèmes 13 ( pour f) et ~5 ( pour g ).

7. RECHERCHE D’UN ESPACE DE FONCTIONS-TEST

Supposons que nous soyons en dimension finie, avec la mesure gaus-
sienne standard ~ , , et le laplacien d’Ornstein-Uhlenbeck correspondant
L. Définissons l’espace S(p.) comme l’ensemble des fonctions f telles

que ce qui revient à dire que toutes
les distributions Lnf ( au sens usuel ) sont ( donc f est
Cooau sens usuel ). Si l’on développe f suivant les espaces propres
de L : f = ~k fk avec la condition signifie
que la suite est à décroissance rapide. Soit 

alors et où H est

l’opérateur A-hlxl I ( oscillateur harmonique ).
La condition de décroissance rapide entraîne qu’en fait g appartient à
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l’espace S de Schwartz usuel, et l’or peut montrer ( en s’appuyant sur

des lemmes de Sobolev : voir B.Simon, Distributions and their Hermite

expansions, J. of Math. Physics 12, 1971, 140-147 ) que S(~,) estexactement l’ensemble d.es fonctions de la forme ge x 2/4, où g parcourt

l’espace S usuel. Noter n’est pas une algèbre : il contient

la fonction e|x|2/8 , mais non son carré.
Le probléme que nous voulons poser est celui du choix d’un. bon espa-

ce de « fonctions-test » en dimension infinie. Un choix naturel me

semble être le suivant :

DEFINITION. Sur l’espace du mouvement brownien, on notera T l’espace des
fonctions fefl DP(L) telles que Lfefl DP(L), L 2 fen DP(L)... 

-

P ’ p - P
Par exemple, si ~1,...,~n sont des « formes linéaires » sur ~~

( définies p.p. ) du type avec u 1 ,... ,uneZ2(~+,~a),
et si F est une fonction COO à croissance lente sur mn ( IDaFI est majoré
par un polynôme pour tout multiindice 03B1 ), alors F(03BE1,...,03BEn) appartient
à ~.

L’intérêt de cet espace vient du théorème suivant ( probablement .

connu des physiciens depuis les travaux de Nelson ).

THEOREME 18. Soit ( autrement dit, ~eZ2(~+,~d)). . Alors T est sta-
ble par l’opérateur de dérivation V03BE , et par l’opérateur M- de multi-
plication par la "forme linéaire" {,03C9}=~0 03BEs.dBs(03C9) .

DEMONSTRATION. Définissons l’espace comme l’espace des fonctions

f ~n fois dérivables dans Zp" : avec la norme

)n0 ~Lkf~Lp . Nous supposons ici p>2 , , donc Lf,...,Lnf se calculent au

moyen de multiplicateurs sur le développement de f suivant les

chaos de Wiener, et l’on a f=fo + comme R est borné de Z~
dans lui-même, on voit que la norme de peut être remplacée par

~ f Nous allons montrer que V- et Mp sont des opérateurs
bornés de dans Dp ( Zn-1 ), et cela suffira.

Approchant Lnf dans Zp par des fonctions ne dépendant que d’un nombre
fini de formes linéaires,(1)nous pouvons nous ramener au cas où f elle
même est fonction C°° d’un nombre fini de"formes linéaires~, parmi les-
quelles figure la fonction j= { ~, . ~ . Il n’y a aucune difficulté alors
à écrire des expressions telles que qui a priori n’ont pas de

sens : il s’agit en fait, par projection, d’opérateurs différentiels
ordinaires portant sur des fonctions C~ .

Démontrons le théorème pour n=1. Soit feDP(L). Alors Cf=VLfeLP ( th.

14 ), donc (th. 13). D’après le th. 9, incluant un multiple
1. Rappelans que la coordonnée Bit est la from linècire correspondant à 03BEjt = I[o,k] si j=i, osinon
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de ~ 
. 

dans une base orthonormale, on voit que Plus précisément,
que l’on a un opérateur borné de DP(L) dans Zp.

D’autre part, notons j la forme linéaire ~~,.~. D’après l’inégalité
de Sobolev logarithmique, établie ailleurs dans ce volume, on peut af-

firmer en fait que f appartient à l’espace d’Orlicz LplogpL , donc

appartient à LllogpL . Pour vérifier que c’est à dire

est intégrable, il suffit de vérifier que /j!p appartient
à l’espace d’Grlicz dual. Or il est classique ( voir par exemple Nobelis-

Nanopoulos, Sém. XII p. 573 et bas de la page 606 ) que ce dual est l’es-

pace d’Orlicz Autrement dit, il suffit de vérifier que pour

À assez grand ce qui a lieu en fait pour tout

Ici encore, il faudrait être plus précis et dire que Me est un opé-
rateur borné de DP(L) dans Zp.

On passe au cas général par récurrence sur n, que nous illustrerons

sur le cas n=2. Introduisons les opérateurs A~ == , B =0’ - .

Nous savons ( cf. la remarque après le lemme 11 ) que
[L,A03BE] = 1 2B03BE , [L,B03BE] = 1 2A03BE

Soit alors f, Lf, appartiennent à , donc 

BsLf appartiennent à è4P d’après le résultat précédent. Utjlisant les
commutateurs, on voit que ceux-ci appartiennent à B , donc aussi
LA.f, LBf , et en définitive A f, B f appartiennent à le résul-
tat cherché.

Maintenant, faisons une conjecture. Nous allons passer la fin de

cet exposé à en établir les premières étapes.

CONJECTURE. T est une algèbre.
Cela découlera de la conjecture plus précise suivante :

CONJECTURE. Si 1poo , alors 

DEMONSTRATION pour n=1. Nous pouvons supposer que f et g sont des poly-
nômes trigonométriques pour que tout ait un sens : le problème est de

majorer les normes dans Zp de fg et de L(fg). Pour fg, c’est Holder .
Pour L(fg), nous écrivons L(fg) = fLg+gLf+r(f,g) ; les deux premiers
termes marchent par Hôlder. Nous majorons le dernier

~0393(f ,g) ~Lp ~ ~0393(f,f)~L2p~0393(g,g) ~L2p
à une constante près, nous pouvons majorer par ~C~ = ( th.

13 et 14 ), et c’est terminé.

DEMONSTRATION pour n = 2 . Ici nous allons travailler dans le

cas où f=g ; le cas général s’en déduit par polarisation. Comme plus
haut, on peut supposer que f est un polynôme trigonométrique. Il
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s’agit de majorer les normes dans Zp de f2, L(f2), L2(f2) en fonction
des normes dans L2p de f, Lf, L2f . Pour les deux premières c’est déjà
fait. Pour la dernière, nous écrivons L2(f2)= L(L(f2))=L(2fLf+r(f,f)),
et le premier terme est déjà connu par la première étape. Reste le

dernier terme, Lr(f,f).
Pour cela, nous allons utiliser le théorème 9 : 

comme L est un opérateur fermé, il nous suffit de démontrern n

que ~ a une limite dans Nous écrivons ( indice n omis )
~ 

L(V~f ) = 2 V~f + 

Dans le premier terme, nous utilisons la commutation ~V-
pour transformer l’expression en

2 V~f + (V~f)~ + 
et nous sommons en n : le premier terme va nous donner 2r(f,Lf)eLP,
le second r(f,f)eLP. Le troisième est positif , et comme l’intégrale
du tout reste égale à 0, le troisième terme converge dans L1, et nous
pouvons écrire une formule que je trouve intéressante

(83) Lr(f,f) = 2r(f,Lf) + r(f,f)+ ~ r(V f,V.f)
n n n

qui donne des inégalités, aachant simplement que le dernier terme est

positif ( par exemple, en intégrant 
- E[r(f,f)]=-E[fLf], d’où 2E~(Zf)2~> -E[fLf]=E[(Cf)2], qui
est connue : elle exprime que la norme de V dans ~ est ~ ~ , qui se
voit sur les multiplicateurs d’Hermite ).

Les deux premiers termes à droite de (83) sont dans LP, avec des
normes bornées en fonction des normes de f, Lf, L2f dans Reste

donc le dernier terme.

Pour cela, il nous faut un lemme étendant les théorèmes 13 et 14

aux espaces de Hilbert, extension d’ailleurs tout à fait classique.
Soit A une application d’un Z_p dans un notons A l’extension

de A aux suites de fonctions : si f=(fn) est une suite d’éléments
de I~, A(f) est la suite (Afn). Alors si A est borné de Lp dans Zp ,
A est borné de Lp(l2) dans Lp’(l2), c.à.d.

~(03A3 (Afn)2)1/2~p ~c ~(03A3 f2n )1/2~p (1~p~ ) (1)
La démonstration est très simple : il suffit de raisonner sur des sui-

tes finies. Soit (en(t)) le système des fonctions de Rademacher ( jeu
de pile ou face : ) sur [0,1]. On écrit que A est borné de Zp dans I~

1. Ce résultat peut être précisé, avec une démonstration plus compli-
quée. Cf. Stein, Singular integrals... exercice 7.12 p. 115.
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pour la fonction ( somme finie ) n soit

on intègre en t, et on applique l’inégalité dé Khintchine. Plus généra-
lement, l’inégalité de Khintchine ( qui n’est qu’une inégalité de Burk-
holder ! ) s’applique dans un espace de Hilbert ?

l IIPdt - (L ~an~2)1/2 ( a 

et on voit que si A est lui même un opérateur f ~ (Akf)k borné de Lp
dans Zp(.~2), alors l’opérateur (f ) n ~--> (Akfn)k ,n est borné de Lp(,~~)
dans L~(~ 0J~ ) ( suites doubles de carré sommable )

Nous pouvons maintenant étendre le th. 13. Celui-ci peut s’énoncer
de la manière suivante : l’opérateur A qui à f d’intégrale nulle’asso-
cie la suite Vf) ou (’~~ k Rf) est borné de Lp dans I~p(k2). Donc

aussi 

n~ ~~p
Soit fe Dp(Z2) ; ; prenons Rf =V. f, soit fn = -LV, f =-VFLf - 1Q f
Nous obtenons 

~(03A3kn(~03BEk~03BEnf)2)1/2~p ~ c( ~ 0393(1 2f+Lf, 1 2f+Lf)  ~p
et la fonction à l’intérieur de 1/ jjp à gauche est exactement le dernier

terme de (83).

Il est clair que l’on a des majorations analogues pour 
etc. Ce qui m’arrête dans la démonstration, c’est 

plutôt la complexité combinatoire des calculs nécessaires pour se rédui-
re à cette forme, et ce volume XVI est déjà assez gros.
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