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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1980/81

NOTE SUR LES PROCESSUS D'ORNSTEIN-UHLENBECK
par P.A. Meyer

T1 s'agit ici du processus d'Ornstein-Uhlenbeck en dimension infinie,
introduit par Malliavin dans [1], étudié ensuite par Stroock [1], et par
D. Williams ( dans des notes non publiées ). Je trouve qu'il ne s'agit pas
13 d'un simple outil pour développer le << calcul de Malliavin >>, mais
d'un objet trds intéressant en lui méme pour les probabilistes, et je
vais chercher ici & en présenter les propriétés essentielles. Cette note
doit presque tout aux trois auteurs cités plus haut, mais j'ai essayé
dtaffranchir certains énoncés de Stroock de restrictions techniques,
sans importance pour 1l'application aux théordmes de Malliavin, mais peu
satisfaisantes en elles mémes.

I. MESURES GAUSSIENNES EN DIMENSION FINIE

1. Nous allons introduire des notations que nous conserverons intégra-

lement en dimension infinie. On désigne par E un espace vectoriel de
dimension finie, par E' son dual, par { , } 1la forme bilinéaire de dua-
1lité. Les éléments de E' sont désignés par des lettres grecques «,B,...
On se donne sur E une mesure gaussienne p centrée de covariance q :

¢) a(a,B) = [{e,x}{B,x}p(ax)
On connait alors la transformée de Fourier de p : écrivant a(e) pour
q(a,a) et ea(x) pour elia’xl

(2) fj,(a) = ]ea(x)p'(d_-x) = e“q(a)/2

, On a

On peut alors faire entrer p dans un semi-groupe de convolution de mesu-
res gaussiennes p,

»~ - 2
(3) ]J't(a) - e ta(a)/
La mesure By est image de p par l'homothétie de rapport JE « On peut

alors associer & p un semi-groupe de transition (nt)

€D L (x,£) = J£(x+y)p,(dy)
un laplacien A, générateur de ce semi-groupe, un opérateur carré du champ
I' ainsi défini, si f et g sont deux fonctions complexes

(5 I(f,g) = A(fg) - £Ag - gar (D)

1. Cet opérateur est le double de celui que nous avons considéré dans
des exposés antérieurs ( vol.X et XV ).
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et enfin, un mouvement brownien (Xt) & trajectoires continues, admet-
tant (Ht) comme semi-groupe de transition. Sauf mention du contraire,
nous le prendrons issu de O. Ce processus est stable d'ordre 2 ( le
processus cXt a méme loi que le processus Xczt e

Notons quelques formules que 1l'on retrouvera en dimension infinije.

(6) Htea = e“tq(a)/zeq 3 Aea = - %q(a)ea s r(ea’eﬁ)= q(a,&)ea_p .

2. Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck associé & p est la diffusion admet-
tant le générateur

LE(x) = AR(x) - 5 {af,,x}

3 interpréter ainsi : la différentielle de f en x est une forme linéai-
re sur E, que l'on applique au vecteur x lui méme. D'apres la méthode 4‘
Ito pour construire les diffusions, on cherchera & construire la diffu-
sion Yx, gouvernée par L et issue de x, comme solution de 1l'équation
différentielle stochastique ( dite équation de Langevin )
Y, =x - %étsts + X
Posant Yt=e_t/2
la solution explicite

Y, = e~ %% 4 e't/2/tes/2dX

= X
t 0 s

2y, on est ramené 3 une équation trés simple en Z, d'ou

Donc Yt est un processus gaussien non centré, avec
-t/2 -(s+t)/2, sAt
m = B[Y,J=e"%x | B[{a,Y_n_} (8,7, m,}]=q(e,)e (5¥0)/ 25Nt 1)

Mais alors, en comparant les covariances, on s'apergoik que le processus
gaussien
e—t/2

Y = X
D) £ (x+ et—l>

est identique en loi & (Yt)’ donc est aussi un processus de diffusion
gouverné par L. Il est encore plus simple de faire entrer x dans X en
laissant libre la v.a. XO, et de réaliser le processus 4'0-U comme

) T, = e TV%
e -1

J'ai trouvé cette construction extrémement simple du processus d'0-U

dans les notes de Williams, et elle nous servira constamment.

Utilisons la pour calculer le semi-groupe 4'Ornstein-Uhlenbeck

(8) P (x,) = BX[£o¥,] = E[£(e™"%x + JIoT X)]
Un calcul trés simple nous donne -t
Pt(x’ec) - e‘Q(a)(l-e )/2e

, ()
ae"t/z
Cela prend une forme beaucoup plus agréable si l'on introduit les fonc-

tions, proportionnelles aux €q
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ifa,e}+q(a)/2
» €y = ©

la formule précédente s'écrivant simplement

(10) P_bea = Sae_t/a
Prenons des @y (i=1l,...,n) orthonormés pour la forme quadratique q ,

et @ = Aje +...th @ 5 soit A le vecteur de composantes (Aq,«..,A )
dans BY, et § le vecteur de composantes ({al,x},...{an,xf) 3 alors

WAE +[A]%/2

sa(x) = e . 3i 1'on se rappelle la série génératrice des poly-
ndémes d'Hermite
Aeg=|Al2/2 _ . ,P1 Pn 1
e = L Ay e..AH (§1,...,§n)/pll...pn.

n Ply"‘rpn
et qu'on écrit (10), on obtient

(11) Pt(le,.'.’pn({al,.f,...,{an,.})) =

-t(p,+..+p,.)/2
= e U\P1 Py le,..,pn({al,.},..{an,.})

le cas particulier le plus important étant celui ou n=1 :[si g(a)=1]
-kt/2
(11) Pt(Hk°ia"}) = ¢€ / Hk°{d,.}

et donc, pour le générateur L N
(12) L(Hko{a,.}) = - EHKO{Q,.} .

3. Nous démontrons maintenant une propriété fondamentale du Semi-groupe
d'0-U : il est symétrique par rapport & la mesure p , autrement dit,

si £ et g sont deux fonctions boréliennes bornées, on a

(13) <f,P8 >, =< P.f,8 >y
I1 suffit de traiter le cas ol f=e, , g=ey . Posons aussi e %2y ,
VWi—e-t = & ( donc r®+s®z1 ). D'aprés (8), on a < f,P.8 >, =

E[f(H)g(rH+sK)] , ol H:XO et K=X1—XO sont indépendantes et de loi p .
I1 stagit de démontrer que ceci est symétrique en « et P ;3 or cela vaut
E[exp(i{e+rp,H}+i{sP,K})] = exp(- %(q(a+rﬁ)+q(sﬂ))), et q(a+rB)+q(sp)
= q(a)+2rq(a,B)+(r*+s®)q(B) est bien symétrique.

Une conséquence importante de (13) : prenant g=1l, on voit que la me-
sure p est invariante par le semi-groupe (Pt)

REMARQUE. La construction du processus d'0-U & partir du mouvement
brownien semble trés spéciale, alors qu'elle peut se rattacher & un prin-
cipe de symétrisation tréds général : soient f et g deux fonctions com-
plexes, combinaisons linéaires finies de caractéres e, 3 on vérifie

sans peine la formule 1
-< f,Lg >}J. = 5 / r(fsg)(x)p(dx)



Du c8té droit, en intégrant l'opérateur carré du champ du mouvement
brownien par rapport & une mesure positive, on obtient une forme bili-
néaire symétrique et positive. Du co0té gauche, on a la forme de Dirichlet
du processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Donc, de maniére formelle, la recette
pour la symétrisation par rapport 4 une mesure p est la suivante : in-
tégrer par rapport & p l'opérateur carré du champ ( défini sur le domai-
ne du générateur ), et examiner si la forme bilinéaire obtenue peut &tre
considérée comme une forme de Dirichlet d'un semi-groupe symétrique.

4, Soit h une application linéaire de E dans un espace de dimension
finie E, et soit 1 la mesure gaussienne image h(u). Nous pouvons

associer 4 & un semi-groupe de convolution (Et), un semi-groupe brownien

(i), un semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck (T’t), un générateur d'0-U L.

I1 est d'abord clair que Et est la mesure image h(p,t : en effet,
B est image de p par l'homothétie de rapport vt , et h est linéaire.
I1 en résulte sans peine que, si f est une fonction bornée sur E

(ﬁtf) oh= ﬂt(foh) . (f’tf)oh = P (foh) ( cf. (8))

En particulier, si f appartient au domaine de T , Toh appartient au
domaine de L, et (If)oh=L(foh) . D'autre part, le processus (hoX,) est
un processus & accroissements indépendants & valeurs dans E, et on voit
aussitdt que c'est un mouvement brownien associé & p . Il en résulte
que si Y est un processus 4'0-U 2 valeurs dans E, issu de xeE, le pro-
cessus (hoYt) est un processus 4'0-U & valeurs dans E, issu de h(x).
Cela se voit sur (7') de maniere évidente.

II. EXTENSION A LA DIMENSION INFINIE

1. Toute la suite sera consacrée & un processus trds concret, mais dé-

roulons/quelques plates généralités. Soit E un e.v.t. localement con-
vexe, soit E' un sous-espace du dual de E, séparant E ( la forme bili-
néaire de dualité notée { , } comme plus haut).Il sera bon de supposer
que E est polonais : alors les formes {«,.}, «eE', engendrent la tribu
borélienne de E. Considérons une mesure gaussienne p sur E § nous pouvons
plonger p dans un semi-groupe de mesures gaussiennes ( By est l'image de
p par l'homothétie de rapport JE )ff&a forme quadratique q sur E', les
fonctions e, et e, , les semi-groupes (Ht) et (Pt)’ vérifier les formules
(10), (11). (12),(13) ( symétrie de (Pt) par rapport & ¢ ). Enfin, la
propriété I.4 s'étend sans difficulté & une application linéaire h de
E dans un espace vectoriel E ( il n'est pas nécessaire que E soit de
dimension finie, ni que h soit continue : borélienne suffit ). Tout cela
est évident.

Les théorémes usuels de construction de processus de Markov permettent
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de construire le << mouvement brownien >> (Xt)’ et le processus (Yt)
défini par (7') est alors un << processus d'Ornstein-Uhlenbeck >>, mais
nous ne chercherons pas & établir qu'il en existe des versions & tra-
jectoires continues - dans le cas concret que nous allons étudier, ce
sera vrai parce que "bien connu" . Le cas général est afi a Gross pour les
Banach ( J. Funct. Anal. 1, 1967 ), étendu par L. Schwartz (Ann. Inst.
Fourier 27-3, 1977, p. 274) et H. Sato (1980) aux e«.Veto.lecCe.

2. Nous prenons désormais comme espace d'états E 1l'espace de toutes les
applications continues w de R+ dans Rd, nulles en O. La coordonnée
d'indice s sur cet espace sera notée w(s):Bs(w). La topologie sur E
sera la topologie ( polonaise ) de la convergence compacte 3 la tribu
borélienne E° est engendrée par les coordonnées Bs , et 1'on a sur E
une filtration naturelle £§=£(Br»r§S)'
Nous munissons E d'une mesure gaussienne p, la mesure de Wiener, pour

laquelle le processus (BS) est le mouvement brownien standard des pro-
babilistes, issu de O ( la normalisation signifie que le générateur
est 4/2, ou que B;Bg—élas est une martingale ).

I1 nous faut aussi définir l'espace E', et la forme bilinéaire de
dualité { , } : nous prendrons pour E' un espace assez petit, celui des
applications « de B, dans Rd, 3 variation finie et 2 support compact,
avec {a,w} = -/ws.da;"( le . représente un produit scalaire dans B~ :
cette intégrale est donc une somme de d intégrales relatives aux com-
posantes ). Comme w est nulle en O, « nulle a 1'infini, on peut aussi
écrire cela comme une intégrale stochastique élémentaire

(14) {a,w} =/ as-st(w)
et il est clair alors que la forme q(«,B) sur E' est donnée par
(15) a(a,B) = Ja B ds

Parmi les fonctions « figurent des fonctions a variation finie purement
atomiques, et les caractéres €y correspondants sont du type
S

))
n-1
I1 en résulte en particulier que les caractéres ey correspondant aux «

3 support dans [0,s] suffisent & engendrer E; .

exp[i(ul-le+ u2-(BS2—BSl)+...+un-(Bsn—B

Pour 1'instant, nous n'avons décrit que l'espace d'états. Maintenant

il faut construire un mouvement brownien & valeurs dans cet espace, i.e.
sur un espace probabilisé (0,G,P) un processus gaussien (Xt)’ 3 accrois-
sements indépendants et homogénes, 3 valeurs dans E, tel que la loi de

1. La notation / sans indication de bornes désigne une intégrale de O
3 +00 , la notation ft une intégrale de 0 & t . '
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X1 soit p . Et pour cela nous considérons un drap brownien (Xst), inde-

xé par BT, nul sur les axes, a trajectoires continues, et nous posons

+’
X (weE = (s X (0) )

et ce processus 4 valeurs dans E satisfait 2 toutes les conditions exi-

gées, et ses trajectoires sont continues. Le processus d'Ornstein-Uhlen-

beck issu de x ( xeE est une trajectoire ) vaut alors
Y (0) = (x4 x . (W)
e -1

3. Cette section constitue une petite digression, destinée & faire com-
prendre les profondes différences entre les mouvements browniens en
dimension finie et infinie, et les raisons pour lesquelles, en dimension
infinie, le processus d'0-U est plus important que le mouvement brownien.
I1 y en a une premidre, évidente, c'est que le mouvement brownien en
dimension infinie n'a plus de << mesure de Lebesgue >> invariante. Mais
surtout, alors qu'en dimension finie les mesures By sont toutes équivalen-—
tes pour t>0, en dimension infinie elles sont deux & deux étrangdres.
De manidre précise, désignons par Wt l'ensemble des weE possédant la
propriété suivante :

pour tout s dyadique, Zk O (Btm (w)- tm(w))(B (w)-B%m(w)) —61dgt
k+1 k k

pour 1 < 3 <d

ol 1l'on a posé izskZ"m. Alors un théoréme céldbre de P.Lévy affirme
que Wt porte B et il est clair que les Wt sont deux & deux disjoints,

que Wt est 1l'image de W:W1 par l'homothétie de rapport % . Comme le
suggdre McKean ( Geometry of differential space, Ann. Prob. 1, 1973 ),
on doit imaginer Wt comme la << sphdre >> de rayon 4T dans E, et By
comme la << répartition uniforme >> sur cette sphldre.

On peut préciser cela encore davantage(l). Revenons au cas de la
dimension finie n, et considérons un processus de Markov produit (Rt,Y ),
ol (R ) est un processus de Bessel de " dimension" n , et (Y ) est un
mouvement brownien sphérique standard a valeurs dans st -1 3 ce processus
est 3 valeurs dansiR x8™~ l, et si la mesure initiale ne charge pas
O} xs™~ 1, nous pouvons définir le processus & valeurs dans R

(16) X, =Ry Y[t

as/R:

o
qui est un mouvement brownien dans R". Ici faisons la méme chose, en
prenant pour (Yt) le processus d'Ornstein-Uhlenbeck, et pour (Rt) le
<< processus de Bessel de dimension infinie >>, i.e. le processus

1. Les questions qui suivent sont traitées de manidre plus approfondie
par Y.Hasegawa, Proc. Japan Acad. 58, 1980.
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déterministe & valeurs dans]R+
_ 1/2
Boyt = (R§+t)

t
Prenons par exemple Ry=1 3 alors / ds/Ri = log(l+t), et en prenant
t:eu—l, la formule (16) s'écrit

X = e Y
e’-1 u

ctest & dire (7'). Autrement dit, le processus d'Ornstein-Uhlenbeck
s'interprdte comme le << mouvement brownien en dimension infinie sur la
sphdre W >> , tandis que la << partie radiale >> du mouvement brownien
X est déterministe en dimension infinie.

REMARQUE. La mesure p étant invariante pour le semi-groupe (I%), et
portée par W, on a P“th¢W}=O pour tout t fixé, mais on ignore si W
est un véritable espace d'états pour le processus d'Ornstein-Uhlenbeck,
. . . . RN C))

i.e. si le complémentaire de W est p-polaire.

5. Nous abordons maintenant, en suivant Stroock, les questions vraiment
importantes, celles qui ne dépendent pas uniquement du caractére gaus-
sien de la mesure p, mais du fait qu'il s'agit vraiment de la mesure de
Wiener. Il s'agit de savoir comment le semi-groupe (Pt> opére sur les
variables aléatoires définies comme intégrales stochastiques browniennes

£(w) = [ ug(w)-aB (w)
. avolewas dars RE
ol (us) est un processus prévisible par rapport 2 (Es)é Une telle v.a.
est en réalité une classe pour p, mais comme p est invariante par le
semi-groupe, la classe I%f sera bien définie sous réserve d'intégrabilité.

Nous commengons par définir sans ambiguité Ptf , comme P%(f+)-Pt(f')
avec la convention - =0 . On vérifie que la classe de Ptf ne dépend
que de la classe de £ ( cf. ci-dessus ), et que si f est E;-mesurable,

il en est de méme de Ptf ( par classes monotones on se raméne au cas oll
f est bornée, puis ol f:ea ou e, , aeBE' étant & support dans [O,u] 3 on

a alors Pteaz € _g/2 0 d'od le résultat désiré ). Un nouveau raisonne-
e

ment par classes monotones, 3 partir du cas des processus prévisibles
étagés, montrera que
7) si (us) est un processus prévisible, le processus (Ptus)s
est prévisible
Nous démontrons ensuite un lemme, utile dans la manipulation d'intégra-
b
les stochastiques.
LEMME 1. Soit (us) un processus mesurable & valeurs dans Rd. On a pour

1<p<oo
(18) (/1B 12480 2] < pLC [lu ] %as)P’?]

1. Cela vient d'&tre établi par D. Williams.
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( Nous écrivons u et non pas E , pour éviter des confusions possibles
avec la loi du processus 4'0-U ).
DEMONSTRATION. Pour p>2, on remarque que Pt diminue la norme dans Ep/z(p)
( c'est vrai pour tout noyau sousmarkovien N tel que ulN<p ). Donc
235yP/2 2, .\p/2 -
n((B (/] lugl%as)P <) < u((/]ug]as)?’#)
aprés quoi on utilise 1l'inégalité lPtuslzs Pt(lus|2>' Pour 1<p<? on
utilise un argument de ?ual}té : o
- 2 241 1
u{ (/| Bpugl as)P=1+/P = sup, u[/ Piug-h ds ]
h parcourant l'ensemble des processus mesurables bornés tels que
2..41/2
IC/Ingl2as) /2y
I(w)

(Pt) par rapport & u pour écrire u

<l ( 1/p+1/q=1 ). On utilise alors la symétrie de

Pths au lieu de P%us.hs, et on

écrit °
[u[fug+Phds]| g p/flugl%as)® 23 Pufq B0 | 2as)¥/231/0

et on applique & la dernidre intégrale le résultat précédent, puisque

g>2 ( le cas g=00 exige une discussion spéciale ). Cette démonstration

est empruntée & Stein.

Le théor2me suivant est le plus important de cette section.
THEOREME 2. Soit f une v.a. définie comme intégrale stochasfique
(19) f=/ us-st
Si f appartient 3 l'espace gl, alors Ptf appartient 3 1l'espace gl et

1l'on a

_ ~t/2 (2)
(20) ”P%f”Hl 5 ”f”Hl ’ Ptf— € f PtuS-st .

DEMONSTRATION, Nous utilisons sur H' 1a norme quadratique : ||£] 1=
uK/luS|2ds)1/2]. Alors la premi2re relation (20) a dé&jd été B
&ablie, et pour établir la seconde il suffit de raisonner sur un ensem-
ble de variables aléatoires f total dans gl. Nous prendrons f de la

forme (19), avec
— o _ 2 []
ug= hI]r,r'](S) (n Er mesurable bornée, r<r'<m )

et alors f= h.(B _Br)’ Nous allons montrer que

r'
(21) nt(x,f) = Ht(x,h)-(Br.(x)-Br(x))
et (20) en résultera, car P&(x,f):ﬂ _t(e_t/ex,f) ( ecfe (7)). Pour

1-e
prouver (21), nous utilisons le drap brownien (Xst) de IT.2 ; on a

1. On ne restreint pas la généralité en vérifiant (18) pour un processus
u_) borné et nul pour s>s, . Les intégrales écrites ont alors cer-
ta¥nement un sens. a

2. Pour appliquer E & une variable aléatoire 3 valeurs dans R, on
1'applique coord%nnée par coordonnée.
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thx.t’ donc f(x+Xt)= h(X+Xt)'(Br'(x)'Br(x)+Xr't"Xrt)' et en prenant
1l'espérance, comme h est E;—mesurable, Xr't—Xrt disparalt, et il reste
simplement ﬂt(x,h)-(Br,(x)-Br(x)). i

REMARQUES. a) Dans la formule (19), prendre une espérance conditionnelle
par rapport & E; ( pour p ) revient & remplacer ug par uSI ser) Donc
il résulte de (20) que I% commute aux espérances conditionneIles brow-
niennes. Ou encore, si (Ms) est une martingale , (PtMs)s en est une

aussi. On vérifie aisément ( d'abord dans la classe Hl par convergence

dominée, puis par passage & la limite grfice 3 1'inégalité de Doob ) que
si (Ms) est continue , (PtMs)s est également continue, sans avoir 3 en
reprendre une modification.

I1 y a sans doutéoune démonstration plus élémentaire de la
commutation de P, avec les espérances conditionnelles, car nous
avons utilisé la’propriété de représentation prévisibie.du mou-
vement brownien ! Je me demande si le processus (P%MS)S " est
continu en ses deux paramdtres. ’

b) Puisque (Pt) opére sur El, par dualité et symétrie il opére sur BMO.

¢) Remarque importante pour la suite : tout ce que nous avons fait pour
le semi-groupe (Pt) peut se faire pour sa résolvante (Rk)k>0 , et la
formule (20) prend la forme

(21)  si feH', on a R,f = R,(Ju.dB) = / R +aB

A+1/2us
Remarquons que toute fonction f, appartenant 3 El et d'intégrale nulle

par rapport & p, admet une représentation (19) et une seule. Lorsque
A>0, R,f converge dans El vers

(22) Rf = [ Ry /ou +dBy

et nous avons un splendide opérateur potentiel récurrent, défini sur les
fonctions de El d'intégrale nulle, continu pour toutes les normes gp-et
pour la norme de BMO. En revanche, j'ignore s'il peut étre prolongé aux
fonctions de L' a'intégrale mulle.

ITIT. QUESTIONS DE DOMAINES

1. Nous faisons maintenant reparaitre le processus (Yt) et sa loi IM,
qui avaient disparu depuis un moment, et la filtration naturelle

complétée (gt) du processus (Yt)’ qui satisfait aux conditions habituel-

les. Nous démontrons :

LEMME 3 . Toute martingale locale cadlag. (Mt) de la filtration (gt)

est continue, et les mesures d<M,M>t sont absolument continues par rap-

port & dt ( nous normalisons le crochet par la condition <M,M>O=O ).

DEMONSTRATION. Il nous suffira de prouver ces résultats pour une martin-

gale uniformément intégrable Mtzjﬁ[Mlgt], ol M parcourt un ensemble
) En ek, cela. pesk sevoby auisi pan ta deomposition de L2 enchass deWienex (Hida p. 149).
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total de EI(IM). Soit h une application de E dans E:Rn, de la forme
h(x)=({e),x},...,{e ,x}), avec @;,...,® eE', et soient p=h(n), T,=
=h°Yt’ et gt la filtration naturelle de Y, augmentée des ensembles de
mesure nulle. Reprenons le raisonnement du n® I.4 : il nous montre en
fait que le processus (Tt) est un processus de Markov admettant (Ft)
comme semi-groupe de transition, par rapport & la filtration (gt). Par
conséquent, si M est une v.a. ga)—mesurable et intégrable, on a

M, = EBM|G] =EM|G.] = M, D.s.

( raisonner par classes monotones & partir du cas ol M est de la forme
fo oY, e..f 0 ). Mais (¥,) est une excellente diffusion, et il est
1 tl k tk t ’

classique que (Mt) est continue, et d<M,M'>t=d[M,M]t est absolument conti-
nue par rapport 3 dt 3 d'oll la m&me chose pour (Mt)‘ On conclut en re-
marquant que les v.a. M du type précédent, lorsque h varie, forment un
ensemble total dans 21(1#).

2. Soient f et é deux classes pour 1'égalité p-p.p. ( tréds vite nous

.confondrons fonctions et classes, mais pour l'instant la distinction
doit &tre soulignée ) . Nous disons que fego(L) et Lf:é s'il existe des
représentants f,g de ces deux classes tels que

1) Le processus (f°Yt) estIPp-indistinguable d'une semimartingale
cddlag. ( en fait, continue d'aprds 3) plus bas ).
2) Le processus /T |glosts est ( P*-p.s.) & valeurs finies (t<o ).

t
3) Le processus Cg = ont -/ gosts est uneZPp—martingale locale.

On remarquera que la fonction g peut &tre choisie arbitrairement dans
la classe é , mais que f est déterminée par la condition 1) 3 un ensemble
u-polaire préds : nous dirons que f est un représentant précisé de f, et

nous choisirons toujours un tel représentant, sans mention speciale. Mais
notre définition se préte bien & 1l'itération : on dit que fe_2 si fego

et L£eDC, et on définit L2F=L(Lf), etc.

Rappelons rapidement la démonstration d'un théordme fondamental de
Kunita et Watanabe :

THEOREME 4. D (L) est une algdbre.
DEMONSTRATION. Soit feDO(L), soit Mt‘ct , 8=Lf et A _f goY ds . D'apréds
le théoréme de Motoo et le lemme 3, la fonctlonnelle addltlve absolument

continue d<M,M>t peut s'écrire h(Yt)dt, h étant une fonction positive.

( voir le sém. V, p. 231, la trd3s jolie démonstration de Getoor ). D'au-
tre part, (f oYt) est une semimartingale continue, donc admet une décom-
position canonique f oYt_Nt+Bt , ol N est une martingale locale, B un
processus prévisible & variation finie nul en O. Notons ~ 1l'égalité modulo
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les martingales locales. En élevant au carré ia relation f°Yt=Mt+At’ on a
2 2 a2
a(t oYt) = th + 2MtdAt+2Atht+2AtdAt = th+2f°YtdAt+2Atht
~ A, M> +2F0Y, AA, = (h+2fg)o¥ db

Mais on a aussi d(font) ~ dBt . L'unicité de la décomposition canonique
entraine que dBtz(h+2fg)oYtdt : cela signifie que f?eQO(L) et L(f2) =
=h+2fLf p-p.p.. Cela entraine le théordme.

Comme dans la formule (5), nous définirons alors l'gperateur carré
du champ sur DoxDo par la formule

(23) I(u,v) = L(uv) —uLv-vIu p-p.p. (u,vego)
et nous pouvons écrire
< ¢t o>y = /tr(u,v)oYs ds

avec /t|r(u,v)|osts < ® pes. pour t fini. On remarquera que ce crochet
est aussi celui des semimartingales uoY, voY. C'est sans doute pourquoi
Stroock note <u,v> pour I'(u,v).

Comme I'(f,f) est positive pour toute fonction fego ( g~p.p.), on
démontre trés aisément 1l'<<inégalité de Schwarz >>

(24) IT(w,v)| < Mw,w2r(v,m2 pp.p. .

Une application trés simple de la formule d'Ito donne alors

THEOREME 5. Soient fl,...,fn des fonctions appartenant & DO(L), h une

fonctlon de classe C° sur B®. Alors la fonction f= =h(fy,...,f ) appartient
a D (L), et 1'on a

_ 1
(25) If = B Dih(fy,...,f )If; + 535 Dy gh(Ey,eee B I(E,,E
et, pour toute fonction geQO(L)
(26) I(f,g) = £; Dih(fy,...,f )T(£;,8) -
3. A cbté de QO(L), nous aurons besoin des générateurs classiques : (Pt)

induit un semi-groupe fortement continu sur tous les espaces Lp(u)
(l<p<o ), et nous pouvons définir de manidre classique le domaine Dp(L)
du générateur sur Lp(p) Introduisant la résolvante (R ) (A>0), nous
avons les résultats classiques

t
(27)  £eD® et If=g <=> felP,gel® et P f-f = / P_gds u-p.p..
<=> feLP,gel’ et pour un A>0 ( tout ASO ) £=R A(AT-g) .
(28) Dp(L) est un espace de Banach pour la norme Hf” _HfH p+HDf“ D
L L

( pour p=2, on prendra plutdt (”i”2+HLfH2 172 , pour avoir un espace de
Hilbert). Une conséquence intéressante de (271) : p étant invariante,
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on a
(29) p(It)=0 pour tout feD (L) .

Quelles sont les relations entre ces espaces ? Tout d'abord, on a
£eDP et Lf=g <=> feD', If=g , et f,gelP

( c'est clair sur (27)). Ensulte, si feD (L) et Lf=g, alors on a aus31
feQO(L) et Lf=g au sens de D (L) : en effet, le precessus folX —/ goY ds

est une martingale d'aprds (27), il faut seulement choisir un représen-
tant de f qui la rende continue, et ce représentant sera RA((Aﬁrgg*) -
RA((Aﬂ,—go)_) avec la convention oo-ow =0, f, et g, étant deux représen-
tants arbitrairement choisis des classes f et g.

Inversement, supposons feQO(L) et Lf=g : & quelle condition peut
on affirmer que feD (L) ? Une—condition nécessaire est fegl, gegl, mais
Jje suis certain quTelle n'est pas suffisante. On obtient une condition
nécessaire et suffisante ( peu maniable ) en ajoutant l'existence d'une
fonction positive h et d'un A>0, tels que RAh soit fini p-p.p. et majore
[£f] ( la condition est suffisante, car la martingale locale C~ est majorée
en valeur absolue par Rkh°Yt+/ |goYs|ds, qui appartient & la classe (D)
sur tout intervalle fini ; elle est nécessaire, car |f|§RA(A|f|+|g|) )

Voici deux exemples qui marqueront bien la différence entre QO et
DP .

a) Dans le cas du mouvement brownien dans Rn, le potentiel f d'une
mesure positive portée par un ensemble polaire appartient & QO, avec Lf=0,
mais Cf n'est pas une vraie martingale, donc f¢21.

b) Si deux fonctions f et g sont telles que Rh(klfl+lg|) soit finie
W-p.P., €t que f=RA(Af—g) ( sans hypothdse d'intégrabilité ), alors on a
feg et Lf=g ( C° est une vraie martingale pour toute loi I’X, ol x
est tel que Rh(x,hlf|+|gl)<m). ’

4. Cette section est une digression, introduisant un probl2me dont nous
nous occuperons pendant tout le paragraphe IV : existe t'il des iné-
galités contrblant la norme de I'(f,f) dans LP?

Par exemple, en théorie classique du mouvement brownien dans
Bn |, si f est une bonne fonction, et si 1l'on pose &f=g, Dkf=h,
on a entre les transformées de Fourier de f,g,h

B(w) = dufw) = Gu/[uld(ul/1+]ul®) (4] ul2)E )

On montre que |u|/1+|u|2 est transformée de Fourier d'une me-
sure bornée O. Donc

Dkf =,Rk(9x(f—g)) ol R, est une transformée de Riesz,
donc Dy est un opérateur borné sur QP (l<p<o ), ce qui entratne

Examinons ce que 1l'on peut dire sans éfude approfondie.
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1) Soient f et g deux éléments de QP et Qq respectivement, oll p et g
sont conjugués et tous deux finis. D'aprés 1l'inégalité de Kunita-Watanabe
on a
Bl /*a<ct, 085 1] < e BL|0TIPIVP m( |c§|9)1/9
soit encore, la mesure p étant invariante

1
(30) p(IT(E,8)]) < cp“fHDpHgﬂDq

La fonction fg appartient.é 21 , L(fg)= fLg+glf+I'(f,g) aussi, et-enfin

sup |fgoYt| <(sup |ont|)(sup lgoYt) est intégrable d'aprés l'inéga-
t<1 -

1ité de Doob. Donc en fait fgegl, et on a d'apres (30)

7"
(31) Il s s oyl plel g

Remarquons aussi que JL(fg)p=0 (29), donc

(32) u(r(f’g)) = ‘d,Lg>p"<€’Lf>p' = ‘2<f9Lg>

(on a utilisé la symétrie), que l'on rapprochera de la remarque du n°I.3.

2) Soit fegp, avec l<p<? j; d'aprés les inégalités de Burkholder, nous

t ~f_p/2 p
hid . D'aut t
avons E[<C™,C >{ 1< cP” ”DP autre par

<.cf,cf>{’/2 = (flr(f,fSosts)p/2§ /1r(f,f)P/2osts

donc

(33) WTTE, )l pour 1<p<2

< f
< ol g
Malheureusement, cela ne dit rien pour p>2, qui est le cas intéressant.
Pour p=w , on peut dire quelque chose, d'apparemment inutile : fixons
>0, et soit fegl telle que f et RA(ILfI) appartiennent & L® ( cette

condition ne dépend pas de A ) 3 alors Rh(r(f,f)) appartieﬂt 3 ;a).

3) Le moyen qu'utilise Stroock pour tourner ces difficultés consiste &
introduire 1l'espace gp des fonctions fegp telles que JI'(f, e gp ( en
fait, son exposant p est toujours >2, et il note cet espace §p/ ). Nous

té@cherons de nous en passer dans la suite.

pour le << calcul de Malliavin>>
5. Nous arrivons maintenant aux résultats impartants : il s'agit de

savoir comment L ( puis T dans la section suivante ) opdrent sur les

intégrales stochastiques browniennes.(‘n

Nos notations damns toute la fin du paragraphe seront les suivantes :
nous avons deux variables aléatoires
(34) f =1/ us.st , g = ]hsds

ou (us) est un processus prévisible 3 valeurs dans Rd, (hs) un processus

prévisible réel ( la prévisibilité de h ne servira pas dans ce paragraphe).
4. Ce \mwgmp&e peat Ebre omis poun Lobord des théorémes A’aﬂigmh sinquaé.u A3 ex A4,
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D'aprds le théoréme de dérivation de Mokobodzki, pour toute fonction
ate, (Pta—a)/t converge p-p.s. vers Lf. Nous conviendrons donc de défi-
nir le processus prévisible (th) comme 1iminft (Ptus—us)/t .

THEOREME 6. 1) Supposons que pour presque tout s on ait usegl, h 621,

S
avec

(35.8))  (/ lugl®+|Tuy[)as)2e L1, (35.5)) /(|ng|+|1n |)as e Lt
( en particulier, feH™ ) . Alors on a feD", geD", et

(36) Lf = / (Tug- $u).dB, , Ig = [Thds
( en particulier, Lfegl )e

2) Inversement, supposons que f appartienne & Ql, so0it d'intégrale nulle,

et que f et Lf appartiennent 3 EI. Alors dans l'unique représentation de

f comme intégrale stochastigue,_fzjus.st , on peut affirmer que usegi
pour presque tout s et que (35.a)) est satisfaite, et donc Lf est donnée
par (36).

DEMONSTRATION. Le cas de g est & peu prés trivial : on a d'aprds (35.b))
geLl , posons m:thSdselg1 3 une application immédiate du théoréme de
Fubini montre que Ptg—gzj Psmds, donc gegl et Lg=m.

Pour étudier f, nous posons n = /(Lus- %us)-stegl. Nous avons
dtaprds (21)
1

R)\f =/R .st Rn=/R (Lus— ?us)'st

A+1/2%s A A+1/2

et donc R,(Af-n)= / R ; »((A+ F)ug-Tu )+dB, = [u_.dB=f .

Passons & 2). Puisque fegl, / fu=0 , nous pouvons écrire f sous
la forme fug-dB , avec (/Ius|2d8)1/23L1 - ce qui entraine /tu(lusl)ds
- 0

o s 1
<o pour t fini, donc u_eL~ pour presque tout s. De méme, nous pouvons
S = .
écrire Lf = /vs.st , avec les mémes propriétés. Comme nous avons

f:RA(hf—Lf), la formule (21) nous donne f=/R 2()\us—vs)-st, et 1l'uni-~

A+1l/
cité de la représentation prévisible entraine uszRA+1/2(Aus-vs) pour
presque tout s, donc aussi usegl, vs=LuS— %us.

REMARQUE. Soit feD', et soit If=/ v_-dB_eH'. Posons £1=-RLE=—/R, 5V +dB,
(22), qui apparti;nt -4 I__Ilﬂlgl avec LE':/VSTst=Lf . La fonction f-f' ap-~
partient & 21 avec L(f-f')=0, donc elle est invariante par le semi-groupe
et intégrable, et le théordme ergodique entralne qu'elle est constante.
autrement dit, fte et Lfeﬂl entraine f=p(f)-RLf e ﬂl « On en déduit
pour p>l B - -

si£eD', 2] 5 < SSUTCIRI = )
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6. Nous allons dans cette section calculer ( avec les notations (34))
les quantités I(f,f), I'(g,g), I'(f,g). Nous renforcerons les hypothé-
ses (35) en supposant

(37.2)) [(liug > +hLu e a)ds <o, (37.0)) /(g o+ Iy H J)ds < o

en particulier, f et g appartlennent a D2. Nous 1ntrodu1rons les deux
processus
=15 . _ ¢S
fs_/ u, dBr y Bg = /T h dr
D'aprds les calculs faits précédemment, [f ]| 2 et Hg H 2 sont bornés.

. _ 1
Si 1'on pose v =Lu - 5u k,=Lh  , on a

S 9,
(38) £ = u(f) - %le/zvsds , &= /u(h,)ds - /Rk ds .

FORMULE POUR I'(g,g). On a
(39 I'(g,g) = 2/ r(gsyhs)ds
DEMONSTRATION. Nous écrivons d'abord les formules d'intégration par
parties classiques
=/ 2g hds , 2glg = / 2(h Lg +g Thg)ds
Ensuite, nous calculons L(gz) par application de la formule (36). Pour
cela, il nous faut vérifier que
1

/lgpglds e L™, [(lgIng|+|n g |+|T(gg,n )| )ds e L
A gauche, nous majorons par ( supslgsl)(/lhslds), produit de deux é1é-
ments de L”. A droite, les deux premiers termes se traitent de méme.

1

Quant au dernier, on écrit p(lr(g sh ) g c”gsH slhgll 2 3 le premier fac-
teur est borné, le second 1ntegrab1e en s . D

Dans ces condltlons, on a L(g )= /2(g Lh +h gL +r(gs,h ))ds, et on
a (39) en formant L(g )=-2glg .

FORMULE POUR I'(f,f). On a
(40) I(£,£) = [ 2I(f ,u,)dB, + [(Ju |2+r(ul,u ))ds

. P 2 _ i i
od I'(ul,u;) est une notation abrégée pour Iusl -2u -Lug = Z; I'(ug,uy)
- le ' désigne la transposition des matrices.
La justification sera beaucoup plus délicate que ci-dessus. On commence
par écrire les formules banales d'intégration par parties
2 2
(41) £o=2/f df +[d<f,f>_ = f2fsus.st + ]|us| ds
2fLf = 2/(fsd(Li‘)S+Ldei‘s+d<f,Lf>s) =
1 .
2](fs(Lus— Zus)'st + Lf u -dB_ + us-(Lu

;- Biges )

Maintenant, appliquons formellement (36) & (41) pour calculer L(fz)
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LE? = 2/ (L(£ u )~ HE.u )+dB, + [Llus|2ds
et formons L(fz)—2fo, nous obtenons (40). Tout revient donc 3 justi-
fier ce calcul formel. Remarquons qu'il n'y a aucune difficulté quant au
terme /luslads, les hypothd&ses (35.b)) étant satisfaites. La difficulté
tient donc & 1l'intégrale stochastique

¢ = f fsus.st 9

pour, laquelle il faut vérifier les hypothdses (35.a)). Nous commengons

par le cas simple od f= - f R1/2vs'st , (vs) étant un processus prévi-
sible 3 valeurs dans rd du type

2, v, = Z a.l (s)
() s 1 I‘1’r1+1]

chaque ay étant une v.a. & valeurs dans Bd, dont chaque composante est
un polynome ( de degré au plus n ) en un nombre fini de formes linéai-
res {aik,.] , les a. keE' ayant leur support dans [O,r;]. Il résulte de
(11) que Ptvs est du méme type, et u :—R1/2V aussi. Sur 1'intervalle

Iry,ry,9] on peut donc ecrlri
foug = b+ c (Bl-Bl)
ol bl et ci sont des polyndmes. On a alors, d'aprds un cas particulier
trivial de (36)
iy i i 1.iy/nl al
L(fsus) = Ib+ (Le - 3¢ )(BS—Br)
et comme Lcl, cl, Ib! sont des polyndmes, donc appartiennent & tout QP,
on voit que ”L(fsus)HZ est une fonction bornée & support compact sur E+.
Dans ce cas l'hypoth&se (35.a)) est satisfaite, et la formule (40) aussi.
Nous remarquons maintenant que l'espace des fonctions f d'intégrale
nulle, appartenant 3 22, pour lesquelles (40) a lieu est fermé. Soient
_en effet des £% appartenant & cet espace, et convergeant dans 92 vers
P n 23
f 3 nous écrivons ILf"= /vg-st y Lf=[v+dB, , od [p(]vg-v |T)as — O,
— n' —3 . n—'— o 3
et nous avons fn_fus st , f-/us st avec ug= Rl/avg y Ug= R1/2VS .
Nous avons |+T(T,T) -VFZfn,fﬁ5|§vrif-fﬂ,f—fni, donc le c8té gauche tend

vers O dans 2 , et F(fn,fn)->1"(f,f) dans 21. On vérifie sans peine que
flunlzds converge dans Ll vers /|uS]2ds. D'autre part, on a
JIrutt yBiy. F(us,ul)ldpds < JINT, —T| (VT +/T)dpds
< IWT T |Papa)t/2 (2t _duds+2/Tdpds)L/?

Comme u(F(usl,unl)) u((ugl) ), le second facteur est borné. Le premier
se majore par ( [F(unl—us,u —ul)duds) et tend vers O pour la méme
raison.

S

En racapitulation de tout ceci, nous avons que
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r(e, e~ (Jul] P+ r(ul,ul))as = J2r(el,ul)-aB, = I°

converge dans El vers F(f,f)—/(|usle+F(ué,us))ds , V.a. d'espérance
nulle, que nous noterons J . Introduisant les martingales Jg, JS R
nous savons qu'il existe un processus prévisible (J ) tel que
f|3 | ds soit p.s. fini et que Jg =/° jp+dB,, pour tout s<o . D'apréds un
resultat de Yor, nous savons au581 qu' 11 ex1ste des temps d'arrét Tk
tendant vers l'infini, tels que (Jn)Tk tende vers J ¥ dans El pour tout
k ¢ il en résulte que F(fs,u )—>J en mesure sur R+XE muni de la mesure
dsdp. Mais d'autre part, pour presque tout s F(fg,ug) converge dans 21
vers F(fs,us). I1 en résulte que les processus F(fs,us) et js sont égaux
dsdp-p.ps, et la formule (40) est vraie pour f.

I1 reste donc seulement & vérifier que les v.a. £ du type construit
plus haut ( au moyen de polyndmes ) sont denses dans 1l'espace des V.a.
de 22 d'intégrale nulle. I1 suffit pour cela de savoir approcher les
progessus prévisibles étagés usuels

Vg = By 9 I]r

](S)

177141
ol 7] est E; -mesurable bornée, par des processus du type (42). Cela

i
revient & approcher P dans 22 par des polyndmes du type considéré. On
se raméne par classes monotones au cas ol P4 est fonction d'un nombre

fini de formes linéaires {« et 1l'on se trouve alors ramené au
,

ik?*
fait qu'en dimension finie, les polyndmes sont denses dans 1l'espace Ee

d'une mesure gaussienne.

FORMULE POUR I'(f,g). On a

43) I'(f,g) = jr(us,gs)ast + /F(fs,hs)ds_

Pour voir cela, on écrit les formules d'intégration par parties

(44) fg

1]

/fsdgs+gsdfs =/ gsuS-st + /fshsds
flg

[fsd(Lg)s+Lngfs = f Lgsus-dBS + jsthsds

glf = /[ g (Tu - %us)-st + /Lfshsds de méme
Tout le problédme consiste, comme plus haut, & justifier l'application
des formules (36) A la fonction (44). Nous donnerons moins de détails

que précédemment : le terme /f h ds ne crée pas de problédme, en remar-
quant que supg If |eL et que “L(fshs)n 1< Hf II 2”h ” 2 . I1 faut donc

examiner seulement 1l'intégrale stochasthue
¢ =/ g ug-dBg
Pour le traiter, on raisonne comme dans la discussion précédente, en

posant de plus ksthS , hé:u(hs)-R(kS), et en approchant (ks) aussi par
des processus étagés polyndmiaux.
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Récapitulons les trois formules obtenues :
THEOREME 7 . Considérons une v.a. de Qz(L), du_type

= [ us-st + /hsds

avec /”uS“2 ds <o, f|h,]| ds < ®. La v.a. ¢_. est l'intégrale corres-

pondante sur [0,s]. On a aiors
(45) I(9,9) = 2/T(¥9 ,u,)-dB, + [(2M(9,,h )+ u|%+T(ul,u,))ds .

6. Notre but dans cette section va &tre de calculer 1l'opérateur carré

du champ I'. Nous commengons par introduire une notation, et démontrer
un petit lemme technique. S01t feD™ et soit g=Lf 3 nous dirons que feD1+
si f et g appartiennent & H (p) [ j'ignore quelle relatlon cela peut
avoir avec le fait que la martlngale C~ appartient & H (P”) sur tout
intervalle fini ]. On vérifie sans peine que (P ) est fortement continu
sur Hl, et que D1 est le domaine de son generateur.

Nous. appellerons polyndmes trigonométriques sur E les combinaisons
o » ¥€B', et polyndmes sur E les éléments
de 1l'algdbre engendrée par les formes {o,.}.

linéaires de "caractd&res" e

LEMME 8. L'espace des polyndmes trigonométriques est dense dans les
espaces QP ( p>1 ) et dans Ql+
complexe; e

DEMONSTRATION. Nous traitons le cas de D1+, par exemple. Soit fe21+ H
on peut la supposer d'intégrale nulle. Si 1l'on pose alors Lf:fvs'dB ,

s
avec ([|v | ds)l/2 =1 , on a f_-/R1/2 4*dB, . Approchant alors (vg)

( bien slir, il s'agit ici de fonctions

par des processus prévisibles (v ) étagés du type (42), on sait que les
£ correspondantes convergent vers f dans D +, donc il suffit de savoir
approcher les £ elles mémes. Or fixons n , et omettons le de la nota-
tion : f=f" est un polyndme P({al,.},...,{ak,-}) en un nombre fini de
formes linéaires aieE', que l'on peut supposer orthonormées pour q.
Utilisant la propriété I.4, on est ramené 2 trouver sur B des polyndmes
trigenométriques Q tels que P-Q canverge vers O pour i> o dans tous
les Lp de la mesure gaussienne standard de méme que toutes ses dérivées
Jusqu'é l'ordre 2. Cela ne pose pas de probléme.

Maintenant, nous calculons l'opérateur carré du champ pour un poly-
ndme trigonométrique. Nous remarquons que, pour une fonction qui ne
dépend que d'un nombre fini de formes linéaires {al,.}, on est ramené
3 un calcul en dimension finie ( pour un €y » 8 un calcul en dimension
1!). Or en dimension finie, le processus d'Ornstein-Uhlenbeck et le
mouvement brownien ont méme opérateur carré du champ. Un calcul immédiat
donne alors



113

46) F(ea,ep) = q(a,ﬁ)eq_ﬂ

[ On peut aussi arriver directement & cette fo€mu1§, 3 partir des
. _ . _ -q(a,p ' .
relations Ptsa _sae_t/2 (10) 3 €488 = Squp® ’ , d'ol 1'on tire

(47) Ley = - 5( ifa,.}+q(a))e,
et (46) par la définition de I].

Soit €eE 3 la translation XF;§X+§ ne transforme pas en général la
mesure p en une mesure équivalente, et on ne peut donc la faire opérer
sur les classes pour 1l'égalité pu-p.p.. Mais supposons que € soit abso-
lument continue, avec une dérivée ( notée &' ou é ) de carré intégrable
sur B*. La formule de Cameron-Martin nous dit que la loi image de p est
absolument continue par rapport & p , avec la densité

lrje |2
(48) exp( /&,-aB - 518l ds.)
qui appartient 2 tout Lp(p). Bien que § n'appartienne pas nécessairement
‘ ~ - : H . 2z
a E',)rien n'empéche de noter f|§sl ds=q(§), et e_j¢ cette densité,V

Nous notons alors ng , de manidre générale, la limite de %(fOTtg—f)
lorsque t>0, en un sens qu'il faudra préciser d chaque fois ( dans gp’
p.S., etc.). Par exemple, il est clair que, si aeE'

(49) Ve(ey) = ifa,ste, ( {o,8} = fag-ab = Jag-8.ds )
les quotients différentiels convergeant uniformémen£“£%£‘§, Par consé-
quent, si nous choisissons des §n du type ci-dessus forment une

base orthonormale de 22(R+,Bd), nous avons

=X
Tlegrp) = 2y Vg ()0 (eg)
I1 en résulte que, pour tout polyndme trigonométrique f

2
I(f,f) = z, |V§nf|

et il en résulte que les opérateurs Vg ( ol g parcourt la boule unité
de £2(R+,dx) se prolongent par continuité en des opérateurs bornés de
QP(L) dans QP (1<pg2 : cf (33) ; pour p=l je ne sais rien ). Soit g un
polyndme trigonométrique ; pour tout k, on a Ik ]V§ fllvg gl <

= n n

4FZf,f)JIIg,g5 lorsque f est un polyndme trigonométrique, puis lorsque

f est quelconque dans QP(L). On peut alors faire tendre k vers 1'infini,

et définir 1'opérateur linéaire continu fw> En Vg fV; g de Qp dans Lo,
n n - -

( continu, parce que limite simple d'opérateurs continus ), qui coincide

avec £+>I'(f,g) lorsque f est un polyndme trigonométrique, donc pour

1. La complétion de E' par rapport & la norme q est L2(R+,Rd) (mais les
formes_linéaires correspondantes sont définies p.p. seulement ). Ce com-
plété E' s'envoie dans E par intégration en t, et son image est l'espace
CM des fonctions de Cameron-Martin, donnant les translations permises de(:
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.

fegp. On prolonge ensuite & g de la méme manidre. Enongons le résultat :

THEOREME 95"Soit CM le sous espace de E formé des applications SeE,

absolument continues et dont la dérivée appartient & 22(R+). Soit (§n)
une suite d'éléments de CM dont les dérivées forment une base orthonor-
male de L°(E*,8%). o

a) Pour tout SeCM, VE est un opérateur continu de QP(L) dans ép (1<p< )
b) Pour tout feDP, p>1, on a

(50) r(s,8) = 2|, £|°
n

DEMONSTRATION. CM veut dire Cameron-Martin. Remarquons que nous avons vu
un résultat bien plus fort que a) : pour l<p<2 l'opérateur fh>(%hf)

nelN
est borné de QP(L) dans gp(ia).

Notons 1l'expression de l'adjoint formel de V§ :

LEMME 10. Soient f et g deux polyndmes trigonométriques. Alors pour
£eCM on a

(51) [(Ve)En = [ £(TerhgllE b i ]

od $g est la fonction ( définie p-pep.) x+>{g,x}= [§ rdx_ .

DEMONSTRATION. On part de la formule (49) pour obtenir
A4
[ Ve, &g b = i{a,§}e:q§a B) et de méme
e ; -z9(a=p)

/ey g% W = i{s,8te?

Tout revient donc & établir que
: : -3a(a-B)

/{5,.}ea_s p = i{a-B,E}e
Lorsque § est A support compact et & variation finie, { €,.} est une
forme linéaire sur E entier, et il s'agit d'une formule classique sur

les moments des mesures gaussiennes. On en déduit le cas général par un
passage & la limite.

REMARQUE. La formule s'étend aussit8t au cas ol fega, g étant un poly-
ndme trigonométrique, puisque nous savons que Vg.est un opérateur conti-
nu de 22 dans L~. Considérons maintenant des polyndmes trigonométriques

8 qui convergent dans 22 vers une fonction g ;3 du c8té gauche, fvngZp
converge vers /ngEp s de méme, du c8té droit, ffvzézp converge vers
[fV.8n . Par différence, /fbg p converge. Comme cela a lieu pour tout

feé , nous en déduisons que ¢g appartient 2 L™ pour tout ge]_)_2 , et 1'opé-
rateur de multiplication par ¢§ est borné sur D ( non sur 22, car bg
appartient & tout Ep’ p fini, mais n'est pas bornée ).

1. Cet énoncé doit &tre considéré comme classique, mais je n'en connais
pas l'origine éxacte.
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Nous concluons cette section sur un lemme analytique. Seul le premier
résultat ( 4 peu prds évident ) sera utilisé dans la suite.

LEMME 1l. Soient feD2, §eCM . Notons ¢§ la * fonction linéaire®

[/ §_.dB_ sur E. Alors on a

S S
1) VP, £ = e~ 5/2p Vet
2) P (bef) = e Pp R + (1-eTTHR VS .

DEMONSTRATION. Pour 1), supposons que f soit un polyndme trigonométri-
que. Ecrivons

et/z(Ptf(X+h§)-Ptf(X))/h = ( cf. formule (8))

-t/2

= m_lp—/(f(e (x+h§)+~/:Y)-f(e_t/2X+Fy))}1(dY)

Le cdté droit tend vers Ekvgf , le cBté gauche vers e /2V§P f. Le résul-
tat s'étend ensuite 3 D2 par densité.

Pour 2), nous pouvons SuUppOSer que /O°|§ | ds = 1 , et nous borner
au cas ol £ est un polyndme trlgonometglque en un nombre fini de ‘formes
linéaires" bg _és , ¢§ ,...,bg , ol §O,...,§ sont orthogonaux et normés
dans L (E R ) Par progectlon nous sommes ramenés & un problédme sur
la mesure gaussienne standard sur En+1 ¢+ montrer que P (x f) e t/2xoPtf
+(1-e” )P Dyt , ol X, yeee,X, sont les coordonnées, O,...,Dn les déri-
vées partlelles correspondantes. I1 suffit de traiter le cas ol f est
de la forme g(xo)h(xl,...,xn), et on se trouve ramené 2 la dimension 1,
ol il s'aglt de montrer que

. /2 -t/2 -t/2
rgCe™ PxrieT 3y (e X+~/-_-'y)g(dy)= e 2x (6™ 2xry Ty In(ay)
+ (l-e~P)fg'(e™ “x+/oy)p(dy)
qui se ram@ne 2 une intégration par parties triviale sur le dernier
terme. “
1y
REMARQUE. Soient § et n deUx fonctions de Cameron-Martin. La << forme
linéaire >> {&,w} vaut / g+ 4B (W, donc {E,w+hn}-{§,w}=hq(§,ﬁ), et
Vn{§9°} = q(&,n)
Introduisons alors les opérateurs
1z A . M
Agf= 5{8,.}f ( multiplication par la "forme lindaire"{E.})
Bef = Vyf - %f-&,-ff (Ladyoink Jormel de B est By: Remme 40)
Nous avons les relations de commutation suivantes, bien connues en
mécanique quantique
1 e e
[A§9Aﬁ] =0 ’ [AgiBn] = - QQ(§,H) ’ [Bg’Bn] =0
: It _1
et d'aprds le lemme 11 [L,Ag]_ ZB , [L,B ] = ZAg .

4. Voir e Line de Hida * Brownian smotion” I &md aul&omdu & eefte Late do‘,udm
Lo v sfugt” 8, dv mounement brownien 8ui mé
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IV . 0-U et L-P
Ce titre signifie que nous allons maintenant étudier ]Jrif,f5”Lp

( et en particulier résoudre la question laissée en suspens dans ~ la
section III.5 ), au moyen de la théorie de Littlewood-Paley-Stein.

1. Nous définissons le semi-groupe de Cauchy ( ou de Poisson ) associé
a (Pt)’ c'est & dire

Q = / wy (d8)Pg

ol (ut) est le semi-groupe stable d'ordre 1/2 sur R+, caractérisé par sa

transformée de Laplace :
(52) Iny(as)e™® o o~WP

Nous noterons C 1e générateur 1nf1n1tes1mal de (Qt) Og a C= -J—E au sens
suivant : si feD (L), alors feD (C), Cf appartient & D (C), et C f =L

( cela se voit trés bien, par exemple, sur la representatlon spectrale
du semi-groupe ). On montre assez facilement - on peut utiliser pour
cela la représentation exp11c1te des mesures Ly

pt(ds) ‘zv’ 't /45 -3/2 (sém. X, p. 127 )
que, pour t>0, feéz, Qtf appartient & Q (L) et & 22(0), et que

d,
(53) G4 = OQf = [ul(ds)Pf

ol u% est une mesure bornée, non positive, sur E+ ( dont la masse tend
vers 1'infini lorsque t=0 ).

Nous voulons appliquer le théordme de Littlewood-Paley-Stein . Que
dit ce théoréme ? Soit hel™, et soit ht=Qtf pour t>0. Définissons la
fonction de Littlewood-Paley Gh par

®
Gﬁ(x) = é t( %th(x,t))edt « Alors on a une équivalence de

normes :
(54) plllp 2 1oyl p 2 opliel p  pour 1o

ol 1'inégalité de dr01te suppose de plus que h soit " sans partie inva-
riante' , c'est & dire que ch tende vers O dans g pour t= oo. Plus
généralement, si (hh) est une suite de fonctions de L~ satisfaisant cha-
cune 2 la condition ci-dessus, on a la méme équivalence entre

2 \1/2 2 1/2
N e e LA TR I
Ce théorédme est susceptible d'une démonstration probabiliste : voir l'ar-
ticle récent de Varopoulos ( J. Funct. Anal.,1980 ) et mes exposés sur:
la question dans les volumes X et XV du séminaire. Signalons aussi que
cet énoncé est vrai avec P% 3 la place de Qt ¢ c'est la forme originale

de Stein, valable pour tout semi-groupe markovien symétrique, et apparem-
ment
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plus profonde que la précédente, puisqu'elle a résisté jusqu'd mainte-
nant aux tentatives de démonstration par les martingales !

2. Voici d'abord la démonstration formelle : il restera & vérifier les
détails, ce que nous ferons dans un paragraphe ultérieur.

Nous partons d'une bonne fonction feD (L), d'intégrale nulle, admettant

une représentation

(55)  f=fug-dB

Le processus (VS) sera un trds bon processus étagé, que nous choisirons

g » LE=/vgedBy (ug=-Ry /pvg )

plus tard. Nous poserons
(56) g = /Cusod.BS , 8y = thCus-st sy By = Ptg
Nous partons du lemme 11, pour écrire, avec §eClM
= T/ _ .
PVE = e ngPrf = Ve/P ug -dB,
intégrons par rapport & la mesure bornée p%(dr) (53)
d _ d . -
TeUVel = Yo/ FpQUstdBg = Veby
élevons au carré, intégrons en t, nous voyons apparaltre 2 gauche la
fonction G% £ e Faisons parcourir maintenant & § une suite (§n), telle que

les dérivées § forment une base orthonormale de 22(R+,Rd),‘et sommons
en n . Du c8té gauche, nous trouvons z Gs £ » et du cdté droit,
H

d'aprés le théordme 9, nous trouvons n

-2 - =
z, / t(Vgngt) at = [ tr(g;,8,)at

Prenons la racine carrée, et appliquons du cdté gauche le théordme de
Littlewood-Paley~-Stein. Nous obtenons le résultat suivant :

LEMME ( & justifier en détail ). Pour l<p<wm , on a une équivalence de
normes dans ¥p entre

(57 (5,(V DDVE - FED et (UbT(EyEpdas )P
n

3 condition toutefois que chaque fonction Vg f soit sans partie inva-
n

riante.

I1 faut maintenant étudier le cdté droit. Nous avons

/PrCuS-st =e

Et = /QCu -dB = /pt(dr)e

et par conséquent, JT se comportant comme une norme hilbertienne
VT8, By) s/ }Lt(dr)er/2 NT(8r185) 8,=Fr8

La mesure pg étant de masse 1, nous en déduisons

/2
Prg
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F(Et ’Et) §/ut(dr)err(gr,gr)
Nous intégrons en t . On voit aussitdt que ftut(dr)dt = dr ( regarder
les transformées de Laplace ). Donc

- = r
(58) /tr(8y,8y)dt < [e'I(g,,8)dr
Maintenant, nous allons utiliser une inégalité de Littlewood-Paley rela-

tivement triviale, établie dans le sém. X, p. 138 - nous y reviendrons.
Elle nous dit que, pour toute fonction h, on a une inégalité du type

- 1/2
(59) Hh”gp 2e, |l (/ B T(hy,h,)at) / ”gp pour p>2
2ol (BGEED) 0w )Y2) ) pour 1<ps2

avec ht:Pth . Maintenant, remarquons ( lemme 11 5
_ =t/2
(60) vgnPth =€ PtVg ht
Remplagons § par § , bosons pour un instant Vg ht Jn, et utilisons

1t'inégalité sulvante, oll © est une mesure

oz, 32 M2y » =z, a2 V2

(4)

avec © = Pt(x,.) 3 il vient
P WG B) ) = B( (3, Y2 ) 2 (5 (R )22
(cg. (60)) = ( anVEHPtht et/2 )2 )1/2 = et/2 TTEEETEEET

donc dans les deux cas de (59), nous avons

2
(61) Il p 2 eyl ¢/ e®r(y,nras Y2 »
p Z
= <}l (/et/2r(ht b, )dt )1/2”
P
Appliquant cela 2 P, au lieu de h , nous avons ( en récrivant ¢, pour Cé)

||

1\Y]

oo _t/2 1/2
cle{1 e” “r(hg,h, )dt) ”x;

Cela s 1nterpréte ainsi : pour w0, considérons le processus T =
9 2 t
]u a)[(t)e JrZEt,Eti 3 alors sa norme dans gp(u,g (R+,ds)) est majorée

par a eu/an h” . Mais alors, par convexité, la norme du processus

fe u/4Judu est magoree par a /eu/2”P h| _ du . Autrement dit ( en

changeant de constante a_ et en prenant h=g )
t/2, t/4 5.2 1/2
s €2 *-1)r(g, 6, )at)L/ Ip < aps e“/zn Pyglp au
dome ¢ ’°” e'r(g, e, )at )1/211 <a /eu/2”P el

4. &t ausi powe P22, can A waa&lz +uudzn&t ext 1;?»& Rorte que cr.?fz-
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Quant 2 ||( fletr(gt,gt)dt)l/2“Lp , comme et et o%/2 sont comparables
0

sur [0,1], il n'est pas nécessdire de chercher plus loin que (61).
Autrement dit, nous avons obtenu tout ce que la méthode de Littlewood-
Paley peut nous donner :

LEMME . Si le lemme précédent est correct, |WT(E,T)| P est majorée
par une quantité de la forme

(62) alell, + 7/ %2 |p guLPdu

ol a et b sont des constantes ( dependant de p ).

3. Maintenant, il va falloir montrer que ”PugH D est 4 décroissance

suffisamment rapide, et Jjustifier les = détails. Pour cela,
nous allons avoir besoin de quelques résultats auxiliaires, que nous
développons dans cette section.

Soit feLz. Nous définissons par récurrence l'expression * f est d'or-
dre > k " de la manidre suivante : toute fonction est d'ordre 20 3
pour k>1 , f est d'ordre >k si et seulement si w(£)=0 et, dans la repré-
sentation f=fus-dBS y Uy est d'ordre >k-1 pour presque tout s. En fait
nous n'aurons pas besoin des ordres élevés : le raisonnement précédent
sera justifié lorsque f est d‘'ordre 22, et il faudra savoir se ramener
3 ce cas.

Voici une mani2re évidente de développer f suivant les ordres crois-
sants : on écrit Jo(f)zp(f) , Ko(f) = f-p(f). Puis on pose Ko(f)=fus-st,
Jl(f) = /p(us)-st , Kl(f)zju;-st, ol ué:us-u(us). On pose alors u; =

ful +dBg ( NB : comme u'! est un vecteur, u! est une matrice ), de
sS s CEN

sorte que Kl(f) /dB /uss -dBS , intégrale stochastique itérée ( comme
1 1
u! est E -mesurable, u'_ =0 pour s,>s ). On écrit alors J, (f)=
s ssq 1 2

= . 1 . 1 =
_[dB [p(u' )e stl, Ka(f)—/st juSsl stl, ol ussl ués u(uésl). On
écrit u = /u' -dB et on continue. Il est clair que ce que l'on
s81% 82

fait a1n51, c'est développer f suivant les chaos de Wiener successifs :
Jo(f) est une constante, Jl(f) une intégrale stochastique ordinaire

( de processus déterministe ), J2(f) une intégrale stochastique double
( de processus déterministe ), etc. Nous dirons qu'une fonction f est
exactement d'ordre n si elle appartient au n-idme chaos de Wiener ( la
fonction O est exactement de tout ordre ), et d'ordre <n si elle appar-
tient 3 la somme des n premiers chaos. -

Nous aurons besoin de connailtre les propriétés de continuité des
projecteurs Jy, J; et K; . Tout d'abord, on a HJO(f)NLP, ”Ko(f)”Lpgnf”Lp.

Ensuite, le lemme 1 ( appliqué au noyau sous-markovien qui & £ aSsocie”
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la fonction constante p(f)) montre que ”Jlf”Hp < ”KOf”Hp pour l<p<w® ,
donc pour l<p<co J; est continu de ép dans =£P . I1 en est donc de
méme de K1=I—JO-J1.

On .sait depuis Wiener que toute fonction fe];n2 admet un développement
suivant les chaos de Wiener, convergent dans L

(63) f = zkzo fk
sur lequel Pt opére de la manidre suivante

_ ~tk/2 20
64) Pf=52 e £y ( ef. (20) )

on connait donc explicitement la décomposition spectrale de (Pt)' Notons
quelques autres formules qui en résultent aussitdt
_ ~t/KJ2
(65) Qf =1, e £, .
k .
If = 5, - 5f, ( si feD™(L)
of = 5 -/K7Z £, ( si £eD°(C) )
1 e
R 22k Efk si fO_O
1 e
VvV = A/E Ek A/Efk S1 fO_O

( Rappelons que R est 1l'opérateur potentiel de (Pt) (cf. (22)) 3 on
désigne par V l'opérateur potentiel de (Qt))'

A c0té de ces opérateurs, nous en considérerons d'autrey définis
seulement pour les fonctions d'ordre >1 : si f:/uS-st , nous poserons

Pf = . t/2
(66) Pf = [Pu -dB, = e °P.f 5
et & partir de 13, nous définirons de la manidre évidente Qtfzfpt(ds)PSf
etc. Nous aurons besoin de calculer ces opérateurs .

Nous dirons que f est élémentaire , si f:p(f)+/us‘dBS , ol (us) est
un processus prévisible étagé ( 3 valeurs dans B~ )

(67) u_, = Zm amI

s ](s) ( ro=0<r;...<ry<om)

]rm’rm+1 .
chaque v.a. & ayant des composantes i (igd ) dont chacune est une
combinaison linéaire finie de polyndmes d'Hermite en un nombre fini de
formes linéaires {a.,.} , les «a.eE' étant & support dans [0,r,]. Séparant
les polyndmes d'Hermite relatifs aux divers degrés :
Ug = zk;U ug ’ uz =z aﬁ I]rm,rm+1]

k —tk/Zak
m

avec Ptam = e « Nous avons donc

uizz + zk,m am.(irmilzzrm) . ,
+ z . - fe 0
L k,m € +%m 1 rm) (e (20))

g
H
1}
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d'od il résulte sans peine que f admet un développement fini suivant les
chaos de Wiener, avec

(68) fo=u(£) , £ = Jusl.aB,  pour kxl
Mais alors, il est facile de calculer %tf : 81 f est d'ordre > 1
(69) Bt = 3, e v(k-1)/2p

Gt = oz o WET P g

Gt =z, ~EIT2 1,

T = J2_2k>1JE:Ifk ( £ d'ordre >2 )

Toutes ces transformations sont données par des multiplicateurs opérant

sur le développement de f suivant les chaos de Wiener. On voit que 1l'on
a
(70) Tr= O

ol T correspond au multiplicateur nul au rang O, et Valant JI= 17k au
rang kz1 . Or on peut écrire JI- I/k =1 - i1 ai/kl, ol les ay sont

positifs et de somme l. Cela signifie que

T=T-3, a; Bt
Mais par ailleurs, l'gpérateur R/2 est égal, sur une fonction d'ordre
21 f:/us.d_Bs ,a [ %Rl/Zus'd“Bs , et d'aprés le lemme 1 cet opérateur
est une contraction dans tout espace Ep ( ou plus exactement, dans gg N
sous-espace de gp formé des fonctions d'intégrale nulle ). Donc T est

aussi borné dans tout Eg , €t comme les normes de EP et de ép sont équi-
valentes, T est borné dans Qg pour 1l<p<oo .

Lorsque f appartient 2 22, on sait calculer exactement les normes de
I%f, Jof, Jlf en fonction des fk, et il en résulte en particulier que
1'opérateur Tt:I%(I"JO"Jl) a une norme ge-t dans 22. On sait que sa name

sur LP (p>2) est finie 3 notons la c_. Le théor&me de Riesz-Thorin

nous dit que si r>p, avec %: %+l%2 , on a

—utci—u

Prenant r grand, on peut rendre u arbitrairement voisin de 1. Remarquons

dtautre part que, Pt étant une contraction de Qp, Ch peut &tre calculé
en fonction de la norme de Jl seul, et donc cn peut étre %hoisi indépen-
damment de t. Autrement dit, pour p>2, on a ”Tt“LP < Ae™™", u étant ar-

c. < e
P=

bitrairement voisin de 1 et A étant une constanté ( dépendant de u ).
Par dualité, Tt étant symétrique ( JO et Jl étant des projecteurs spec«
traux pour Pt ), on a le méme résultat par conjugaison pour p<2. En
particulier :

(}1) si f est d'ordre 22 , on a “PthLp < Ae—t(l-s)”f“p (£ >0 anbitraize)
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Les opérateurs de dérivation V. ne sont pas donnés par des multi-
plicateurs, mais le lemme 11 nous dit que

V. P f= e t/2p g £ = e UBV_E ( £ d'ordre > 0 )
(71) Bt o/ e, v -
- A
PV r= e ngPtf = VP f (£ d'ordre 31 )
Enfin, remarquons que si f est d'ordre =2, f = et 2V f tend
vers O dans L~ lorsque t=> o0 : en effet, on a
et/2P f = Zk>2 e/2e~tK/2¢ fy » qui tend vers O dans L2

t/213 Lf tend vers O dans L2. Donc et/zP f tend vers O dans
D (L), et nous savons ( the 9 ) que V§ est continu de D (L) dans L2.
I1 en résulte que Qtvgf —> 0 dans ;2 lorsque t-> o .

et de méme e

4. Nous reprenons maintenant, en les justifiant, les raisonnements formels

du n°2. Nous considérons une fonction f, élémentaire et d'ordre >2,
admettant donc un développement fini
f = 2k>2 fk
nous posons g = Cf, et nous démontrons ( le lemme est numéroté, parce que
cette fois nous le prouvons )

LEMME 12. On a pour l<p<m W/Fif,f)” <c Hg” o

DEMONSTRATION. Nous reprenons au debut la demonstratlon formelle du n°2,
en examinant les détails. Apréds (56), il n'y a pas de probl2me dans les
dérivation sous le signe d'intégrale stochastique : le processus (us)
est étagé, il s'agit de sommes finies. Dans 1l'application du théoréme
de L-P-S, formule (57), nous avons dit plus haut que ( f étant d'ordre

>2 ) les V§ f n'ont pas de partie invariante : donc 1l'équivalence de nor-
- n
mes a bien lieu.

Nous laissons de c8té pour l'instant les inégalités de martingales
(59) : nous les établirons rapidement ci-dessous , pour la commodité du
lecteur. La formule (62) est alors justifiée.

Comme la fonction g est d'ordre >2, nous avons d'aprds (71) avec

-3 w4
= P « Si 1t 2
e=1/4 || ug”Lp <A Hg”Lp i 1'on porte cela du c8té droit de (62),

il reste simplement la norme de g, et le lemme 12 est établi.

DEMONSTRATION DES INEGALITES DE MARTINGALES.

Nous commengons par le cas p>2. Rappelons que h=g a un développement
fini h:zk hk suivant les chaos de Wienfr ~ il importe peu ici que h soit
d'ordre >2 . Considérons sur l'espace E=ExE un processus de Markov
Z (Yt’xt) produit du processus 4'0-U (Y ) par une translation uniforme
(x ) & v1tesse unité vers la gauche. 801t i son générateur : formellement

ona L= —D ( L opérant“verticalement' 2 t fixé, et D "horizontale-
ment ™
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3 x fixé ) ; donc aussi l'opérateur carré du champ T se réduit a ?(h,k):
I%h,k) opérant 2 t fixé. Ces résultats formels ne sont pas faciles 2
préciser, mais heureusement nous ne les utiliserons que dans un cas
trivial : celui de la fonction

h(x,t) = Iy hk(x)e'tk/e ( somme finie ; te]-00,+o [ )

qui se décompose en produits d'une fonction de x par une fonction de t.
Nous obtenons alors les résultats suivants :
1) Mtz h(Yt’xt) est une martingale locale continue

2) N>, = ét Y(Ys,xs)ds ol  Y(x,t) = r(ht,ht)(x)

Prenons comme loi initiale L =p®e, , avec a>0, et arrétons le processus

3 1'instant a . La martingale locale arrétée vaut
My = Pa—t(Yt’h) si t<a , h(Ya) si tza

qui est une vraie martingale, et les inégalités de Burkholder nous di-
sent que, pour tout p>1

! a 1 2
oolligllp 2 1% Tl gihy )e¥gas )VZ

La loi de Y, étant p , du cdté gauche nous avons simplement |h|| p*
L

Du ¢8té droit, nous écrivons ( comme px2 ) || ”ié?z et nous utilisons le

fait que l'espérance conditionnelle diminue la norme dans ép/2 3 nous
minorons donc le c8té gauche en remplagant /a r( )osts par son espéran-
0

ce conditionnelle par rapport & Ya , qui vaut ( le semi-groupe étant sy-
métrique )

h. ds

a
/ Pa—s(Ya’r(ha—s’ a-s

0
la loi de Ya étant p, nous avons prouvé

op I2llp 2 | [% By_g(ea Tty giby_g))ds || g

et il ne reste plus qu'd poser a-s=u et & faire tendre a vers +w.

Le cas p<2 est un peu plus délicat. On applique & la martingale (Mt)
arrétée 3 1l'instant a, comme ci-dessus, la formule d'Ito pour la fonction
de classe gz F(u) = (:»:+u2)p/2 (e>0) , puis on fait tendre e vers O. Aprds

quelques calculs laissés au lecteur, il vient u):c»yeutlchkunt
D p. 1,2 5 f a' Jto peun.
BL|M,|P] = B[ |u [P + 2{) p(p-2) M [ P“a<it,u> ] Fomckion cameene .

a ")
autrement dit, la méme chose que si l'on pouvait directement appliquer
la formule d'Ito & F(u)=|u|P. Maintenant, nous écrivons |Ms|4ha S(Ysj,
2 e
d<M,M>s = ka—SOYS , Ol ksz Jr(hs,ﬁsi, et nous avons obtenu ]1'égalité
suivante, aprds conditionnement par la valeur terminale :

(32) p([nlP) = p(|2nlP) + Pﬁ-g‘—lléa <y g [FE2_ )>ds
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oll d'ailleurs le P dans le dernier terme peut &tre supprimé 3 volonté,
puisque p est invarlante. Posons m.=|hy Ip-2 % , donc k =|h, ll'P/2 1/2,

Dtaprés Schwarz
P, (k. )

A

Pt(lhtla'p)Pt(mt)g Pt(lhtl)2‘PPt(mt) puisque 1<p§2

2-
P (ny) sup, P (b )P
La quantlte qui nous intéresse est ”J“Lp , avec 3°= 1P (ky )24t ( cf.(59))
Posons h* = sup, P lhl ( qui maaore ausSi sup, Ptlht] ) : d'aprés le théo-
(O]
o & [¥lgp 5 oplel.,

HA

rédme ergodique de Steln,
nous donne

. L'inégalité précédente

7 <92 PP, (m )at
- 0

JP

A

(1) PIP/2 (/P p (n yat)P/?
0

1%, Mh"n(z‘P’P/2 B[/P (m,)as]?/?

A

d'aprds Holder avec les exposants 2/2-p et 2/p « Dtaprds (72), le dernier
terme & droite est majoré par c mh“p )P 2, et il reste enfin “J“sz
Hh” , le résultat désiré. 2 L

REMARQUE. Nous avons recopié servilement le séminaire X, p. 135, démons-
tration elle méme recopiée sur Stein.

On aurait pu se simplifier la vie pour p<2, car dans la démonstration
du lemme, aprds (59), on a eu du mal & se débarrasser des P, dans
Ptr I%J’ , alors qu'ici on vient de se fatiguer pour les 1ntrodu1re
( il aurait été plus simple de considérer kt au lieu de Pt & ). Mais les
Pt sont inévitables pour p>2, et il aurait fallu disjoindre les deux cas
dans la démonstration du lemme, aprés (59).

La démonstration du lemme 12 est donc achevée, et la partie compli-
quée de 1'exposé aussi.

5. Cette section contient les résultats intéressants de l'exposé. Nous
commengons par un résultat qui correspond exactement, en dimension
finie, & la théorie des transformations de Riesz.

THEOREME 13. Soit feQE(L). Alors pour tout pe]l,oo [ on a une équivalence
de norme dans EP entre Cf et J(T,T) .

DEMONSTRATION. Il suffit de faire parcourir & £ un ensemble dense dans
EE(L), et nous prendrons 1l'ensemble des fonctions élémentaires. D'autre

part, nous pouvons supposer f d'intégrale nulle. Nous pouvons écrire
comme apréds (67) Xk k
= fug-dBg = L0 /us'st = {a,e} + Iy jus'st
ol @«eE' provient du terme de rang O: et oll le dernier term;, que nous
l. Qui se réduit en fait pour p>1 & 1l'inégalité de Doob.
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noterons f', est d'ordre >2 . Pour simplifier, écrivons « au lieu de
{e,.} 3 nous avons

P = 2 | Qe e = <o, Ga = <ol

D'autre part X —1 étant un po]ynome d'Hermite, on a si q(a)=1

L(a -1)_—(a -1), donc I'(«, a)_L(a )-2aL(«)=1l. D'ol en général

(73) I(o,a) = q(a)

Posons k=Cf ; nous avons k= -a/y2 + k', avec k' d'ordre 22. On voit
donc que a = ~/2 J (k), et par conséquent

Hall < oplixll p

Comme toutes les normes Lp sont équivalentes sur le premier chaos de
2
Wiener, nous avons aussi, en prenant la norme L

74) Vale) < cp“kﬂLp

D'autre part, d'sprzs (70), nous avons llct ] o S ckaHLp . Mais
Cf Cf' =/Cu 5+ B contrble d'aprds le lemme L
12 la norme dans LP de JI(f',f') . Bt finalement, on a

JITE,T) < JTTETL,ET) + J/(,9) ( =/q(@) )
d'od la premidre moitié de 1'équivalence,

WITED < cylill -

Pour établir l'autre moitié, nous admettons pour un instanénle résultat
facile suivant : soit Lp le sous-espace d'intégrale nulle de LP Alors

V est borné de Lg dans 28 . Nous voulons majorer |fkgp |, oﬁ g parcourt
la boule unité de Lq ( g est l'exposant conjugué de p ), par une quantité
de la forme QPHJFTTTTTHLP . Nous pouvons supposer g d'intégrale nulle,

et poser h=-Vg, de sorté que Ch=g. Nous avons alors

| /gul =] /c£0hu] =] /T(2,B)],  ( polarisation de <0f,0f> =<02f,f>lL -
-<Lf,f>u = /T(£,f)p )

A

ST By
< WEED |, WEEB) [,

On utilise alors la premidre moitié de l'équivalence, pour remplacer le
dernier terme par cpHOth = cpHg“ < ¢, « Pour 8tre tout & fait correct,
il aurait fallu prendre g dans D (L) : peu importe. Le théordme est éta-
bli.

Démontrons maintenant le petit résultat sur V dont nous nous sommes
servis : il s'agit des potentiels analogues aux potentiels de Riesz, et
¥eur théorie est absolument triviale.

A

4. Voo L& Leortme Al



126

Nous désignons, pour O<s§1, par (ui) le semi-groupe de convolution
stable d'ordre & sur R+ , lee.

/ui(ds)e'ps = ¢~ P 5 1

I1 lui correspond un semi-groupe sur E , Qi =jp§(ds)Ps ( Q= Qt/ ) Py =Q¢ )

et nous noterons R® 1'opérateur potentiel correspondant ( on a R —R
1/2
R

€

=V ). Cet opérateur vaut +m sur les constantes.

THEOREME 14. Si f appartlent 3 L:p , R® existe et appartient & LP, avec
(75) llRefll llf Il

DEMONSTRATION. On écrit f -fu .dB . Alors dtaprés (20) RefzfAeuS-st,
o A® = c /s e -s/2 P ds 3 A ost un noyau borné, et on applique le
lemme 1.

REMARQUE. On peut montrer d'aprés les*inégalités de Sobolev logarithmi-
quesf que les R® améliorent trds légdrement 1'intégrabilité, appliquant
Ep dans gplogpﬁg : voir 1l'exposé dans ce méme volume, sur ce sujet.

Nous pouvons maintenant résoudre compldtement la question posée au
paragraphe III, n°4, formule (33) : les espaces QP et gp de Stroock sont
identiques.

COROTLATRE 15. Soit feD®(L), d'intégrale nulle. Alors on a

(76) WRED 5 < oplil

DEMONSTRATION, Il sufflt de remarquer que Cf=VLf, et d'appliquer les
théor&mes 13 et 14. .

En particulier, les inégalités IV;fI < J/T(E,T) 8l q(E)<l entrainent
que les V, sont des opérateurs continus sur Dp(L) pour tout p, complétant
ainsi le théordme 9, a) - ils sont méme continus sur DP(C) Utlllsant le
lemme 10, on voit alors que l'opérateur de multiplication par {g,.} est

continu de QP(L) dans gp, de QP(C) dans ép ( toujours pour l<p<oco) : pour
QP(L), cela résulte des inégalités de Sobolev logarithmiques, la fonction
{€,.} étant une v.a. gaussienne, donc exponentiellement intégrable.

Comme en dimension finie, on a mieux : reprenons l'opérateur T de
la formule (70), et remarquons que T transforme les fonctions d'ordre
>1 en fonctions 4'ordre 22, avec VT = V-J1V

THEOREME 16. Soient § et 7 deux éléments de CM, avec q(é)gl, a(m<l.
L'opérateur VQV ( défini sur les polyndmes trigonométrigues ) est pro-
longeable & QP(L), avec

ol °p dépend seulement de D.

pP(1)
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DEMONSTRATION. On peut supposer f d'intégrale nulle. Ecrivant f:J1f+f',

on constate que contrdle |f']| p , et que ngn a méme valeur
D

£

” DP(L) D
sur £ et sur f'. I1- suffit donc de traiter le cas ol £ est d'ordre

>2.

= D'aprés le théorédme 13, les opérateurs V§V, VPV’ sont bornés de 28
dans Eg , avec des normes dépendant seulement de'p. Donc si f est une
fonction d'ordre »2, on a

|
”vgvv‘nv‘l‘f DILP § Cp”f “Lp

g étant borné ( voir aprds (70)). Mais d'aprds (71) on a vvn=vn§ , puis
VVT = R sgur les fonctions d'ordre >2, Soit

vavan”Lp < cp”f”LP si f est d'ordre >2

Remplagant f par Lf,*on obtient le résultat désiré.

6. Nous allons examiner maintenant quelles conséquences entralnent les
résultats précédents en dimension finie.
Nous nous bornons au cas ol d=1. Nous allons nous intéresser seulement

2 des v.a. sur E de la forme
(78) £(x) = £(By(x),B,(x)-B; (x),...,B, (x)-B_;(x))

od £ est une fonction sur B. Remarquons que Bk(x)-Bk_l(x)zlak,X}, ol

akzl]k-l,k] 3 les o forment un systéme orthonormal dans L (R+), et la

loi image de p par l'application linéaire (lak"})kzl,..., est la me-
sure p gaussienne standard sur B, Si f correspond & £ par (78), Ptf cor-
respond & Ptf’ ol (Pt) est le semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck sur B-,
Dtautre part, si nous prenons §, (s)=0 pour s<k-1, s-k+l pour k-lgs<k,
1 pour s3>k, nous avons §eCM, q(ék)zl, et l'application & f de l'opérateur
V§ correspond 3 l'application 3 £ de l'opérateur de dérivée partielle
D X

Abandonnons maintenant les lettres grasses, et représentons la fonc-
tion £ ( ex £ ) sur mn, par son développement d'Hermite, supposé fini
pour simplifier '
(79) f=2 Hk(f) od H, (f) est un polyndme apparte-

nant & la valeur propre ~§ de L .

Nous supposons essentiellement ici que f est d'intégrale nulle, de sorte
que le développement commence 3 k=1.
Notre résultat sur les " potentiels de Riesz" va signifier ici
que les opérateurs RE, transformant f en
(e) _ 1
(80) f = Zkzl kEHk(f) (O<egl)

appliquent EP dans ;P.
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Ensuite, le théordme 413 nous permet d'introduire le systéme des
* transformées de Riesz" de f, c'est & dire des fonctiomns Din (V:Rl/z).
51 on les note pif, on a

2\1/2 2
(31) €2 CosE)) 5 o < e JIE]l ( ¢, ne dépend pas de la
1t P = PULP P dimension n )

Lorsque n=1, on peut expliciter pf : écrivons f:2k>1 aka , Ol Hk est le
polyndme d'Hermite usuel de degré k. Alors =

~ 1 - : .
Vf = Zkgl Jkaka , et en dérivant et en tenant compte de la relation
Dszka_1 ( qui se voit aussitdt sur la fonction génératrice ) on trouve
pf = zk>1 JE aka_l. Cet opérateur est connu depuis longtemps ( voir
B. Muck;nhoupt. Hermite conjugate expansions. TAMS 139,1969, 243-250 ).

REMARQUE. Le théoréme 13 permet aussi d'établir des théordmes de commu-~
tateurs, en dimension infinie, et aussi en dimension finie comme on
vient de le voir. Voici ce queée 1l'on obtient sans aucun mal ( mais qui
n'a peuvt &tre pas d'intérét non plus ).

THEOREME 17 . Soient p et q deux exposants conjugués finis, et soient
f et g deux éléments de QP(L) et Qq(L) respectivement. Alors on a

(82) [L(et)-gLf ”Ll < o] lell

pP(c) D¥(L)

DEMONSTRATION. Nous écrivons la différence au premier membre comme

4 dans 21 .
D*(L)
Le second se majore par JT(%t) T(g8) , auguel on appiique 1'inégalité
de Hélder et les théordmes 13 ( pour £) et 45 ( pour g ).

flg + r(f,g). Le premier terme se majore par |[f| Pﬂgﬁ
L

7. RECHERCHE D'UN ESPACE DE FONCTIONS-TEST

Supposons que nous soyons en dimension finie, avec la mesure gaus-
sienne standard p , et le laplacien d'Ornstein-Uhlenbeck correspondant
L. Définissons l'espace E(P) comme l'ensemble des fonctions f telles

que feQE(L), Lfege(L), L2fe22(L)... ce qui revient 3 dire que toutes
les distributions I™f ( au sens usuel ) sont dans Qe(u) ( donc f est
¢® au sens usuel ). 8i 1l'on développe £ suivant les espaces propres

de L dans QZ(p) s £ = I:k fk avec Lfk=~§f » la condition feS(p) signifie
que la suite (”fk”) est & décroissance rapide. Soit g(x):f(x)exp(-|x|%ﬂ0,
gk(x)sz(x)exp(—|x£2/4) s alors geéZ(dx), et Hgkc—(k+%)gk , ol H est
1'opérateur A—%le I ( oscillateur harmonique ).

La condition de décroissance rapide entraine qu'en fait g appartient 2
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1l'espace. S de Schwartz usuel, et 1l'on peut montrer ( en s'appuyant sur
des lemmes de Sobolev : voir B.Simon, Distributions and their Hermite
expansions, J. of Math. Physics 12, 1971, 140-147 F ?ge S(p) est
exactement l'ensemble des fonctions de la forme ge x , ol g parcourt
1'espace S usuel. Noter gque.S(p) n'est pas une algdbre : il contient

la fonctian el ¥ °/8 , mais n;n son carré.

Le probléme que nous voulons poser est celui du choix d'un bon espa-
ce de << fonctions-test >> en dimensicn infinie. Un choix naturel me
semble &étre le suivant :

DEFINITION. Sur l'espace du mouvement brownlen on notera T 1'espace des
fonctions fen DP(L) telles que LfeN DP(L), Iofen DP(L)...

P D
Par exemple, si §1,...,§n sont des << formes linéaires >> sur

( définies p.p. ) du type unﬁ>éoous.dBS(m), avec ul,...,une£2(m+,ﬂd),
et si F est une fonction C® & croissance lente sur B" ( |D*F| est majoré
par un polyndme pour tout multiindice « ), alors F(gl,...,gn) appartient
a T.

L'intérét de cet espace vient du théordme suivant ( probablement
connu des physiciens depuis les travaux de Nelson ).

THEOREME 18. Soit SeCM ( autrement dit, seL°(®,,2%)). Alors T est sta-
ble par l'opérateur de dérivation Vg , et par ltopérateur Mé de multi-
plication par la™orme linéaire ™ ié,w}:/oogs.st(w) .

0

DEMONSTRATION,., Définissons l'espace DP(Ln) comme l'espace des fonctions
fen f01s dérivables dans LP"- fer(L),... Ln'lfeQP(L), avec la norme
I: |IT f” . Nous supposons ici p»2 , donc If,...,L°f se calculent au

moyen de multlpllcateurs sur le developpement f_}:f de f suivant les
chaos de Wiener, et 1l'on a f= f + Rn(L 3 comme R est borné de Lg
dans lui-méme, on voit que la norme de Dp(L ) peut étre remplacée par
Ifo|+"Lnf”p - Nous allons montrer que V. et M, sont des opérateurs
bornés de QP(Ln) dans QP(Ln'l), et cela suffira.

Approchant 1%f dans Lp par des fonctions ne dépendant que d'un nombre
fini de formes linéaire;, 1 nous pouvons nous ramener au cas ol f elle
méme est fonction C® d'un nombre fini de'formes linéaires’, parmi les-
quelles figure la fonction j:{%,.}. I1 n'y a aucune difficulté alors
3 écrire des expressions telles que Ln(ng), qui a priori n'ont pas de
sens : il s'agit en fait, par projection, d'opérateurs différentiels
ordinaires portant sur des fonctions c®.

Démontrons le théordme pour n=1l. Soit feDP(L) Alors Cf~VLfeLP ( th.
14 ), donc vTTTr—)eLP (th. 13). D'aprds le th. 9, incluant un multiple
A. Runoc?ous que Pa coordonnée B‘t et o orme finéaine correspondant & E%

St =L, O Stmon
[y 475 0%
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de § dans une base orthonormale, on voit que V_.f egp . Plus précisément,
que l'on a un opérateur borné de QP(L) dans ép.

D'autre part, notons j la forme linéaire {é,.f. Dtaprds 1'inégalité
de Sobolev logarithmique, établie ailleurs dans ce volume, on peut af-
firmer en fait que f appartient & 1l'espace 4'Orlicz Lplogpg , donc
|£|P appartient 2 LllogpL Pour vérifier que M fegp , clest & dire
que |j|P|£|®P est intégrable, il suffit de vérifier que |j|¥ appartient
3 1l'espace 4'Crlicz dual. Or il est classique ( voir par exemple Nobelis-
Nanopoulos, Sém. XII p. 573 et bas dc la page 606 ) que ce dual est l'es-
pace d'Orlicz gexp(gl/P). Autrement dit, il suffit de vérifier que pour
A assez grand E[|j|Pexp(|j|/A)]<m , ce qui a lieu en fait pour tout
A>0. Ici encore, il faudrait &tre plus précis et dire que Mg est un opé-
rateur borné de QP(L) dans QP.

On passe au cas général par récurrence sur n, que nous illustrerons
sur le cas n=2. Introduisons les opérateurs Ag = %Mg , B§=vg- %Mg .

Nous savons ( cf. la remarque aprds le lemme 11 ) que

[T.Ag] = 3B » [L.B] = 3
Soit £eDP(L?) ; alors £, Lf, appartiemnent & DP(L) , donc AT, BE,A TR,
BgLf appartiennent 2 Ep d'aprds le résultat précédent. Utilisant les
commutateurs, on voit que ceux-ci appartiennent & gp, donc aussi
LAgf, LBgf , et en définitive Agf, Bgf appartiennent 2 QP(L), le résul-
tat cherché.

Maintenant, faisons une conjecture. Nous allons passer la fin de
cet exposé 3 en établir les premidres étapes.
CONJECTURE. T est une algdbre.

Cela découlera de la conaecture plus précise suivante :
CONJECTURE. Si feD 2P(1Ry, geD 2P(1?), l<p<w , alors £geDP(1™).

DEMONSTRATION pour n=1. Nous pouvons supposer que f et g sont des poly-
ndmes trigonométriques pour que tout ait un sens : le probldme est de
majorer les normes dans Lp de fg et de L(fg). Pour fg, c'est H8lder .
Pour L(fg), nous écrivons L(fg) = fLg+glf+r(f,g) 3 les deux premiers
termes marchent par Hdlder. Nous majorons le dernier

“r(f,g)”Lp < “'\/]"‘(I ’E)”I_?P“VT (g’g)”Lap

4 une constante prés, nous pou;ons majorer_ WT|| par (IC|| = |IVL|| C th.
13 et 14 ), et c'est terminé.

DEMONSTRATION pour n = 2 . Tci nous allons travailler dans le
cas ol f=g 3 le cas général s'en déduit par polarisation. Comme plus
haut, on peut supposer que f est un polyndme trigonométrique. Il
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s'agit de maaorer les normes dans Lp de f L(fq), L (f ) en fonction
des normes dans L 2p de £, Lf, L f « Pour 1es deux premléres c'est déja
fait. Pour la dernlére nous écrivons L2(f )= L(L(f ))=L(2fLf+r(f,f)),
et le premier terme est d&j3 connu par la premidre étape. Reste le
dernier terme, LI(f,f).

Pour cela, nous allons utiliser le théorédme 9 : I'(f, f)—I:CV f)
comme L est un opérateur fermé, il nous suffit de démontrer *

que ) L(Vg ) a une limite dans ;P. Nous écrivons ( indice n omis )
n =
2
L(VeE)“= 2 Vof IV E + I(VE, VL)

Dans le premier terme, nous utilisons la commutation 'LV;;V§L+ %Vg
pour transformer l'expression en

2
2 Vof VeLE + (Vo)™ + I(VE,7,F)

et nous sommons en n : le premier terme va nous donner 2r(f,Lf)e£P,
le second r(f,f)eLP. Le troisilme est positif , et comme 1l'intégrale
du tout reste égaie 4 0, le troisiéme terme converge dans Ll, et nous
pouvons écrire une formule que je trouve intéressante B

(83) Ir(£,f) = 2r(£,Le) + r(£,£)+ L I(Y, £,V )
n n n

qui donne des inégalités, sachant simplement que le dernler terme est
positif ( par exemple, en intégrant 2E[r(f Lf)]= -E[fL f+(Lf) 1=
-2B[(L£)?], B[I(£,£)]=-B[£Lf], a'od 2B[(Lf)"]y -E[£L£]=E[(C£)°], qui
est connue : elle exprime que la norme de V dans L° est < .2 , qui se
voit sur les multiplicateurs d'Hermite ). - -

Les deux premiers termes & droite de (83) sont dans Lp, avec des
normes bornées en fonction des normes de f, Lf, sz dan; sz. Reste
donc le dernier terme. -

Pour cela, il nous faut un lemme étendant les théor@mes 13 et 14
aux espaces de Hilbert, extension d'ailleurs tout & fait classique.
Soit A une application d'un Lp dans un LP 5 notons A 1l'extension
de A aux suites de fonctlons_ s si f (f ) est une sulte d'éléments
de Lp A(f) est la suite (Af ). Alors si A est borné de Lp dans Lp ,

A est borné de Qp(l ) dans Lp (l ), c.d.d.
Ies (ae Y2, selice £ )Y,

(1gp<w )(1)
La démonstration est trds simple : il suffit de raisonner sur des sui-

tes finies. Soit (e (t)) le syst2me des fonctions de Rademacher ( jeu
de pile ou face ! ) sur [0,1]. On écrit que A est borné de LP dans LP

1. Ce résultat peut &tre précisé, avec une démonstration plus compli-
quée. Cf. Stein, Singular integrals... exercice 7.12 p. 115.
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pour la fonction ( somme finie ) z, sn(t)fn , soit

£ e (BIAL, ”g < Cllz, e (8)T ||g

on intégre en t, et on applique l'inégalité dé Khintchine. Plus généra-
lement, 1l'inégalité de Khintchine ( qui n'est qu'une inégalité de Burk-
holder ! ) s'applique dans un espace de Hilbert ¥

Iz, e (t)a, Hidt ~ By llag IFYY2 ( a ek, lgp<oo )
et on voit que si A est lui méme un opérateur fh€>(Akf)k borné de ép
dans Lp(l«a), alors l'opérateur (fn)'—> (Akfn)k p ©st bormé de EP(LZ)
dans ép(22®£ ) ( suites doubles de carré sommable )]

Nous pouvons maintenant étendre le th. 13. Celui-ci peut sténoncer
de la manidre suivante : l'opérateur A qui & f d'intégrale rulle asso-
cie la suite (ngVf) ou (ngRf) est borné de EP dans gP(za). Donc
on a aussi -
g(z(vgkan)%l/ 2l selice £
Soit fe QP(L ) 3 prenons Rf =Vg f, soit £ = —LVg f :—VgLf - %VS £
Nous obtenons n k k k

2\1/2
12y (T T DD
et la fonction & 1l'intérieur de || ”P 4 gauche est exactement le dernier
terme de (83).

< c(i / r(%f+Lf, %f+Lf) Ilp

I1 est clair que l'on a des majorations analogues pour JZ(Vngvgf)z,
fer(LS), etc. Ce qui m'arréte dans la démonstration, c'est 9 K*n
plath la complexité combinatoire des calculs nécessaires pour se rédui-
re & cette forme, et ce volume XVI est déjd assez gros.
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