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SUR_LA LOI DU LOGARITHME ITERE DANS LES ESPACES REFLEXIFS

Bernard HEINKEL

I1 est bien conmu que dans les espaces de Banach de dimension infinie la
loi du logarithme itéré prend deux formes voisines : la forme compacte
( LLIC ) et la forme bornée ( LLIB ) . La premidre est une propriété de
compacité forte et la seconde une propriété de bornitude . La question
suivante découle naturellement de cette double forme que prend la loi du
logarithme itéré : << Pour quelles topologies plus faibles que celle de
la norme la LLIB peut-elle également se traduire comme une propriété de
compacité ? >> J. Kuelbs a donné des réponses générales de caractdre
abstrait 3 cette question ( of [ 5 ] Theorem 3.2 et Corollary 3.3 ) ,
pour les v.a. fortement de carré intégrable . La difficulté d'utilisation
des projections en dimension finie des ve.a. considérées semblait rendre
illusoire tout espoir de donner des réponses plus précises A la question
précédente . Or tout récemment V. Goodman , J. Kuelbs et J. Zinn [ 3 ]
ont réussi & utiliser de fagon optimale les projections en dimension
finie pour établir des conditions nécessaires et suffisantes pour la
LLIB et la LLIC dans les espaces de Hilbert . Leurs raisonnements typi-
quement hilbertiens laissaient néanmoins penser que l'utilisation des
moments faibles d'une v.a, permettrait de préciser la LLIB pour d‘'autres
espaces de Banach dans lesquels << les suites de v.a. suffisamment
régulidres ont de bonnes propriétés de convergence presque sfire > ,
Les espaces réflexifs sont de cette nature ; nous allons nous restreindre
3 ces espaces et montrer comment l'utilisation des moments faibles d'une

vea. permet de préciser 3 quel point la LLIB est une propriété de
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compacité faible .

Rappelons tout d'abord quelques notations .

Soit ( B, || || ) un espace de Banach réel séparable et réflexif .

Considérons X une v.a. centrée & valeurs dans B et désignons par ( Xn , n€EN)
une suite de copies indépendantes de X . Pour tout entier n on note 3

s, (X) = L +X,+ een + X

On définit d'autre part la suite de réels positifs ( a, B EN)

a =% 2nLln ',

n
ol :
Vx>0, Llx=Log (sup (e, Logx ) ) .

On dit que X vérifie la LLIB si :

Plew (s, )| /a ,n€W)<4=}u1,

On se propose d'établir le critdre suivant pour la LLIB

THEOREME : Soit X une v.a. symétrique 3 valeurs dans un espace de Banach

réel séparable et réflexif ( B, || || ) . Cette v.a. X vérifie la LLIB

81 et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiédes :

i) La v.a. X est faiblement de carré intégrable .

ii) Pour toute suite ( a ,n € N ) de réels positifs telle que :

lim o =+ ®

n->+ ®
on a
a) P { sup ( " Sn (Y) ” / a, 1 €W )<+o} =1 ’

b) la suite ( 5, (z) / a s 1 € N ) converge faiblement presque

gfirement vers O ,

o S, (Y) et S, (2) désignent les sommes de rang n associées aux

deux suites de v.a. @
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BRI x = e )

Bt R N x> )
Démonstration :
La condition ( ii ) et encore réalisée pour une seule suite ( @ 40 €N )
suffit pour que X vérifie la LLIB ,
Il est bien conmu d'autre pa.x:‘b que la condition ( i ) est nécessaire pour
que X vérifie la LLIB .
I1 reste donc & établir qu'une v.a. symétrique X vérifiant la LLIB
satisfait & ( ii ) .
Fixons une suite ( @ 4 n € N ) de réels positifs telle que :

lim o:n-+-.
no+ @

Par indépendance des Xk il existe un réel t > 0 tel que :

(1) né:tmp(ll(szm,’-szn)(x)/azn||>t}<+«-.
Par symétrie on en déduit :
(2) ngm?[ll(sz,,,ﬂ«szn)(Y)/az,lll>*cI<+«°,

et finalement :

Plowp (s, () /a |l ,n€N)<s+o}=n.
Montrons & présent que la suite ( s, (z) / a 1 € N ) converge faible-
ment presque sfirement vers O .

Pour cela on pose pour tout entier n ¢

Yy = szn (2) / a'zn

et on commence par établir que la suite ( Y , n € W ) converge vers 0
faiblement presque sfirement .

Remarquons tout d'abord que @
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Plowp (v, |l ynEm)<sm}ut,

Par application d'un résultat classique de J. Hoffmann - J{rgensen
([ 4], corollary 3.4 ) on en déduit :

(3) Esup ([|Y [l,n€0 )<+,

Désignons par On la tribu engendrée par les v.a. X.' ’ xz g see 43 X n et
2

par T l'ensemble des temps d'arr&t bornés relatifs A la suite croissante
detribus(qn, n€EN),

Nous allons établir que ( ( Y, 0 G ) , n€ 8 ) est un amart faible tel
que :

(4) l'i!.'m E ( Y‘r ) = 0 dans la topologie faible .

L'espace B étant réflexif la convergence faible presque sfire vers O de la
suite ( Y, o0 € N ) découlera immédiatement des propriétés ( 3 ) et ( 4 )
par application d'un théor¥me de A, Brunel et L., Sucheston [ 2 ] .

Soit £ € B' , Pour tout entier k , on décompose la V.a. f (Zk) de la

facon suivante :

£(Z) =w + vy

U= B I e (z) | sV k /11k )
"k'f(zk)l(lf(zk)|>~/k/LLk)
Remarquons déjd :

| 52n (v) /az" | <y Sz“ 2 /2" A ) I(lf(Zk)I >4 x / Lk )

k€ {1,...,

Une application de la loi forte des grands nombres et du lemme de Kronecker

implique la convergence presque sfire vers O de la suite ( S n (v) / azn , n€EM)
2

( vair [ 7 ] démonstratien du Théordme 4.3 pour des détails ) .

Montrone que de méme la suite ( Szn (v) /a prDEN ) converge presque
2
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gfirement vers O . Pour &tablir ce résultat on utilisera la propriété

d'intégrabilité exponentiells suivamte [ 9 ] :

LEMME : Soient §T y see §n n v.a.r. indépendantes , centrées , de carré
intégrable . Pour tout j=T1 , ... , n on pose ¢

s§=o2<sj €)) .

On suppose qu'il existe n constantes positives c.

g 1 e 9 Oy Belles

e ¢

i < <
i) 0 <ec,8; S c,8, % coe S0 8

ii) Vji=1, eea ,n P{§jscjsj}=1 .
On désigne de plus par g la fonction de K dans R* définie par :

g(x)=(F=1-x)/2
Alors on a pour tout t >0 :

Eexp (5, (§) /s, )% e (t2g(cpt)) .

Par construction des v.a. e on a ¢ /

e o (s (@ //2")=0.
n +o 2

Soit € > 0 , Par application du lemme précédent on remarque qu'il existe
un entier N tel que ¢

Ya>N P[|Szn(u)/a2n|>s}$2/(nLog2)2

On & donc ¢

Ye>0 & P{|s (m)/a_|>e}<+=
n€WN 2" 2" ’

d'od 1'on dédunit la convergence presque sfire vers O de la suite

(Szn(u)/azn,new).

On a donc finalement :

(5) dm £ (Y,)=0 p.s.
ny+®
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Le résultat de J. Hoffmann - J,{rgensen déjd utilisé plus haut permet d'en
déduire :

(6) Esup(lr(vn)l,new)<+-.

Un théordme de D, C, Austin , G. A. Edgar et A. Ionescu — Tulcea

( [ 1 ] corollary 1 ) permet de déduire des propriétés ( 5 ) et ( 6 )
que ( f(Yn) ,nem,qn)eﬂMMricl . On a donc :

l;mE(f(YT))-O.

Ce résultat étant vrai pour toute £ € B! , on a donc établi que la suite

(v n € ¥ ) converge faiblement presque sirement vers O .

n ?
On en déduit par un raisonnement classique ( cf [ 8 ] Theorem 3.4.1 ) 3

lim Sy (z) / a = O faiblement p.s.
n>+ ®

et ceci ach¥dve la démonstration du théordme .

Remarque :

Le théor3me que nous venons d'établir donne un critdre pour la LLIB dans
le cas symétrique . Cette restriction n'est pas génante car X vérifie la
LLIB si et seulement si X - X! la vérifie , X' étant une copie indépen=
dante de X ( of [ 6 ] fin de la démonstration du Théordme 3.1 pour une

justification de ce fait ) .
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