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Jean JACOD et Philip PROTTER

Dams certaines applicatioms on voit s'introduire naturellement des équa-
tions différentielles stochastiques "non classiques", dans le sens ou cer-
taines composantes de la semimartingale directrice dépendent du processus-

solution de maniére indirecte, par le biais des caractéristiques locales.

Nous verrons par exemple au §II-c que l'équation suivante modélise cer-

taines situations en économie:
t t
(1) _ X, = K, + /o F(X)s ay, + A (;(X)s dn[l(x)]s.

Dans cette équation, F(X), G(X),M(X) sont des processus prévisibles dé-
pendant du processus-solution X; K et Y sont des processus donnés

(Y est ume semimartimgale); RD(X)] est un processus ponctuel qui dépend
de X, dans le sens ol son intensité stochastique (ou compensateur prévisi-
ble) est /0 ’X(X)sds.

Plus généralement, il est maturel de considérer 1l'équation:
t t
(2 Xp = Kpr ) FR, drg+ ) 600, az{e(x)]

od 2Z[f(X)] symbolise ume semimartingale qui admet des caractéristiques lo-
cales [(X) dépendant de X.

Dans la partie I nous commentons 1'équation (2), en expliquant notamment
quels sems on peut donmer au mot "solution", et mous montrons commemnt on
peut dams certains cas ramener (2) 4 ume équation classique. Dans la partie
II nous démontrons un résultat d'existence pour le cas particulier (1).

I - L'EQUATION (2).

§I-a. Notations et hypothéses. Nous utilisons les notations usuelles; pour

toutes celles qui ne somt pas rappelées ici, nous renvoyons & [3] et (6].

Soit Gl,g,(ft),P) un espace probabilisé filtré. On note D 1l'espace
de tous les processus réels cadlag adaptés. On note ;lD-]D(]R+ ;JR) 1l'espace
de Skorokhod des fonctions cadlag sur IR, , muni des tribus ]=Dt =o(x(8):8<t),
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°t 2= V4R

On mote P 1la tribu prévisible sur _Q.xIR* et pP 1l'espace des processus
réels prévisibles. Om note enfin gI=. l'ensemble de tous les triplets
(B,C,¥) qui a-priori "peuvent 8tre les caractéristiques locales" d'une
semimartingale réelle, c'est-a-dire des triplets constitués de:

- un processus prévisible A& variation finie B, avec Bo=0;

- un processus adapté croissant continu C, avec CO =0;

- une mesure aléatoire prévisible positive Vv sur ]R+x]R qui ne charge
pi {O}*xR ni R x{0}, qui vérifie identiquement V(w;{t}xR)<1
¥y .
ot /m (it an) XTI g =AB (), et

(3 /v(u;[o,t],dx) A < ©.
R

Si T est un temps d*arrdt et X un processus, on note X? le proces-
sus arrété em T: x',f = xTAt; de méme si (=(B,C,v)€ CL, on note CT
le triplet marrstém: (BT,CT,v.I ) nj p) . S1 XeD on mote X" 1e pro-

) - = -
cessus arrdté strictement avamt T: on a x'{ =Xt si t<T, XT =X

g t =%
s 0<T<t, et X, =X, sl 0=T<t.

On dira qu'une application H de 2 dans pP (resp. gI=,) est:

T- T-

(4) prévisible: si pour tous X,X'eD, T temps d'arr8t, si X =X'" ,

alors H(X)T et I-!()[')T sont indistinguables.

(5) fonmctiommelle: s'il existe une application H de WD dams PP
(resp. CL) telle que pour tout Xe€D on ait H(X)(w) ='§(u,x.(0))(w) .

Revenons maintenant & 1l'équation (2). Les données sont:
a) un processus KeD;
b) une semimartingale Y ;
c) deux applications prévisibles F et G de D dans pP;

d) une application prévisible £ de D dans CL (pour X€D on
éerit £(X) = (B(X),C(X),v(X))).

Enfin, Z[¢(X)] symbolise "ume" semimartingale de caractéristiques locales
£(x .

En dehors du cas o G=0, pour lequel 1l'équation (2) se réduit a 1'équa-
tion classique:

t
6) X, = K +/o F(X)_ d¥_,
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i1 faut noter que (2) est fondamentalement une équation "de type faible".

Dans ce sems, le cas suivant est le cas limite:

(7) Exemple: O est réduit a umn point, donc D=1D; ona K=Y¥=0 et
G(X) =1 . L'équation s'écrit alors

x, = z[tx0],.

Ainsi, le probléme se raméme a trouver une semimartingale X de caractéris-
tiques locales F[(X) : c'est un "probléme de martingales", dont les "solu-
tions" sont les probabilités sur l'espace 1D faisant du processus canonique

Xt(x) =x(t) une semimartingale de caractéristiques C(x(.)) .m
(8) Remarque: Pour des raisons de simplicité nous ne parloms ici que du cas

uni-dimensionnel. Tout ce qui suit resterait vrai (avec des notations plus
compiquées) si K,Y,2,X, étaient multi-dimensionnels. s

§I-b. Solutions-mesure. Dans ce paragraphe, nous faisons l'hypothése supplé-

mentaire que les applications F, G, sont fonctionmelles, associées a
~ o~

F,G8,f par (5). Soit

{?L -omm ,  Fereped , Eo={l,,, EeDeD,
X (w,x,2) = Xs(x) = x(s) , 2 (w,x,2) = ZB(Z) = z(8) .

(9) DEFINITION: Une solution-mesure de (2) est une probabilité P sur
(ﬁ,z) qui vérifie:

a) P(AxIDxID) = P(A) pour tout AcF;

b) pour la probabilité P , Y est une semimartingale et Z est une semi-

martingale de caractéristiques ?(w,x);

¢) on a P-presque sfirement:

t t
X, (x) = Ki() +/o Flo,x) av («) +/O Gw,x), 4z (2) . ®

Trouver les solutions-mesure se raméne donc 4 un probléme classique: en
effet on pourrait facilement montrer, & la maniére de [47, que P est solu-
tion-mesure si et seulememnt si P vérifie (a) ci-dessus et est solution
d'un certain probléme de martingales (que mous mn'expliciterons pas iei)
faisant intervemir K,X,Y, 32, i,‘a, £ , et les caractéristiques locales
de Y. Il est vraisemblable qu'omn pourrait étendre la méthode de [4] pour
prouver l'existence d'une solution-mesure sous des hypothéses, relativement
faibles, de comtinuité em x de Fw,x) , Blw,x), E(U,x) . Signalons aussi

que le cas particulier (7) est résolu dans [2] sous certaines hypothéses,
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§I-c. Solution-processus sur (ﬂ,f,gt,P) . Dans certains cas il peut &8tre

intéressant (voire indispensable, si les applications F, G, £, mne sont pas
fonctionnelles) de résoudre le probléme sans élargir l'espace de probkabilité
initial.

(10) DEFINITION: Une solutiom-processus de (2) sur Qﬂ,g,gt,P) est un pro-
cessus Xe€D tel qu'il existe une semimartingale 2 de caractéristiques
locales [(X), et que le couple (X,Z) vérifie

t t
(11) X, = K +4/; F(X)s ay, +‘/; G(X)s dz_ . =

Remarquer que dams ce cas, si en outre F,G, 7l sont des applications
fomctionnelles, la probabilité P sur (2,F) définie par
T = €
P(dw,dx,dz) = P(dw) EX.OJ)(dx) z.(w)(dz)
est une solution-mesure.
L'unicité de la semimartingale Z associée comme ci-dessus 4 une solu-
tion-processus X est exceptionnelle: m8me dans le cas extréme de 1'équa-

tion (6) (ou G=0), qui est un cas ol on a souvent unicité pour X, il y

a en général de nombreuses semimartingales de caractéristiques C(X) .

Mais 81 G n'est pas identiquement nul, la mon-unicité de la solution-
processus X est la régle. Voici un exemple trés simple, qui mous servira
aussi d'introduction au paragraphe suivant:

t
(12) Exemple. Soit B(X) =0, v(X)=0, C(x)t=/o c(X)sds avec c(X)=z0.
Si 1l'espace (ﬂ,E,Et,P) supporte un mouvement brownien W, toute solution-~

processus de 1l'équation "classique"
t t
(13) Xt = Kt <l-/0}§‘()()s dYs +/OG(X)8\IC(X)s dws

est aussi solution-processus de (2), avec la semimartingale associée th
/é c(X) dW_ . Toute solution-processus de

t t
(14) Xt = Kt + )g F(X)B dYs - )C G(X)8 c(X)B dlB

est aussi solution-processus de (2), et les solutions de (13) et (14) ne
sont pas en général les mémes (d'ailleurs si om remplace W par un autre
mouvement browniem, on obtient encore d'autres solutioms).m

¢I-d. Une méthode de résolution. Nous allons maintenant, en étendant 1'exem-

rle (12), montrer que dans certains cas (qui couvrent sans doute 1'essentiel



451

des applications potemtielles) on peut ramenmer (2) & une équation classique.

On va faire deux types d'hypothéses:

Hypothése (H1l): L'espace (Il,__I'_‘,g‘t,P) supporte

a) un mouvement brownien W,

b) une mesure de Poisson m(w;dt dx) sur IR xR, de compensateur (déter-
ministe) m(dtxdx) = dtedx. s

Hypothése (H2): Pour tout XeD on a

t
B(X), = /Ob(x)sds
t
(15) oMy = fFe(n) s
V(X)(w;dt dx) = dtxL(X,w,t;dx)

ot b et ¢ sont des applications prévisibles de D dans pg , avec ¢>0;
et ou pour chaque XeD, L(X) est une mesure de transition positive de

(x R+,l;) dans IR qui intégre la fonction xa/\l et qui est "prévisible"
au sens suivant: si X, X'e€ D vérifient X =xT"
T, oma L{X,0,t;.) = L(X',0,t;.) pour tout t=<T(w), en dehors d'un
ensemble négligeable.w

pour un temps d'arrét

(16) Remarque: L'hypothése (H2) peut sembler trés restrictive, et on peut en

effet 1'affaiblir considérablement en remplagamt dans (15) la mesure de Le-

besgue dt par la mesure dAt(u) associée 4 um processus croissant prévi-

sible continu (ou m8me seulement continu 4 droite) A ; dams ce cas il con-

vient de modifier corrélativement (H2) en imposant l'existence:

a) d'une martingale locale continue W de variation quadratique A (ou
sl A est discontinue),

b) d'une mesure m(~;dtxdx) de compensateur prévisible dAt(u)xdx .

Ac

Toutefois, méme ainsi affaiblie, (H2) reste trés restrictive car elle impose
l'existence d'un processus A qui "domine" B(X), C(X),v(X) pour tout
XeD.s

(17) LEMME: Sous (H2) il existe ume application h: D«SLIR xR —> R ({w}
qui est PoR-mesurable em (w,t,x) et qui vérifie:

a) s1 X,X'eD vérifient X'~ =X'T" pour un temps d'arrét T, 1'ensem-

ble jw: J(t,x) avec t=<T(w) et h(X,~,t,x)£h(X',u,t,x)} est négligeable;

b) pour toute fonction borélienne positive f sur IR on a:

(18) /m L(X, &, t5dx) £(x) =/]R dx £oh(X,w, 8,3 Lip(x,0,t,x) £ @]
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Démonstration. La relation (18) exprime que L(X,w,t;.) est l'image de la

mesure de Lebesgue par l'application: x A~> h(X,w,t,x) . Le fait qu'une
mesure positive finie ou o=finie sur R soit 1'image de la mesure de Lebes-
gue par une application mesurable est bien connu, ainsi que le fait de pou-
voir choisir h(X,w,t,x) PeR -mesurable en (v,t,x) car L(X,v,t;.) est
P-mesurable en (w,t) et ix-;té—gre la fonction xz/\’l: voir par exemple [3],
lemme (14-50); si on examine la preuve de ce lemme, on voit em outre qu'il
existe un procédé canoenique de calcul de h(X,w,t,.) en fonction de
L(X,v,t;.) (ce procédé n'est pas unique, bien-sfir ! ): donc si L(X,w,t,.) =
L(X',v,t;.) on a h(X,0,t,x)=h(X',u,t,x) pour tout xecR. On en déduit

donc (a).s®

(19) THEOREME: Soit (H1) et (H2). On suppose aussi que pour chague XeD,
le processus G(X) est localement borné. Toute solution-processus de

t t t
Xt = Kt +/0F(X)BdYs+/OG(X)Bb(X)st-l-/OG(X)s c(X)s dws
t
(20) +/0/R G(X)sh(x,s,x)I”h(x’s’x)\s,l}(m-m)(dsxdx)

t
+ /O/JR G()()B h(X,s,x) I{lh(X,s,x)|>’l} m(dsxdx)
est alors selution-processus de (2), De plus la formule
t t
Zt = /O b(x)sds + /O \/c(x)5 dwB

t
(21) + /o /]R h(X,s,x) I{}h(x,s,x)ls’l} (m -m)(dsxdx)
t

+ O/:R h(X,s,x) I{Ih(x,s,x)\>1}_ m(dsxdx)

définit une semimartingale 2 de caractéristiques locales I(X), qui en
outre vérifie (11) si X est solution de (20).

L'équation (20) est ume équation classique (avec mesure aléatoire: voir
[1] ou [3]). Si ses coefficients F(X), G(X)b(X), G(X)Ve(X) et
G(X)h(X) sont lipschitziens (par exemple) om sait qu'elle admet une solu-
tion-processus et ume seule. Mais cette condition de Lipschitz est sans dou-
te trés difficile 4 vérifier en pratique: en effet c'est le triplet J(X)
qui est connu en principe, et la fonction h(X) dépend de C(X) d‘*unme
maniére trés compliquée (et essentiellement nonm unique).

On voit bien aussi dans ce théoréme apparaitre la non-unicité "imtrinsé-
que™ de la solution de (2): d'une part W et m ne sont pas uniques, d'
autre part h(X) n'est pas umique et \c(X) peut 8tre remplacé par
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a(X){fe(X), od a(X) prend les valeurs 1.

Démonstration du théoréme. Etant donnée la définition (10), et comme G(X)
est localement borné, il suffit de prouver que pour tout Xeag le second
membre de (21) définit ume semimartingale Z de caractéristiques £(X).

Considérons ce second membre, Le premier terme vaut B(X)t . Le second
terme est ume intégrale stochastique bien définie d'aprés (15), et c'est ume
martingale locale continue de variation quadratique C(X) . Le troisiéme
terme est une intégrale stochastique par rapport & m-m (voir [37]), qui
est bien définie car d'aprés (15), (18) et (3) omn a:

t
/04112()(,8,1!) I{lh(x’s,x)ls,‘l;i(dSidx) =/]RV(X)([0,':]xdx) XZI[legll} <

ce troisiéme terme est une martingale locale purement discontinue dont les
sauts sont d'amplitude inférieure ou égale a 21 . Enfin toujours d'aprés
(15), (18) et (3), on a

t
/O/JRI {|h(X,8,x)) > 1} m(dsxdx) = Y(X)([0,t)x{x:|x|>1})) <,

y/

donc le processus /é R I{lh(x,s,x)|>‘1}m(d8'dx) est un processus ponctuel
(avec des sauts égaux & 1) a valeurs finies. Par suite le dernier terme

de (21) définit un processus a variation finie purement discontinu, dont les
sauts sont d'amplitude supérieure a 1.

On en déduit que (21) définit une semimartingale Z dont les deux pre-
miéres caractéristiques somt B(X) et C(X). Enfin la mesure /Az associée
aux sauts de 2 vérifie pour tout boréliemn A de R situé 4 une distance
strictement positive de l'origine:

t
/Az(fo,t]xA) t= Zsst IA(AZs) = /04 IAOh(x,s,x) m(dsxdx) .

Cette relation "passe™ aux projections duales prévisibles, domc la troisiéme
caractéristique de Z vérifie d'aprés (15) et (18):

t
vz([o,t]m) = // I,0h(X,s,x) m(dsxdx) = v(X)({0,t]~A) . ®
o/m A

(22) Remarque: Pour chaque X €D 1la formule (21) définit une semimartingale
H(X) :=2Z, qul dépend "fonctionnellement" de X . L'équation (2) se raméne
donc &

t t
Xt = K, + /Q F(X)s dYs +//; G(X)s dH(X)s .

Ce type d'équations est étudié dams [7] (toutefois, la résolution de cette
équation est a-priori plus difficile que celle de (20)).m
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11 -L'EQUATION (1).

§II-—a. On se donne maintemant des applications prévisibles F,G,N de D

'+ 2
dans pP, et on suppose que NNX)> O et que /0 %(X)sds < o pour tous
XeD, teR, .

On sait qu'une semimartingale Z est un processus ponctuel de compensa-
teur A si et seulement si ses caractéristiques locales (B,C,v) sont
B=A, C=0, Vv(dtxdx) = dAtcgfl(dx) . Par suite l'équation (1) se raméne a
1l'équation (2), 4 condition de prendre pour [(X) 1le triplet

t
jB(x)t = /Ol(x)sds

(23) c(x) = o
1 V(X)(dtxdx) = M(X), dteg (dx)

(Noter que (H2) est vérifié avec b=2,c=0,L= 7\(X)tf,l(dx) )e

(24) THEOREME: Supposons que l'espace (Q,g,g‘t,P) supporte une mesure aléa-

toire de Poisson m sur R xR de compensateur m(dtxdX) =dtedx. Toute
solution-processus de 1l'équation suivante est alors solution-processus de

1l'équation (1):

t t
(25) X, = K. + /0 F(X)  dv  + [)LG(X)S I{Osxs')\(x)s'} m(dsxdx) ,

et pour N[2(X)] on peut alors choisir le processus:

t
(26) N, = //I m(dsxdx) .
t o/R {Osxs‘)()()s}

Ce théoréme peut se déduire du théoréme (19) (sauf qu'ici on n'a pas be-
soin de faire l'hypothése (H1)-(a), ni de supposer G(X) localement borné).
I1 est aussi simple d'en faire une démonstration directe:

Démonstration. La formule (26) définit pour chaque XeD wum processus de
comptage, avec ume explosion éventuelle: T =imnf(t: Ntxm) . Si B(X) est
donné par (23), soit Tnzinf(t : B(X)t) n). On a B(X)T <n, et

n

T,
E(Rfrn) = E(/‘)Z}I{Osxs’k()()s} m(dsxdx)) = E[B(X)Tn]‘

I1 en découle que TnsT p.s. Comme lim(n)TT;l=m par hypothése, on a
T=® p.s., donc N est un processus ponctuel sans explosion, et son com-
pensateur est clairement B(X) . Que (25) donne des solutioms de (1) est
alors évident.m
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§II-b. Un théorédme d'existemce. L'équatiom (25) est de type classique, avec

semimartingale et mesure aléatoire directrices, mais le coefficient

6(X) I{O{x <2 (X)}
toutefois montrer que (25) admet ume solution et une seule (avec explosion),

n'est pas lipschitziem em X, em général. Nous allons

sous des hypotheses relativement faibles.

On dit que la coefficient F est Y-acceptable si 1'équation (6) admet
une solution et une seule, pour toute conditiom initiale K& D: woir [3] ou
[5]1 pour des conditions impliquant que F est Y-acceptable.

(27) THEOREME: Soit F,G,) des applications prévisibles de D dams pP;

on _suppose que F est Y-acceptable, et que A (X)>0 et /Ot’,\()()sds<cn
pour tous XeD, teR, . L'équation (25) admet alors ume solution et ume

seule, avec un temps d'explosion T gqui est prévisible et strictement posi-

tive.

Dire que X est solution avec explosion em T signifie que X est dé-

fini et cadlag sur {O,T[, et que XT_ n'existe pas ou est infini sur 1'

engemble {T<mw}. Ainsi en géméral on n'a pas XeD; 1'équation (25) doit
alors &tre comprise ainsi: si (T ) est ume suite de temps d'arrét annon-
Tn et est solutiom de (25) sur l'intervalle

gant T, chaque X est dams

[o,'rn]l.

no o

Démonstration. a) Pour chaque XeD on note Nx le processus ponctuel dé-
fini par (26): sous les hypothéses faites ici, on a vu plus haut que Nx
ne prend p.s. que des valeurs finies. On définit par récurrence une suite
(X(n) )nz 0

de temps d'arrét: on pose TO:O et X(0)=0; puis

de processus de =‘D et une suite strictement croissante (Tn)n>0

t n
X(n+1)t = Kt + /o F[X(]ﬁl)]deB + 1221 G[X(n)]Ti I{TiSt}

T = inf(t: N’é(“"l) > N’T‘(’“l)) .
n

(28)
n+l

Si X(n) est comnu, en utilisant la Y-acceptabilité de F (dams (6) on

remplace K par K+ 2 G[Xx(n)] 74 I[—Ti m[) on voit que la premiére
]

1l<i<n
équation (28) définit un unique processus X(n+l)e€ D. La seconde équation
définit un temps d'arrét anz Tn qui vérifie Tn+’1> '1'n sur [Tn< ®}.

Considérons les propriétés:

t n-1
X(n), = K -r/oF[X(n)]S v, + in'l G[)((n)],l,1 I{Ti<t}
(29)
X(n) = X(m-1) sur [O,T I,

trivialement vérifiées par n=71. Supposoms les vraies pour p<n. Comme
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,ol?
admet une seule solution, en comparant (28) et (29) on voit que X%nﬂ) =X(n)

sur [0,T [. Par suite GfX(n)]Tn=G[x(n+1)]T sur {T <o}, et d'aprés
n

(28) encore om voit que X(n+l) satisfait & (29): on a donc (29) pour

tout mz21.

1] 1 .
l'équation (6), avec K remplacé par K+ Z’.L‘ién-’l G[X(n)].ri I[T

On déduit aussi de la seconde relation de (29) que A[X(n)] =2[X(n-1)]
sur EO’Tn-‘l] , donc NX(n) :Nx(n-i) sur H_O,Tn_l], donc NX(n) =Nx<p)

sur [O,Tp]] pour p<n., Par suite les n premiers instants de saut de
X(n)

N sont exactement les temps T,,T T

15T 00 la premiére relation (29)

n’
s'écrit alors aussi:

t tATy
(30) X(n)t = K, + /0 F[X(n)]des +/o mG[X(n)]sI{osxs,{x(n)]s}m(ds;dx)

b) Le temps d'arrét Tzlim(n)TTn est prévisible et strictement positif.
D'aprés (29) om définit X sur [O,T[ en posant X=X(n) sur [[O,Tn[[,
et d'aprés (30) X est solution de (25) sur l'intervalle [O,T[.

Nous allons montrer que T est un temps d'explosion pour X . Soit A=

{w:TW)<w, XT_(L:) existe dans R}. On a Aeg‘T_ , donc le temps d'arrét

5=T sur A° et S=m sur A est prévisible, annoncé par une suite

(sn) de temps d'arrét. Défimissons le processus X' sur [O0,Sf par X'=X

sur fO,TL, et X'=X,_ sur [T,S[. Ona N,}r{(p)

=p sur {Tp<o:>3, car
(P

Tp est le p-iéme instant de saut de Dgnc sur 1l'ensemble

{T<w, Tssn} on a pour tout p>1:

x+5n xeSnATp X(p)
N = N = N p ’
T T T
p p P
nsn xusn
et par suite R}T{ =, ce qui contredit le fait que N ne prend que

des valeurs finies. Donc P(T<w,T ssn) =0 pour tout n, donc P(T<S)=0,
domc P(A) =0 . Par suite T est bien un temps d'explosion pour X.

c¢) Il reste & montrer l'unicité. Soit X' une autre solution de (25),
avec un temps d'explosion prévisible T' annoncé par une suite ('1‘!'1) . D'
aprés l'unicité vue en (a), om voit facilement par récurrence sur n que
pour tous n,p>71 on a X(n)Ti’ = X'TRATI') . Il est alors facile d'en dédui-
re que T'=T et que X'=X.®

Il peut 8tre intéressant de savoir que 1l'équation (25) admet une solution
non~explosive. Voici une condition suffisante pour ceci:

(31) COROLLAIRE: Si, en plus des hypothéses du théoréme (27), on suppose
qu'il existe un processus croissant A & valeurs finies tel que




457

/ot'X(X)sds <€A, pour tous Xe¢D,teR, , alors 1l'équation (25) admet une

solution-processus XeD et une seule.

(C'est le cas, par exemple, si (X) est borné par une constante, uniformé-
ment em X).

S
. n
Démonstration. Soit S = 1nf(t.At> n). On a Asn_sn, donc /0 ’A(x)sds
<mn pour tout XeD., Si on reprend la preuve de (27), on em déduit que
X(p) - X(p) 1 .
E(NTpASn)én , et par ailleurs NTpASn=p sur l'ensemble {Tp< Sn}.
donc pP(Tp< Sn)sn, donc P(T<Sn)=0 pour tout n, et comme SnTm
on a P(T<wm)=0.m

§II-c. Un exemple en économie. Le probléme suivant, qui motive cet article,

a été proposé & l'um d'entre nous par 1l'écomomiste B, Wernerfelt.

On veut décrire l'achat d'un bien (relativement courant), qu'um client
recherche dams différents points de vemte (ou petites annonces,...). Ce
client trouve les offres de vente selon un processus ponctuel, dont l'inten-
sité stochastique est fonction des prix des offres précédentes (car si les
prix offerts sont bas, le client fait des recherches ultérieures moins in-
tensives).

On peut modéliser ce probléme ainsi:

Xt@d) = dernier prix observé par le client;

Yt(“) = inf__, XS(U) = prix le plus bas observé avant le temps t;

M(w,t,y) = intensité stochastique instantannée du "processus ponctuel
des offres", a l'instant t, si le prix le plus bas observé
avant t est y;

g(w,t,x) = augmentation (ou diminution) du prix a& 1l'instant t, lors-

que le prix de la derniére offre est x,

L'équation qui régit 1'évolution de X est alors le cas particulier suivant
de 1l'équation (1):

t
xt = XO + /0 g(w’s)xs_(“)) dﬂ[ﬁ(N,B,Ys_(W))]s ’
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