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SUR LA CONTIGUITE DE DEUX SUITES DE MESURES:

GENERALISATION D'UN THEOREME DE KABANOV-LIPTSER-SHIRYAYEV.

G.K. Eagleson (%) J. Mémin (%)

(*):CSIRO Division of Mathematics and Statistics,P.0.Box 218
Lindfield,NSW 2070 AUSTRALIA

(% #) :Département de Mathématiques,Université de Rennes,35042 RENNES CEDEX

Soit P et Q deux probabilités définies sur un espace mesurable (Sk?ﬂ,(?;)teﬂ+

une filtration de® ,il est intéressant de donner des conditions assurant 1'absolue
continuité de Q par rapport d P ou la singularité de P et Q & partir du comportement
limite de certains processus adaptés a (?;).Quand Q est localement absolument conti-
nue par rapport 4 P,c'est a dire quand pour tout t¢ﬁ+,la restriction Qt de Q & 1%

est absolument continue par rapport & la restriction P, de P a ¥, ,Kabanov,Liptser et

t

Shiryayev ont obtenu Eﬂ un résultat caractérisant 1'absolue continuité (resp:la sin-
gularité) de Q par rapport & P en termes de finitude (resp:infinitude) Q-presque su-
re de la variable terminale d'un processus croissant prévisible 1ié au processus den-
sité Z (ol Zt=th/dPt ).

Eagleson et Gundy [2] ont montré que ce résultat,dans le cas d'une filtration dis-

~

créte (ﬁ;)neﬂ,pouvait étre obtenu comme corollaire d'un théoréme général relatif &
une suite (Pn,Q,n)m:[\I de couples de probabilités définies sur des espaces mesurables

anTP) munis de filtrations respectives (T?)jgn;ce théoréme permettant également

d'obtenir des conditions de contiguité de (Qn) relativement & (Pn)neN : (Qn)neN

nelN

est dite contigue relativement a (Pn)neﬂ

ments ol pour chague n oF appartient & m;,on a la relation:

,si,étant donné une suite (Fn)neN d'événe-

. .n _ . . .. n _
lim P (Fn)—O implique  1lim Q (Fn)-O.
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Cette notion de contiguité introduite par Le Caan] en 1960 a un grand intérét
en Statistique:en effet si (Qn)neN est contigue relativement a (Pn)neN et si étant
donné une suite (Sn) de statistiques,les lois de s™ sous P tendent vers une loi li-
mite,alors au moins dans les "bons" cas on peut en déduire une loi limite pour la
suite des lois de S™ sous Q%.La contiguité a été notamment utilisée par Hajek et Si-
aak Eﬂ dans des calculs d'efficacité relative asymptotique de tests et par Hall et
Heyde DJ pour montrer l'existence d'intervalles de confiance asymptotiques minimaux
pour l'estimateur du maximum de vraisemblance.

Lorsque SP=5§7P=7ﬂQn=Q,Pn=P la contiguité de Q relativement & P est 1'absolue con-
tinuité de Q par rapport & P (conséquence immédiate du lemme 2-1),

On peut définir aussi une notion qui pour les suites de couples (Pn’Qn)nEN jouent

~

un rdle analogue & celui de la singularité de deux probabilités P et Q,c'est la sé-

parabilité compléte (voir par exemple Le Cam [id):On dit que (Pn)new et (Qn)neN

- sont complétement séparables,s'il existe une sous suite (Pnk’an)keW et une suite

d'ensembles (F )
Dg

kel\I,chaque Fnk appartenant a 7;k telle que:

. nk _ . n. =
llmkP (Fnk)—O alors que llka k(Fnk) 1.
Nous considérons ici le cadre du temps continu,ol pour chaque n,;n est munie d'une

~

filtration (y:) et nous montrons un théoréme (Théoréme 2-7) analogue i celui de

teR"?
Eagleson et Gundy,donnant comme corollaire le résultat de Kabanov-Liptser-Shiryayev
(Corollaire 2-9) et d'autre part des conditions de contiguité ou de compléte sépa-

rabilité pour la suite (P%,Q") Corollaires 2-8 et 2-12).

nelN (
La méthode de démonstration utilisée est assez différente de celle de [8] srepre—
nant les idées de [2] et s'appuyant d'autre part sur les inégalités de domination
de Lenglart [1ﬂ selle permet de garder tels quels les processus densités 7" et les
processus associés sans faire d'opération de troncation et sans se servir du compor-
tement & 1'infini de martingales ou de sous martingales locales.
Dans une premiére partie nous nous intéressons & deux probabilités P et Q défi-
nies sur Q,%) et aux processus liés au processus densité Z,en exhibant des propri-
étés utilisées ensuite.

Dans la deuxiéme partie,apr@s avoir relié les propriétés de contiguité ou de com-—
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pléte séparabilité au comportement asymptotique de la suite des variables terminales
(Zg)new,nous montrons le théoréme principal et les deux corollaires annoncés.On don-
ne enfin 3 titre d'application une caractérisation de la contiguité lorsque (P",Q")

sont des lois de processus a accroissements indépendants (Théoréme 3-2 et Corollai-
re 3-3 ).

Le language,les notions (et la plupart des notations) utilisés sont ceux de la
théorie générale des processus tels qu'ils sont exposés par exemple dans le livre
[1] de Dellacherie et Meyer ou dans celui [6] de Jacodj;nous ferons souvent référen-

ce 3 ce dernier.

I) ABSOLUE CONTINUITE LOCALE ET PROCESSUS DENSITE

Soit (9,F) un espace mesurable ,P et Q deux probabilités sur (2,F),Tila probabi-
1ité 1/2(P+Q) et (:F‘;)telR"' une filtration possédant les propriétés habituelles pourTt
(c'est & dire:continuité & droite,et pour chaque teRT ¥ contient les ensembles de

de TYprobabilité nulle),on suppose de plus que T"=\t{ ?'{_lgn suppose que Q est loca-

lement absolument continue par rapport & P,et on note Qt (resp:Pt) la restriction de
Q (resp:P)a ?,C'.Il existe (voir par exemple [6], [B] ) un processus Z & valeurs dans
[0,00:] et un seul d un ensemble T\-évanescent prés,('};)—adapté,dont les trajectoires
sont continues & droite limitées & gauche,admettant une limite Z =1lim Z, et qui vé-
rifie thth/dPt pour tout telR+;ce processus a les propriétés suivantes:

(a) (2). g

(b) Soit R=inf{t:2,=0} alors z=78 (processus arr&té en R),0<Z<¢» sur JO,R[
et Zp <ee  sur {0<R< 003

(c) Soit Rp=inf{t:zts 1/p,pelNd,on a: 1imprp=R.

() Pour tout FeF on a Q(F)= ,g,z,dp + Q(FN{Zoo= 1)
en particulier P(Zeo<®)=1 et Q(Ze> 0)=1.

+ est une P-martingale positive;

Z est le "processus densité de Q par rapport & P";notons ‘enfin le résultat suivant:

Q«P = Q(Zgo< o )=1
QLPE= Q(Zg =2)=1
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(Comme de coutume "Q«P" signifie :"Q absolument continue par rapport a P",et "Q1 P"
signifie :"Q et P sont singulidres").
Soit peN,RP le temps d'arrét introduit cidessus,sur EC,RP] le processus Z:1 est
borné par p,on peut donc définir sur cet ensemble 1'intégrale stochastique:
fZ;les & fizfe) ezl (9 par aérinition).
Par recollement on peut définir f(ZS_)—1dZS =M sur l'ensemble stochastique
E= %f [b,Rp] 3M qui est une P-martingale locale sur chaque EQ,RPB ,est appelée (P,E)

martingale locale.Sur E on a Z= &(M) (exponentielle de Doléans de M),plus précisément

_ - _ c ,c _
. Zt- E(M), =exp(M,-1/2 <M",M > ;IZQ(HAMS)exp( aM )
ol <M ,M > est la partie continue de la variation quadratique (notée [M,M] )de M;
aM_ désigne le saut de M en s.

On note B(M) le processus croissant défini sur E par:

. - c .,C
(1): B = UTMT> 4 s%AMi T-1/3¢am <1/23" 2| Yfau_«1/3 ou am>1/23

(1a raison du choix des bornes -1/3 et 1/2 est purement technique et apparaitra au
lemme 1-8).

Soit C(M) le processus croissant défini sur E par:

(2): C(M)t=<MC,MC>‘t’+ 5(1/2 AMS+1—(1+AMS)1/2).

Comme M est une (P,E) martingale locale,B(M) (resp: C(M)) est P-localement inté-
grable sur E,ce qui signifie que pour chaque p,BRp(M) (resp:CRp(M)) est P-localement
intégrable.On peut donc définir (aussi par recollement) §P(M) et EP(M) les P-compen-
sateurs prévisibles respectifs de B(M) et de C(M).

D'autre part (voir par exemple [6],chap.5),il existe des constantes universelles

c et ¢' telles que 1l'on ait:
(3): ) cC(M) < B(M) cc*C(M).

On note enfin BR_(M) la limite limtTRBt(M) (qui a un sens);la relation (3) im-

plique que,en R,B(M) et C(M) ont le méme comportement limite.
Comme {R<e} est Q-négligeable on peut définir Q-presque partout BE(M) et Eﬁ(M),
le résultat de Kabanov,Liptser et Shiryayev que nous montrons dans la deuxidme par-

tie est alors le suivant:

1-2 Théoréme

(a)  aEiM)<e) (E(M)w) =1 &= qu«p
(v) QB (M)=w) =(B(M)=w=) =1 = quip.

On va introduire maintenant les &léments M',B(M') correspondant & M,B(M),mais
pour la probabilité Q.Soit M' 1le prgcessus défini par:

[ C MC S
My = e <S> gt AT B epy 5uF E



323

Mé =0 sur EC

M' est un processus continu & droite et limité a gauche,(?‘;
), -+ et on pose N=M'+U.

)-adapté;on note U le

P-compensateur prévisible du processus (1

t2R ‘teR

1-3 : On peut noter les propriétés suivantes de U:
a) 3 un ensemble |lévanescent prés,U peut &tre choisi de telle fagon que pour
chaque w ,la trajectoire w-U(w) admette seulement des sauts d'amplitude bornée pari.

b) on a la relation : EQ[U”] <1; en effet:
EQ[U EQ[ll Uy ) =Limg Q[Ut] limg E a, [u]= =limg B, [ZtUJ=1mtTaEP Dgtzsdus]

=lim,, i 2,40 <lin, B {f 2, a(1 ,R3] “limg By [(Zgpe)_] ¢1-

1-4 Lemme N est une Q-martingale locale.

I1 suffit de montrer ([6] Théoréme T-23) que NZ est une (P,E) martingale locale;
pour cela,soit pelN,on considére le processus arrété (NZ) P ;comme sur l[O R ]] on a
-1+ftZ d.M ,en appliquant la formuME de Ito aux produits:
)R

P ,((Z =

<MZ) s < ’M >z S W {s<R}

)2)%p , (uz)Bp
on obtient (notant que [M,M]est le processus <MC,MC> +§AM§)

z)%p = -fz__aw® -fu_azlp -fz__alu,M1Te +fz__aa 15 o +feu® M5 paz

2
AV AM
u R u R R
+f( %’s 1+AMu nu(R )P dZs +‘fzsd( uzss 1+AMu ﬂ{u(R;) p +jUsp dZs
+fz__aufp
S— S
ce qui s'écrit:
R AMe AMi R R
(N2)"p = 1-fz__a( 2 aM))"P +( o, T n{S‘R}) P +fz,_du P

ol L est la martingale locale (relativement & P):

L= -fz__afp -fu__aziP +for > azlp + J T

R
P
S 1+AM u<R ) p dZ +IU dZ .

I1 reste donc:

nz)%e = 1-(37 z__af)Fp +(3 2, A1
L—fz
(car zu_(AMi Yy ernngy™ P Yumrnn })

Le dernier terme du membre de droite de l’egahte est une P-martingale locale,

Bp 4 st;dUEP

{s<R3
)—dUs) P

ug sAM\21 n{u=R 3
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donc (NZ)Rp est une P-martingale locale,et NZ une (P,E) martingale locale,ainsi N°

est une (Q,E) martingale locale,et donc une Q-martingale locale puisque R=+0%0 Q.p.s.

1-5 Remargue En reprenant la démonstration,appliquée au processus M'=-M"+ <M®,M%
(au lieu de N),il est facile de voir que M'¢ est une Q-martingale locale continue
qui est la partie "Q-martingale locale continue" de la Q-martingale locale N (et de

la Q-semi martingale M');de plus <M S M S = Mt %> .

que ce processus est invariant par changement localement absolument continu de pro-

babilité;enfin on a facilement la relation: <NC,NC> = <MC,MC> .

d'aprds 1'expression de M' et la remarque précédente on vérifie que 1/Z= E(M') Q.p.s.

Enfin 1/Z est une Q-surmartingale.

On définit maintenant comme pour M,les processus croissants B(N),B(M'),C(M');(re-
marquer que AM'> -1).Compte tenu de la propriété 1-3 a) on a:

+ 2
1 £ £
pour tout teR g;%AUS < ZZAUS_IJ

s<t t

et il n'est pas difficile de vérifier que 1l'on peut trouver des constantes c, et ¢,
telles que 1l'on ait:

(4) B(N) ,<_c1B(M')+c2U et B(M') $c1B(N)+c2U.

Comme N est une Q-martingale locale,B(N) est Q-localement intégrable;comme U est
Q-intégrable (d'aprds 1-3 b)) B(M') est aussi Q-localement intégrable;on peut donc
B

définir les Q-compensateurs prévisibles %Q(N) et M').En adoptant les notations:

1 2 1
B (M) = 3gjan| Liau <-1/3 ou am >1/23  °* B () = B()-B ()

puis définissant de la méme fagon B1(M') et BQ(M'),on obtient le résultat:

1-8 Lemme On a les relations:

~P  ~Q ~P
(5) 176 B°(M) $B°(M') £6 B°(M)  (Q.p.s.)
TR
(6) B (M) =B (M') +U (Q.p.s.)
(1) 1/6 () s 3%M') + U <6 BE(M)  (Q.p.s.)

Démonstration

~

Considérons la fonction de variables réelles & valeurs dans ]-1,+e[et définie
dans 1-1,+=[ par £(x) = -x/1+x;on a £=f | et £([-1/3,1/3)) = [-1/3,1/2] ;enfin si
Xe [—1/3,1/2] on a |f(x)| ¢ 2|x|] de sorte que:
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= (an)?a LT af]
S S S S

{-1/3sam ¢1/23 = {-1/3s8M_%1/23
on en déduit donc la double inégalité:
1/4% B2 (M) <B?(ur) £ B2 (M) Q.p.s;
Montrons le coté gauche de 1'inégalité (5);pour cela soit pélN,et soit Y un proces-—

sus prévisible positif tel que : ~

Q
. t 27 \\R
pour tout t<oe ,on ait EQ[fO Y dB (M )Sp]wo

On a & montrer que,pour tout t:
~Q ~P
t 27 1 \R t 2. R
EQ[fo Y 4B (M )sp] 21/6 B, [fo Y_dB (M)sp]
(On omet dans ce qui suit 1l'arrét en Rp pour ne pas alourdir 1l'écriture.)

E [fty dB'?%M')] =E [fty aB® (') :l>1/h E [ by dBZ(M)s-J— 1/4 E [z ftY aB° (M) ]
Qo s sl ~ "Qllo s s) = Q£s B PL°tY0 “sT Vs
_ rt 2 _ t 2 t 2

= 1/4 EP[_6 Y 7 dB (M)s] = 1/k EPD(; YSZS_(1+AMS)dB (M)S]Z 1/6 Ep[f('J Y 7 _dB (M)S]

(car 1+AM 22/3 sur l'ensemble {s:AMSZ -1/3)

P ~P ~P
1/6 EP[f(‘)tZS_YSdBfé(M)S] = 1/6 By [j&tzsysng(M)s} 1/6 EP[th(;tYSdBE(M)S]

v 3P
1/6 Eg fy v a8 (M)SJ .

Le coté droit de 1'inégalité se montre de fagon analogue.

Pour 1'égalité (6) on procdde par la méme méthode;soit Y un processus prévisible
~Q
t, i R ]
1Y
EQ[{; Y 4B (M') P < o

q [‘GtstBq%M')zp] = Eq[fc;tstB1(M' )gp] - EP[thotstB1(M' >§P]= Ep [“thsstBWM')gﬂ

positif tel que pour tout t on ait:

|avg|
_ ; S R _ R
- EP S< (Zs-(HAMs)Ys 1+AMS Jl{_s<R}) P - EP (s§ Zs—YslAMS'ﬂ{MR}) p
AMS<—1/3 ou AMS>1/2] {AMS<—1/3 ou AMS)1/2}

t 1 R
EP [fE) Zs—stB (M)gP] - EPI:( g Zs—Ys'AMsln{szR)) P:I

{AMS<-1/3 ou AMS>1/2}

~P
t 1P R rt R
EPI_TO z__Y_dB (M)SP] - Ep[fo By Y (1,00 p]

. Ry _
(pour le dernier terme,on note que (Zs_ IAMsl n{szR)) P = Zs-'AMsl ﬂ{s=R=Rp}

|aM | = Z ,car sur 1'ensemble {Z_ >0 3n{s= =Rp3 on
s p} s=

=Zs—n{Zs_> f)}n{s=R=RP§ s—n{s=R=R

a AMS=-1 ).Reprenons la suite des égalités:

~P ~P
Lo e ] - [, o] = m [, 0] - 5 [,
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d'ol le résultat.Les inégalités (7) sont une conséquence directe de (5) et (6).

II) CONTIGUITE ET COMPLETE SEPARABILITE

Dans cette partie on considére une suite d'espaces mesurables (.Q?,'Fn) pour nelN;
pour chaque n (&,F") est muni de deux probabilités P" et Qn,et d'une filtration
(’Fz)telR+ possédant les propriétés habituelles relativement 3 la probabilité T =
1/2(Pn+Qn) qui domine P" et Qn.On suppose que pour chaque n,Qn est localement abso-
lument continue relativement & P"jon définit alors comme dans la premiére partie le
processus densité z",1le temps d'arrét R",avec R” = inf{t:Z2=O},1es temps d'arrét
R; = inf{t:2,

$1/p} ,pour pe N et 1'ensemble E- = %))]IO,R;B;on considére la (P",E™)-mar-
tingale locale M",les processus croissants B(M®) et c(M™),puis la Q"-martingale lo-
cale N" = M'n+Un ol Un est le Pn—compensateur prévisible du processus (1

). ot
{t2R"} 't R
enfin les processus B(N"),B(M'™),c(M'™?).

Etant donné une suite (Xn)nelN de variables aléatoires & valeurs dans R,pour cha-

que n.x étant définie sur (%, %",P%);on dira que (xn)ne est (Pn)-asymptotiquement

uniformément tendue (P™-a.u.t.) si on a: "
limmw(limsupnPn( Ixn| >K)) = 0.

(ceci revient & dire que les points limite de la suite des lois de X sous P" sont

des probabilités sur R.)

On commence par donner des résultats de contiguité ou de compldte séparabilité
en termes de comportement de la suite (Zl; )nel\l;on remarque d'abord que la suite
(Zr;‘.,)n est (P")-uniformément tenduejen effet,soit K0 on a:
Pz >K) £ 1/K Epn [ze] <1/K
et donc limew(supnPn(Zr;.)K)) = 0.

elN

2-1 Lemme (Hall-Loynes [5] )

On a 1l'équivalence entre les trois assertions suivantes:
. n . . ~ n

(a) (Qn)ne[‘l est contlllgue relativement 3 (P )nel\l

(b) (z,,,)mN est (Q )-a.u.t.

. n ny . . . . neon _ o y_
(c) (Z“)neN est (P )-uniformément intégrable et llmnTer (Zgo=00)= 0.

Démonstration

1) (b)) = (a)
. . 1212 . . n _
Soit (Fn)nel\l une suite d'éléments respectifs de ('yn)mw telle que 1lim P (Fn) 0.
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Comme (ZE. )neIN est (Q%)-a.u.t.;étant donné €>0,il existe K et n, tels que pour tout

nyn. on ait:
0 QM (z&>K) £ €/2 .
or Q"(r_) = Q™(F N{Z0 £K3) + Q" (F n{Ze> K3) <7700 o &P+ Q"(z37K)
F n{Zoo<K3

£ K Pn(Fn) + E/2 .

D'aprés 1'hypothése faite sur (Pn(Fn)) il existe n,zn, tel que pour tout nzn

0
on a Qn(Fn)se ,d'ol le résultat.

1

Pn(Fn) <€/2K,de sorte que pour tout nzn,

2)  (a)=> (c) =>(b) (aémonstration de [5] )

ona : QUz%>k) = _&Zn ’ngﬁ aP"  + Q™(Z2 =) ;ce qui donne (c)==(b).
oo
P? (%0 =e0) = 0 ,et donc d'aprds la contiguité de (Q") par rapport 3 (P7):

lim Q" (Zw =) = 0 .
Ainsi pour tout &€>0,il existe n, tel que pour tout nzn, on ait:
Q" (Zeo = 0) < €/2.
On aura maintenant JiZ,.)K}Z"" dP € €/2 (uniformément enn ) & 4 partir d'un nombre
K assez grand ,si on a la P -uniforme intégrabilité de (Z,,° )mN,or cette propriété
découle de fagon classique des deux propriétés suivantes:
(1) suan‘ZE, dP"¢ oo (ici on a supanE,dPn$1 )
(2) si (Fn)nel\l est une suite telle que Pn(Fn)——>O,alors anzi ar" — 0;(on a

bien cette propriété ici puisque _G, 7o aP" ¢ Qn(Fn) et que Qn(Fn)——>O d'aprés la
contiguité de (@™) relativement a = (P%).

2-2 Lemme (P") et (Q%) sont complétement séparables si et seulement si on
nelN nelN

a la propriété suivante:

pour tout K>0 , limsup Q (ZL>K) =
n oo

Démonstration

Si pour chaque KeN ,on a limsup Qn(Zn>K) =1,on peut trouver une suite (n,)
n o K'KeN

telle que nK+1>nK et que: n

n
QK( K

Zeo >K)2 1-1/K
%k Tk "k, Pk
on a ainsi limKQ, (Zoo >K) = 1,alors que limKP (Zes >K) = 0 d'aprds la propriété

d'uniforme tension pour (P") de (Zr']"’)nsu\] ,d'ol la compléte séparabilité.

Réciproquement soit (Qn)nelN et (Pn)nel\l complétement séparables ,il existe une

sous-suite (np) d'éléments F e TP avec:

€N
P P

n n
. P - . P -
11mp1°° P (Fn ) =0 et llmPT“’ Q (Fn ) 1.
D P
"p g n "o 'p "p "p
On a ainsi: Q (an) = nf\{Z«?SK}Z (134 +Q (an\{zm>K3)
P
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n n n
Sk PPE )+ QP2
p

n n
on déduit de 1'hypoth&se faite que limpTw Q P(2.DK) = 1 d'od 1e résultat.

le (c) du lemme 2-1 et le lemme 1-1,il est immédiat que la contiguité de (Qn)nelN re-
lativement & (Pn)nelN se réduit & 1'absolue continuité de Q par rapport 3 P.

La compléte séparabilité de (Qn)ntl\l et de (Pn)nelN se réduit elle & la singulari-
té des probabilités P et Q:en effet soit Fn=F={Z@ =®} on a P(Ze =%)=0 et la compld-
te séparabilité implique que Q(Zoe = )=1.

Déns tout ce qui suit (Fn)nel\l désigne une suite d'éléments respectifs de ('ﬁn)n‘[\I
et on suppose qu'il existe «>0 avec :«sinann(Fn);enfin on notera QFn la probabi-

1lité conditionnelle Qn(.l Fn). n

+,localement intégrable et soit v

n n
Voo )nel\l est QFn a.u.t.,on a la

continu 4 droite limité & gauche,adapté a (T‘E)téR
son Qn—compensateur prévisible .Alors,si la suite (

méme propriété pour la suite (V:l, )neN'

Démonstration

Pour tout temps d'arrét S on a: EQn(Vg) = EQn(vg);ainsi 7" est un processus
croissant prévisible qui domine au sens de Lenglart(voir [11] )le processus crois-—
sant Vn;par conséquent pour tout temps d'arrét S,pour tout £>0, q>0,on a 1'inégali-
té de domination:

n n,osn
<
Q (Vg>e)- 7/& +Q (Vg>q).
I1 est immédiat de voir que 1l'on a aussi (la démonstration en est identique):
n g .n n,¢on
Q ({Vs>e;nFn)5 /),t +Q ({szl}f\Fn).
en prenant S=0°,on a donc:
n,¢.n ~
Q' (Lves>E3nF )< e + Q(1Vm>PNF )

et donc  Qp (Veo>€)< ffex + Q (Vo> .En prenant €=k, )= YK on obtient:
n

F
n

suan; (Ve >K) & 1/&VE + suanE (Voo > VR)
n n

on en déduit le résultat cherché.

nie sur (&n,'ﬁn,('ﬁn) +);s0it g(Xn) le processus croissant défini comme dans la for-

t'teR
mule (1) de la partie I),et B (x") le Q"-compensateur prévisible de B(X"); on note
- e - P N\ _ n
enfin (Xn) le processus I%ro:.ssa,nt défini par (X )t =sup_ . IXS| .

Alors,si la suite (%'Q (Xn)w )neN est Q,;l, -a.u.t.,on a la méme propriété pour la

n
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*

suite ((X'o ) oy -

Démonstration

I1 existe une constante h telle que [x%,x°]"2¢n B(X®)  pour tout nel;
D'aprés 1'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,il existe une constante k telle que
pour tout temps d'arrét S on ait EQn [(Xn)‘s] <k EQn [[Xn,Xn] 1/2] ,pour tout nelN;

S
on a ainsi les inégalités:

n
MY n _ ~Q n
EQn[(X )S] < EQn[th(X )g] = EQn[th (x)g] » ]
de sorte que (X")* est dominé au sens de Lenglart par hkB® (x");en procédant comme

dans la démonstration du précédent lemme 2-4 on obtient le résultat voulu.

On aborde maintenant le résultat principal de ce travail;commencons par une re-—

marque.

2-6 Remarque a) La suite (UE, )nel\l est Q; -uniformément tendue,puisque d'aprés

1-3 b) on a:pour tout c>0 Q; (U2>c) 51/co(.n
b) De a) ,du Temme 1-8 et des inégalités (3),on déduit que les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:
" (gpo:l(Mn))neN est (Q;n)—a.u.t."
n (% X n n
(Boo (M ))nelN est (Q,Fn)—a.u.t."

" '"Pn n "
(Cow (%)) _ v st (Qp )-a.u.t.
n

Il en est de méme des propriétés:

N

n
"pour tout K> O, limsuan;, (BE.(Mn)>K) = 1"
n

~ n
"pour tout K> O, limsuan; (BL (M™y>K) = 1"

n
"pour tout K? O,limsuan; (CE.,(Mn)>K) = 1",
n

2-7 Théoréme

n
(a) Si pour tout K> O 1imsuanrF], (BE,(Mn)>K) = 1 ,alors pour tout K0 on a:
n

limsuan;l, (Zeo>K) = 1.
n

n
. . ~p n .
(b) Si 1la suite (B,.(M'n))neIN est (QFn)—a.u.t. et si

limKT.m(limsuan,;n(supS IAMIS]I)K)) =0

n n
alors (Z”)n est (QF )-a.u.t.

n

elN
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Compte tenu des lemmes 2-1 et 2-2 et de la remarque 2-6 le corollaire suivant

est immédiat.

2-8 Corollaire

Aplh
(a) Si pour tout K» 0, limsup Qn( 3 (MH)>k) = 1,alors les suites (Pn)nel\l et
(Qn)ne sont completement séparables.
(b) Si les suites C,o (Mn)) et sups IAMIsll)nel\I sont (Qn)—a.u.t.,alors la suite

n . n
(Q )ncl\l est contigue relatlvement a (p )nE

Démonstration du point (a) du Théordme

Pour chaque n,notons 2'" = (1/Zn)1/2 = (E(M'n))v2 qui est défini sur [O,@[[
3 un ensemble Q -évanescent prés.En procédant comme dans la proposition II-3 de ﬁ2]
on obtient la Qn~décomposition multiplicative de 7" en:

ARIES S

o D" est un processus décroissant prévisible (positif ou nul) tel que:

r n
P o= 2(A") avee A" = -1/8<MMC 0>, }S:((1+AMén)1/2—1—1/2AMén)Q

et L" est une Qn—surmartingale positive avec Lg = 1.

D'aprés les inégalités (3) de la premidre partie,il existe une constante ¥ >0
"'Qn n n
telle que Beo (M’ )£Y(-Ase) de sorte que:
"‘Qn n n
[Bee M'"DKY € {yho <K}
. n "'Qn n . . . n n . . P
et llmsupn(),F (Beo (M'")>K) = 1 implique que llmsuanF (Aoe4-K/Y) existe et égale
n n

13comme E(An)t < exp(An

t) on en déduit aussi que 1imsuan§, (E(An)o., <exp(-K/¥))=
n

Ainsi 1'hypothése faite entraine que pour tout €>0, limsup Q’F D°,<E) existe et

égale 1.
Maintenant Q,F“ (Z102€) = Q;l (Lo D,?,ZE)_SQ; (13 D2 v £,0%26°/2)
n n n
+ Qp (Lo Doo2 €,0%E%/2)
n
< q (D2.2€%/2) + Q (I >2/).
n n

n,.n ny _ . n f n n 2 .
or @'(Lp>2k ) £ €/2 En [Lo] = €/2 et donc QFn(z,fze)sQFn(D.,.ze /2) + €/2 ;

ainsi liminan; (Z'n> €) = 0,d'oli le résultat.
n

Démonstration du point (b)

. n n
On considdre &(M'") = 1/Z" ;nous avons & montrer que:

lim'\lo(limsuan;n( et 2 '])) =
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D'aprés la seconde hypothése,étant donné €>0,il existe K et n, tels que:
n
sup, QF (supsAM2>K)< €.
0 n
L. ) . . . .
ainsi sup nznOQF (inf Mg -————1 )<€.Considérons dorénavant n2n,
- \n_ nes P!
On pose G" exp(M'®-1/2 <M"C M gAM n{AM' >.|/23)]—SR1+AMS I[AMén>1/2})
et HP = | R | (1+AM'n)exp(—AM;n)
ok sant ez G

Ay K ' v, =K
comme {s.AMS < 1K 3 est fini et que pour tout s AM fy-1 ,sur {s AM 1+K 2

le produit -I_SI(HAMén)exp(—AM;n) >0 de sorte que la limite (Gan)o, existe et d'a-
prés le choix de K,on a:

-K
14K

suan; (eM™),, # (¢"HM)L) < suan; tnf sAMén< J<e.
n n

On va maintenant étudier le comportement limite de G" et de HM.
Commengons par H";a'aprds 1'hypothdse et la remarque 2-6 b) (B?,’,,., (M'n)>nell\l est(QFn)—
n

a.u.t.j;on déduit donc du lemme 2-4 que (Bg (M'n))nel\l est également (Q,;‘1 )-a.u.t.
n

or H" exp( Z (Log(1+AM' M- AM'n))

{s: TTK sAM' 1/2}

exp(-k/2 E n— (AMén)g) pour un k adéquat;de sorte que
< AM' £1/2%

{s: 1+K s

v

1l'on a:
n n
H, 2 exp(-k/2 Bp(M'7)).
Ainsi comme d'aprés ce qui précéde il existe K' et n,2n, tels que:

sup .

L9 (Bu(M'™) 4 2K'/K) > 1-€

1 ™n

on obtient sup .. Q?, (Hr;,zexp(—K')) > 1-&
R

. n '
Occupons nous maintenant de G j;on commence par remarquer que l'on a:

n n nce C n
> 100 - Al
"> exp(M'™-1/2 <M ,M°% ZSAMS ].{AMén> 1/2})

2 exp(W-U"-B"(M'™)) 2 exp(-()*-u"-B(M'™)).
n
Comme (E&(M’n))nel\l et (U )nsN sont des suites (Q,; )-a.u.t. (remarque 2-6),on dé-

n n

duit de la premidre indgalité (L4) de la partie I) gque ('ﬁ% (Nn))nelN est aussi (Q?, )-
RS e (R n n

a.u.t.;d'aprés le lemme 2-5 ((N >°°)neN est donc (QFn) a.u.t..

Ainsi ((Nnt;+UE, +B12°(M'n))neﬂ est (Q; )-a.u.t.,et il existe K" et n, tels que:

n
suananan(exp(—(Nnt—U: -Bo(M'™)) > exp(-K")) 21-&
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no,o. . n
de sorte que sup (liminf G, > exp(-K")) 2 1-¢
nzneo'Fn t°t

En résumé,pour tout £70,il existe K' et K" et n, avec

suPnzn2

n
Q’F (E(M'n)o. > exp(=(K'+K"))) 2 1 - 3¢,d}ol le résultat.

n

On consid®re maintenant (&8,%%) = (2,%) ,'FE = ’Ft et la situation de la partie I) a-
vec les probabilités P et Q.Compte tenu du lemme 1-1,le théoréme 1-2 (de Kabanov,Lip-

tser et Shiryayev) découle immédiatement du résultat suivant:

2-9 Corollaire

On a 1'égalité [ BM) =3P S (7,.= oo},

Démonstration
Soit X = Q(iIZ,(M) =po),on commence par supposer % # O et on note F={§E,(M) =°°3;
1'hypothése de la partie (a) du théoréme 2-7 est satisfaite pour la probabilité con-

ditionnelle Qg de sorte que pour tout K on a QF(Z°_>K) = 1 ,et ceci implique que:
~p
{ Be(M) =0=3c{z, =23 , Q.p.s.

Pour & = 1 ,la démonstration est terminée ,on a 1'égalité désirée; pour d# 1 on note
F'={§§.(M)<o¢} ,alors Q(F') = 1-&>0;ainsi les hypothéses de la partie (b) du théore-
me sont satisfaites et limKQF,(Zooﬁ K)=1 ce qui implique Zy<e> sur F' et F' est

inclus dans { Zg.<0e} Q.p.s.,d'od F contient {Ze=%3 Q.p.s.,et on a le résultat dé-
siré.Si ® =0,le raisonnement précédent s'applique & F'={§E.(M)<°°} et on a 1'inclu-

sion {%E,(Mkao}c {Zeo <223 ,d'00 1'égalité puisque Q(gi(M)<°')=1.

Revenons au cadre général décrit;dans la partie (b) du corollaire 2-8,les condi-
tions introduites ne sont pas homogénes,puisque la premidre porte sur des termes pré-
visibles,alors que la seconde porte sur les processus (sups IAMEI) qui ne sont pas
prévisibles;en fait on peut aussi décrire cette derniére condition en termes prévi-

sibles jceci fait l'objet du lemme suivant.

2-10 Lemme Pour tout nelN,pour tout Ié positif,notons Gn(K) le processus défini sur

n n =2 9 n_ Lo . .
E  par Gt(K) x 1{|AMI51|>K§ et G (K) son Q -compensateur prévisible (qui est dé

fini car G (K) est localement intégrable);alors,on a 1'équivalence entre les deux
assertions:

. n n
(1) La suite (sups IAMsl )nel\l est (Q )-a.u.t.

n
(2)  Pour tout €0, limKTon(limsuann(E(i (K)2e)) = 0.
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Démonstration

C'est une conséquence directe de la double in&galité suivante que 1l'on peut trou-

~ + =
ver dans ( [7],1emme 3-12 ,dans le cas ol téR ),et que nous redémontrons:
=+
Pour tout £>0,pour tout téR on a:

~ n
Q"(sup,, InM2]>K) ¢ €+Qn(GS (R)2€)

n
n ~Q n
2 < € A .
Q"8 2e) £ (1v2/6)Q" (sup,, |A]>K)
Pour montrer cela,on commence par remarquer que l'on a:

n a _ A, .
Q" (sup, IAMT]>K) = Q7(C(K) 21);

pour tout £>0,on a donc d'aprds 1'inégalité de domination de Lenglart:

~nll
PEEm 21 £+ @] ®26).
Soit alors t;=inf{t:G:(!()2 13,0n a :

n

n
n ~Q .
Q (G ,+n (K)2€) ¢ 1/ EQn[GtAT

n(K)
r.AtK K ]

n n,.n _ a0 .
mais EQn[GtAt;(K)] <Q™Tpet) = QG (M 21)  sit<oss

et Egp E;‘t‘;(x)] < QR = R 2 1).
n Q" n Q" ol : n Q"
entin Q"G 020 ¢ CL 0 - T gm0 2E2) + PE 00 2E/2)

et Q“(ci2 (X) - GSAtn(K) 2€/2) ¢ Q*TRet) £QNE () 21).
K

2-11 gemargue De fagon analogue & ce qui a été fait au lemme 1-8,on peut expri-

mer EQ (K) en termes de chompensateur prévisible d'un certain processus croissant
P"-localement intégrable sur En;pour cela,soit peN,soit Y un processus prévisible

positif tel que pour tout t<e on ait:
n n
tAR ~Q ] < o
Eqn (655 v a@
on a la suite des égalités

EQn[ ot"R: st('égt(‘x))] - E@ [fot"Rg stc‘s‘(x)] = Epn [gtz:st(c:(K))R:]

R n R?
= EPn[( g Z:Ys‘n{'AM‘;P Ki) p]= EPn[( ;Ls—f Zs-Ys(“M{:)nuAMg >K}) p]

Z 9" n
t,n R
= Epn [fo 25-Yg 4 qu “"N{I)n{lmﬁl >k}’ P]

n
P .n

t < R
= B N Y a( 2 “wﬁ)n{lmf’,h Kj) P

on a ainsi 1'8galité:
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N o §

~Q" = T P n
(8) G (K) = (§(1+AMS)1UAMZ|>K3) Q -p.s.

Compte tenu de cette remarque on peut exprimer le corollaire 2-8 (b) sous la
forme plus cohérente suivante (en termes de comportements asymptotiques de varia-

bles terminales de processus prévisibles).

2-12 Corollaire

n . n - .
Q )neIN est contigue relativement & (P )neN si les deux conditions suivantes
sont rempli%s:

(i) (L M) _ g est @-a.u.t.

n
. n n P
(1) Pour tout £>0, lim n  (limsup Q ((ZS: (1+AMS)JL{|AM:| >K}>ze>) =0

III) APPLICATION AU CAS DES PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS

Soit (Qr_l,'}:n)m_N,Xn un processus continu 3 droite limité a gauche sur (S{I;'Fn),
3 valeurs réelles;('F:)teR+ désigne la plus petite filtration rendant b adapté et
on suppose que R = \t/ftl ;soit P" et Qn deux probabilités définies sur (_Qr.l,'Fn) fai-
sant de X" une semi martingale et un processus 3 accroissements indépendants (p.a.
i.) ;on note bn,cn,Fn (resp:b'n,c'n,F'n) les caractéristiques de X" comme Pn-p.a.
i. (resp:Qn-p.a.i.).On rappelle que bn,cn,Fn,b'“,c'n,F'n sont non aléatoires et
plus précisément:

b" (resp:b'n) R" — R est continue droite,3 variation finie sur tout com-
pact,nulle en 0; (c'est la dérive du p.a.i.)

M (resp:c'n) R" >R est continue,croissante,nulle en 0; (c'est la fonction
associée 3 la partie diffusion du p.a.i.)

o (resp:F'n) est une mesure positive sur R+wR ne chargeant pas IR+x {03 ni

{0} xR, telle que pour tout teR T8 *R) ¢ 1 (resp:F'"({t}xR) £ 1) avec:
&Fn( [0,t],dx) 1Ax>¢ oo s (resp:‘&F'n( [o,t],ax) 1Ax2< o)
e e

+
enfin pour tout téR on a:

av™(e) = \&Fn({t} ,dx)1

>
sst

x| 13
(2] _ (3
Ab'(t) = fRF ({t},dx)lux.sl} .
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3-1  Théoréme ([6] théoréme 13-4, [8] théoreme 15 )
Supposons que Qnyn Pn»Fn H
o 1%
Qn est localement absolument continue par rapport a P" si et seulement si on a les
propriétés suivantes:

(a) c'"=c"

(b) pour tout t¢R+,‘(Fn({t] xR)=1):(F'n( {8 xR)=1)
(c) pour tout t¢R+,pour tout xeR F'n(dt,dx)=fn(t,x)Fn(dt,dx) ot £* est une

fonction borélienne sur R'xR vérifiant:
fR+xR|XI1{ Ix| ¢ l}lisst} |fn(s,x)—1 an(ds,dx) ¢ % pour tout tgoo.
(d) 1l existe une fonction borélienne sur R Pn vérifiant pour tout t<ee :
fétﬁn(s)dcn(s) < oo et telle que :
I A HOL IO R Kt o) < I}I{Ssts(fn(s,x)—l)Fn(ds,dx).

(e) 1la fonction non aléatoire T définie par:

'6: = ](')"({g‘(s))zdc‘s‘ + 1/2 fR+xR1[Séti(1—an(s,x))2Fn(ds,dx)

+1/2 s; VP (g3 - Vi-r (3=
est finie pour tout t< oo .,

~n ~p" n, _n
Ici C représente le processus C (M'),P -compensateur prévisible de C(Mn) dé-
fini par la formule (2) de la partie I). M est alors la (Pn,En)—martingale locale
de partie continue an(s)an: et dont les sauts sont tels que:

AMI; = (fn(s’Ax:)_l., L'rlﬁ_{i}_"‘&):ll

F'( {s}xR)-1

F'7({s} R)-1

ax2403 - [ (£"(s,00-1- e YF(£53,dx)
1)

Dans ce cadre on peut montrer le résultat suivant:

3-2 Théoréme

~n _ n n < -
(1) si limsupnC: =eoo alors (P )neN et (Q )neIN sont ::lompletement séparables.
(2) Pour que (Q )nGIN soit contigue relativement 3 (P )nelN il faut et il suffit

que limsupn& <o et que (supslAMlsll)mlN soit (Qn)—a.u.t.

Démonstration

Compte tenu de ce qui précéde et du corollaire 2-8 on a seulement 3 montrer la

partie nécessaire du (2).Supposons donc que (Q%) e soit contigue relativement &
e

n ~n n n S I
(P )neN ,alors limsupnC,,o<oo ;sinon (P )neIN et (Q )neN seraient complétement sépa

rables;montrons qu'alors on a:
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11%1‘@: (lixnsuann(sups |AM:| >K)) =

Si on n'a pas cette propriété,il existe £50 et pour tout keéN un nombre n, avec
' P
n>n tels que 1l'on ait:

(sup 'AM l)k) 28
n
mais P (sup IAM k]>k) —> 0 quand k —> o ;en effet:

T O M k n x e
P “(sup_laM >0 ¢ (gIAMS |1“AMSk|> (20 € (BaM D> K pour k>1/3

"k, Pk "k
ensuite d'aprd@s la remarque 2-6 et le lemme 2-4 (Boo (M )k N est (P )-a.u.t.(car
-
(dl')nelN étant déterministe est (P") et (QM-a.u.t. );1'hypothése de contiguité im-
plique donc que: n, n
(su1:oS 'AMS |>k) — 0

d'ol la contradiction.

Dans le cas particulier ol les processus X" sont Pn—quasi continus 3 gauche,en
utilisant le corollaire 2-12 on peut obtenir une caractérisation simple de la con-
tiguité.

3-3 Corollaire

+ =
On suppose que pour tout n,pour tout téR ,on a Fn({t:} xR) = 0;(c'est & dire: X"
est pour P" un p.a.i. quasi continu & gauche).Alors, (0 ) est contigue relative-
ment 3 (P ) si et seulement si on a:

i1 existe un entier n, avec les deux propriétés suivantes
(ad Vi 2 2
1) (c: + fl'Rg ( fn(s,x)-l) Fn(ds,dx))n!r10 est bornée
2) la suite (fn)n>n est F'-uniformément intégrable.
=70
Démonstration

Compte tenu de 1'hypothése on a AMn (£" (s, AX )- 1)1{AX 40} ;de sorte que le pro-

cessus GQ (K) défini au lemme 2-10 est d'aprés la remarque 2-11:
~Q _ t n n .
Go ® = S LE (s,x)l{lfn(s,x)_1'>K}F (ds,dx);

d'autre part on a 'Ertl -'f;)tf(vf (s,x)—l)an(ds,dx) + C:'

Or la condition (i) du corollaire 2-12 signifie qu'a partir d'un certain rang ng,

il existe une constante I’ telle que pour tout n Zno on ait:
f;‘f[{(\é (s,x)—l)an(ds,dx) < (ce qui est 1)).

La condition (ii) du m@me corollaire s'écrit:

LimggoLimsup, (f7 Sp'o,m02gn e, o o 17 (ds,dx0) =
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ce qui est 2).0n obtient ainsi la contiguité de (Qn)neN relativement a (P%) N,la
ne
réciproque &tant du fait du lemme 2-10 identique 3 celle figurant dans la démons-

tration du théoréme 3-2.
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