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SUR DES PROBLEMES DE REGULARISATION, DE RECOLLEMENT
ET D’INTERPOLATION EN THEORIE DES PROCESSUS

par C. Dellacherie et E. Lenglart

Séminaire de Probabilités 1980/81

Soit (Q,F,P) un espace probabilisé complet muni d’une filtration
(Ft) vérifiant les conditions habituelles ; ; les processus que nous

considérerons seront indexés par et à valeurs dans T. Nous dirons
qu’une partie Q de l’ensemble  de tous les t.d’a, est une chronologie
si elle contient les temps 0, est stable pour sup et inf (finis).
Etant donnée une chronologie Q, nous dirons qu’un t.d’a. T est 03B8-étagé
s’il existe une partition finie de Q et tels

qu’on ait et T. Ti sur Ai pour i = 1,...~n, et nous désignerons
par (~] l’ensemble des t.d’a. 8-étagés : comme Q contient +ao, il est
clair que le t.d’a. T est 8-étagé ssi son graphe est contenu dans la
réunion des graphes d’une suite finie d’éléments de Q, et que [03B8] est

alors la plus petite chronologie contenant Q et stable par découpage
(i.e. et Une famille X. (X(T))TEQ de v.a. indexée
par la chronologie Q sera appelée un 0-système si elle vérifie la con-
dition de compatibilité ,

pour tout S,T e: Q , on a X(S). X(T) p.so sur {S = T~
et la condition d’adaptation

pour tout T~03B8, X(T) est FT-mesurable.
Il est clair que tout 0-système X admet une extension, essentiellement
unique, en un que nous noterons encore X. Nous dirons en-

fin qu’un processus optionnel X. (Xt) le 03B8-système Z = 
si on a poSe pour tout TEB. Tout processus optionnel se dé-

sagrége évidemment en un 9-système, mais l’opération inverse est bien
plus délicate. Munissons Q et l’ensemble V des v.a. de la topolo-
gie de la convergence en probabilité ; pour que X soit agrégeable,
il est nécessaire que X soit une application mesurable de Q dans V,
à valeurs dans une partie séparable de V ; c’est suffisant si 
d’après un théorème classique de Doob et le théorème de projection
optionnelle (noter que, pour un 03B8-système Z est tout simple-
ment un processus adapté, et que X agrégeant X est alors une modi-
fication optionnelle de X), mais ce n’est pas suffisant si 03B8= comme
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le montre le contre-exemple suivant de Mokobodzki t on prend ~ = C0~1],
F a tribu de Lebesgue, P = mesure de Lebesgue, pour tout t et

on considère le 03C4-système X où X(T) est l’indicatrice de l’ensemble
des w tels que la loi de T charge T(w) ; X ne peut alors être agrégé
par un processus mesurable X car, sinon, on obtiendrait une absurdité
en intégrant X par rapport à la mesure de Lebesgue produit sur
[0,1] xQ de deux manières différentes (selon les "axes" et selon les
" bissectrices "). Cependant, un théorme profond et difficile de
Mokobodzki (cf Do]) assure que, si (Xn) est une suite de 03C4-systèmes
agrégeables telle que lim Xn(T) existe en probabilité pour tout Tet;
alors le ~-système limite X est encore agrégeable (c’est trivial si
on remplace la convergence en proba. par la convergence p.s.). Nous
avons montré par ailleurs, dans [5], que, si 9 est une chronologie
quelconque et l un 0-système se comportant comme une surmartingale
(resp quasimartingale, semimartingale), alors ~ peut être agrégé en
une surmartingale forte (resp quasimartingale forte, semimartingale
forte)- en travaillant même hors du cadre des conditions habituelleso

Etant donnée une chronologie Q, nous allons nous occuper ici, sous
les conditions habituelles, de l’agrégation d’un Q-système s.c,s, ~
droite - défini précisément un peu plus loin - en un processus (~ tra-
jectoires p.s.) s.c.s. à droite : pour il s’agit d’un probléme
de modification ; pour d’un probléme de recollement (le pro-
cessus agrégeant est unique à l’indistinguabilité prés d’après le
théorème de section optionnelle) ; dans le cas général, nous dirons
qu’il s’agit d’un problème d’interpolation (d’où notre titre). D’abord
quelques abréviations allant de soi pour se simplifier la vie : nous
écrirons dans 0" (resp dans 8" ) pour exprimer que

(Tn) est une suite décroissante d’éléments de Q convergeant vers T
élément de Q (resp et vérifiant de plus Tn) T sur T(+m } pour tout n) .;
si H est une partie de nous écrirons "Tn y~, T dans 8 â travers H"
pour exprimer qu’on a TnT dans 9 et que les graphes des Tn sont
contenus dans H {mais pas forcément celui de T).

DEFINITION.- Un X est dit s.c.s. 1 droite si pour toute suite
décroissant® (Tn) dans Q on a p.s. sur l’ensemble

{T . lim Tn} pour tout TsQ .
Lorsque 9 est stable par découpage (i.e. 0- la condition ci-dessus

s’écrit plus simplement t o, n a X(Tn) p. s, chaque fois
qu’on a dans 0. Nous verrons que, si alors tout 03B8-système
s.c.s. A droite est agrégeable par un processus s.c.s. 1 droite. Dans
le cas c’est encore vrai si 9 est "suff isamment présente" dans (~
(voir le n°1~) ~ condition vérifiée par l’exemple (non trivial ) 
mais faux en général (contrairement à ce qui a été imprudemment avancé
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dans [5] qui, en outre, présente une mauvaise définition de la semicon-
tinuité à droite dans le cas 03B8 ~ [03B8]). Ceci dit, afin de ne pas perdre
tout de suite notre rare lecteur dans un dédale de lemmes techniques,
nous commencerons par l’étude des ~-systèmes s.c.s. à droite.

ETUDE DES ~’-SYSTEMES S.C.S. A DROITE

Rappelons d’abord un lemme simple (et crucial pour nous) de Doob

(cf [S] et aussi [-1]), dont nous donnerons une version sophistiquée
à la fin de l’exposé. Afin de ne pas trainer un énoncé démesuré, nous
dirons qu’un ensemble optionnel H est idoine s’il contient 

mais ne contient pas le graphe dans de son début ; si X est un

processus optionnel et H idoine de début T, nous noterons l’en-

semble des tels que 03BE soit valeur d’adhérence de 
quand t tend vers T(w) en restant dans la coupe H(w).

1. LEMME.- Soient X un processus optionnel, H un ensemble optionnel
idoine de début T et x une v.a. F -mesurable dont le graphe est con-
tenu dans Il existe alors une suite (T ) de t.d’a. telle que
l’ on ait à travers H et que x = lim XT p. s.. De plus, si H est
la réunion des graphes d’une suite de t.d’à. appartenant à une chro-
nologie Q, on peut supposer que chaque Tn appartient à [03B8].

DEMONSTRATION. Nous indiquons brièvement une démonstration simple de

ce lemme. D’abord, quitte à remplacer X par X/(1+~X~)~ on peut sup-
poser X et donc x bornés. Posons et définissons par récurrence

un t.d’a. S en prenant une section, à 2-n prés, de l’ensemble
optionnel ( 1} ; ceci fait, posons pour
tout n Tn = inf (S ,S _.) : il est clair que la suite (T ) a les pro-
priétés requises dans la première partie de l’énoncé. Maintenant, si

H est la réunion des graphes des posons sur l’ensemble

{n et ailleurs, puis on véri-

fie sans peine que (T’) a les propriétés requises dans la seconde
partie de l’énoncé,

Voici une première application du lemme, légitimant en particulier
notre définition d’un 9-système s.c.s. à droite

2. PROPOSITION.- Pour qu’un processus optionnel X soit s.c.s. à droite,
il faut qu’on ait

XT ~ lim supnXTn p. s.
chaque f ois qu’ on a Tn~T dans ce, etnil suf f it qu’on ait

lim XT p.s.

chaque fois qu’on a dans 03C4 de sorte que lim XT
n 

existe p, s, .
n - 

n

DEMONSTRATION. La nécessité de la première condition est triviale.
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Pour la suffisance de la seconde, considérons le processus s.c.s. à
droite Y défini par Yt = lim sup s~~t Xs. D’après IV-90 de [6], le
processus Y est progressif. En particulier, la v.a. YT est FT-mesu-
rable pour tout t.d’a. T et le lemme précédent, appliqué à x = YT et
H ~ { (t,w) : t ) T(w) ou entraine qu’on a YT p, so pour tout
t.d’a. T. Mais, comme Y n’est que progressif en général, le théorème
de section nous permet seulement d’en déduire qu’on a X ~ Z où Z est
la projection optionnelle de Y (se rappeler que ZT p.s. pour tout
t.d’a. T). La proposition suivante, qui nous assure qu’on a Z, y ,
nous permet cependant de conclure.

Il s’agit d’un résultat de Bismut et Skalli C~J (utilisé par eux pour
établir la suffisance de la première condition de notre énoncé) dont
nous rappelons brièvement la démonstration.

3. PROPOSITION.- Soient Y un processus progressif s.c.s, à droite
et Z sa projection optionnelle. On a et Z est s.c.s. à droite.

DEMONSTRATION: Comme, pour tout a~IR, l’ensemble {Z ~ a} est la pro-

jection optionnelle de {Y ~ a}, on peut supposer que Y est l’indica-
trice d’un fermé droit aléatoire H. D’après IV-89 de C6~~ le fermé
aléatoire S, adhérence coupe par coupe de H, est optionnel, et, si

IV-89 de [6] avait été bien rédigé, on saurait aussi que la diffé-
rence H-H est la réunion d’une suite de graphes de v.ao ; alors,
grâce à IV-88 de [6], on sait écrire H-H comme réunion de deux en-
sembles disjoints U et V où U est une réunion dénombrable de graphes
de t.d’a. et V un ensemble progressif rencontrant tout graphe de
t.d’a, suivant un ensemble évanescento L’ensemble L=HUV est alors
un fermé droit aléatoire (on a optionnel (on a L=S-U),
égal à la projection optionnelle de H (on a = pour
tout t.d’a. T).

4. THEOREME.- Tout 03C4-système s.cos, à droite en un (unique)
processus optionnel s.c.s. à droite.

DEMONSTRATION. Soit Xun t-système s.c.s. à droite. Nous dirons que
X majore un processus progressif Y si on a p.s. pour tout

t.d’a. T et nous désignons par E l’ensemble des processus optionnels
s.c.s. à droite majorés par X. Nous allons montrer que E admet un
plus grand élément (à l’indistinguabilité près) et que ce processus
agrège X. Comme E n’est pas vide (il contient le processus constant
égal à -ce) , pour prouver qu’il a un plus grand élément, il suffit,
d’après le théorème 2 de C~], de montrer que toute suite d’éléments
de E admet un majorant dans E. Soit donc (Yn) une suite d’éléments
de E et posons Y= supnYn , processus optionnel majoré par X . Puis,
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définissons un processus progressif Y’ par Yt = si

T est un t.d’a., il existe d’après le lemme une suite (T ) de t.d’a.
telle que Tn~~T et lim p.s. si bien qu’on a, p.s.,

lim supnX(Tn) ~ X(T)
et donc Y’ est majoré par X. Ainsi, Y = sup (Y,Y’) est un processus pro-
gressif s.c.s. à droite majoré par X et majorant les Yn, et la propo-
sition 3 nous assure alors que la projection optionnelle de 1 est un

majorant de (Yn) dans E. Ainsi E a un plus grand élément X et il res-
te à montrer que X recolle X. Soit S un t.d’a. et soit

X’ = 

Le processus X’ est optionnel, majore X, est majoré par X, et est
s, c. s, à droite. On a donc X=X’, d’où p. s.. C’est fini.

Nous allons donner une version "intégrée" du théorème. Nous aurons

besoin, pour le démontrer, de savoir qu’un f-système X est s.c.s. à
droite dès qu’on a p. s. lorsque TnT dans ~.
A cette fin, nous démontrons un lemme général sur les Q-systèmes,
qu’on rapprochera de la seconde partie de la proposition 2.

5. LEMME.- Soit Xun 9-système. Pour que X soit un [03B8]-système s.c.s.
à droite, il suffit qu’on ait .

X(T) ~ limn X(Tn) p.s. 
,

chaque fois qu’on a dans [ë) de sorte que limn X(Tn) existe ‘..
En particulier, il suffit qu’on ait

X(T) ~, lim infn X(Tn) p. s.

chaque fois qu’on a TnT dans % .
DEMONSTRATION. Soit UnT dans ; on doit montrer que l’on a p.s.

X(T) ~ lim supn X(Un) et, comme l’ensemble {03C9 : Un(03C9)~~T(03C9)} appartient
à FT et que [03B8] est stable par découpage, on se ramène aussitôt au cas

où l’on a dans Posons x = lim supn X(Un), v. a. FT-mesurable,
puis désignons par H la réunion des graphes des Un et de +00, et par X
le processus optionnel valant 0 hors de HU[T] et tel que Xr (resp
XU ) soit p.s. égale à X(T) (resp X(Un)). Le lemme l entraine alors
l’existence d’une suite (Tn) d’éléments de [03B8] telle qu’on ait Tn~~T
et que x=lim n X(T n )p.s.. , D’où la conclusion.
REMARQUE.- Ainsi un 69-système continu pour la convergence en probabi-
lité est nécessairement s.c.s. à droite (en fait, continu à droite).
Mais, en général, un 9-système Xpeut être continu pour la convergence
en probabilité sans être s.c.s. à droite (pour on peut trouver

un tel X obtenu en désagrégeant un processus optionnel borné X tel que
soit continu dans Aussi nous bornerons nous l étudier les

03B8-systèmes "s. c. s. à droite en espérance" dans le cas où 03B8 = [03B8].
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Nous dirons qu’un [03B8]-système X est s-. c,_.-s. à droite en espérance si

X(T) est intégrable pour tout et si on a

E[X(T)] ~ lim infn 
lorsque Tn+T dans h] .

6. THEOREME.- Soit X un ~-système s.c.s. à droite en espérance. Pour
que I puisse être recollé en un processus optionnel s.c.s. à droite,
il suffit que Z majore une martingale càdlàg (jusqu’à 
DEMONSTRATION. Soustrayant de X le t-système associé à une martingale
càdlàg majorée par X, on se ramène au cas où X est positif. Soient
TnyT dans 03C4 et A~FT ; i des inégalités

E[X(TA)] , lim infn E[lim infn 
on déduit ~ ~

infn X(Tn) dP
et, faisant parcourir FT par A, on obtient p.s..

Quoiqu’on ait obtenu " lim inf " au lieu de "lim sup ", on peut en con-
clure que l est s.c.s. à droite grâce au lemme 5, et on peut alors

appliquer le théorème 4.

7. REMARQUES.- a) Comme application, on retrouve un cas particulier
du théorème 15 de [5] : toute T-surmartingale s’agrège en une sur-
martingale forte (jusqu’à l’infini).

b) Nous avons démontré au passage que tout processus optionnel X
de la classe (D) est s.c.s. à droite dès qu’il l’est en espérance.
En effet, d’après le critère de Mertens d’appartenance à la clas-
se (D), X majore une martingale càdlàg.

c) On peut étendre aux [03B8]-systèmes le critère de Mertens, à savoir,
un [03B8]-système X est uniformément intégrable ssi il existe une v.a.
intégrable x telle que ~Z~ soit majoré par le constitué

des T parcourant ES. La suffisance est bien connue ; la né-

cessité résulte de.l’existence de l’enveloppe de Snell de ~Z~ (cf
théorème 14 de [5]), qui se trouve être uniformément intégrable en
tant que t-système (i.e. de la classe (D) en tant que processus) si

|X| l’est (cela résulte aisément de la démonstration du n°14 de [5]),
et de l’existence de la décomposition de Mertens de cette enveloppe.

ÉTUDE DES 9-SYSTÈMES S.C.S. À DROITE : CAS OU 

Etant donnée une chronologie Q, nous dirons qu’un t.d’a. T est

Q-accessible si son graphe est contenu dans la réunion des graphes
d’une suite d’éléments de Q (soit encore, si T est dénombrablement

9-étagé), et nous noterons 9 la chronologie de ces t.d’a.. Si T
~ 

est un t.d’a, quelconque, on voit aisément qu’il existe une partition
essentiellement unique de {T~ +0153} en deux éléments A,I de !T tels que

TA soit Q-accessible et TI soit totalement 9-inaccessible (i.e. on a
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=0pour tout SeO). Par ailleurs, il est clair que tout

03B8-système X admet une extension essentiellement unique en un 
tème, que nous noterons encore X. D’autre part, nous dirons qu’un
t.d’a. Test 9-adhérent à droite s’il existe des Tn~03B8 tels que 
dans 03C4, et nous noterons 0 la chronologie de ces t.d’a.. Enfin, nous
dirons qu’un t.d’a. Test Q-approchable s’il appartient à la chrono-

logie te) qui, d’après le lemme suivant, est la plus petite chrono-
logie contenant 9 et stable par découpage et pour les limites des
suites décroissantes.

8. LEMME.- 1) On a et 
2) On 

~ -

En particulier, si 9 == [S!, alors Q~ = ~.
DEMONSTRATION. Nous n’insisterons pas sur 1), qui est à peu près évi-
dent (seuls et méritent un instant de réflexion).
Passons à 2). D’après 1), on a et donc on a alors

et il ne reste plus qu’à montrer qu’on a Soit il

existe une partition dénombrable (Ai) de Q et une suite dans [03B8]d
telles que et sur A~ pour tout i. Puis, pour chaque i,
il existe une suite (T ) dans 0 telle que T~ ~ T~ dans T~. Posons pour
chaque i sur Ai et on a S1n~ JS) et 

dans t; par conséquent, si on pose on obtient une suite

dans [03B8] telle que dans 03C4, et donc’T appartient à [03B8]d.
REMARQUE.- Il résulte du lemme que, pour tout t.d’a. T, la partie
[03B8]d-accessible U de Test 9-approchable tandis que la partie totale-
ment )ë)’- inaccessible V de T est totalement 03B8-inapprochable en ce sens
que, pour tout le t.d’ao ess inf {S~03B8 : SA ~ VA } est p.so )VA sur
l’ensemble 

Nous nous donnons désormais dans tout ce paragraphe une chronologie 0
stable par découpage, que nous noterons [03B8] pour rappeler cette hypo-
thèse. Si T est un t.d’a. 83-approchable, nous noterons (T) l’ensem-
ble des suites dans [8) telles que dans ~.

9. PROPOSITION.- Soit X un [03B8]-système et posons, pour tout t.d’à.
[03B8]-approchable T, 

Y(T) . 

Pour chaque il existe telle que

Y(T) - p.s. ,

la famille Y- est un système s.c.s. à droite, et,
si X est s.c.s. à droite, T est une extension de X.



305

DEMONSTRATION. Nous commençons par vérifier que Y est un [03B8]d-système.
L’adaptation est évidente. Pour vérifier la compatibilité, il suffit
de prouver que, pour tout et tout on a p.s.
sur A, et, pour ce faire, il suffit de montrer que les traces sur A

de (T) et sont les mêmes. Or, pour on a évidemment

et, réciproquement, pour (S~)e(T.), si, ayant choisi un
élément de T), on pose alors on a 

et (S~)= (T?). Nous vérifions maintenant que, dans la formule défi-
nissant Y(T), l’esssupest atteint sur (T). Soit donc et soit,
pour tout k, un élément (T ) de (T) de sorte que

Y(T) = p.s..

Nous allons construire telle que ce

qui est un peu mieux que ce qui nous est demandé. Posons

L’ensemble A appartient à Fm et, quitte à raisonner séparément sur A
et sur A~ pour construire notre suite (T ), on se ramène aux cas ex-
trèmes où A=Q p.s. et A=0 p.s.. Si A=Q, on pose sur Ak et
R~ - +0153 ailleurs, puis T~ = ~n * si A . 0, on pose S" . +0153 sur
{T*T~} et ailleurs, puis on considère l’ensemble optionnel~ ~ ~ 

H = 

qui est "idoine" (cf lemmeB) et admet T pour début (pourquoi ?),
le processus optionnel X valant 0 hors de H et tel que Xc.=X(S) p.s.
si S est égal! un Skn ou à +0153 , et la v.a. FT-mesurable x égale a

Comme le graphe de x appartient à et que
H est réunion des graphes d’une suite d’éléments de 0, le lemme 1
nous assure l’existence de (T n )e(T) telle que x=limn X(T n )p,s..
Montrons enfin que T est s.c.s. à droite (le reste de l’énoncé étant
évident). Soit dans !g]~ ; on doit montrer qu’on a.

p.s.

et, quitte à remplacer par où A= {jj: on

peut supposer que dans të)~. Soit, pour chaque k, un élément
de tel qu’on ait p.s. et considérons

l’ensemble optionnel idoine, de début T,
H -= 

le processus optionnel X égal à 0 hors de H et tel que Xc=X(S) p.s.
si S est égal! un T~ ou à +0153 , et la v.a. ~-mesurable x égale!

Le lemme 1 nous fournit alors telle

que d’où la conclusion.

Nous allons étendre maintenant le [03B8]d-système s.c.s. à droite obtenu
ci-dessus en un 03C4-système S.C.8. à droite (lequel se recolle en un
processus optionnel s.c.s. à droite d’après le théorème 4).
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Si T est un t.d’a. quelconque, nous notons T~ sa partie ~1-approchable
et T’ sa partie totalement [03B8]-inapprochable (cf la remarque du n°8).

10. THEOREME.- Soit x un et posons, pour tout t.d’ a. T,

. 

Y(T) . lim supn X(Tn)
sur {T = T°‘} et Y(T) _ -0) ailleurs. La famille T. un

03C4-système s.c.s. à droite, et c’est le plus petit 03C4-système s.c.s.
~ droite majorant nous dirons que c’est l’ enveloppe s, c. s.

à droite de X est s.c.s. à droite, Y est une extension de X.

DEMONSTRATION. Le plus gros du travail a été fait aux n°8 et n~9 .
D’abord 1 est un 03C4-système : l’adaptation est évidente, et 

ayant même trace sur {T III TOC} ; la compatibilité résulte du n°9 et
du fait que, pour on a (T~)A = (TA)o( d’après le n°8. Ensuite,
T est s.c.s. à droite 1 soit TnT dans 2’et, pour tout n, définissons

par sur A- {w s on a et donc

lim supn Y(Sn)= lim supn Y(Tn) d’après le n°g et, sur Ac, on a
(~o pour n grand (dépendant de w) et donc limsup Y(Tn) _ -a~ .

Le reste de l’énoncé est évident.

11. COROLLAIRE.- Tout têt-système s.c.s. ~ droite peut être 

par un processus optionnel s.c.s. à droite.

DEMONSTRATION. Soit X un tel système, et soit 1 son enveloppe s.c.s.
A droite. On d’après le théorème précédent, et ~C s’agrège
en un processus optionnel s.c.s. à droite d’après le théorème 4.

REMARQUE.- Disons que le 0-système X est s.c.i. à droite si -X est
s.c.s. à droite, et continu à droite s’il est à la fois s.c.i. et

s.c.s. à droite. Un [03B8]-système X continu à droite peut être agrégé
par un processus optionnel s.c.s. à droite Y et par un processus op-
tionnel s.c.i. à droite Z, mais il se peut qu’il ne soit agrégeable
par aucun processus optionnel continu à droite (exercice :) ; bien

entendu, ce canular ne peut arriver si car, dans ce cas, on

a Y = Z d’après le théorème de section.

Le résultat suivant a été établi implicitement aux n°5, 6 et ?-c).

12. THEOREME.- Soit X un têt-système s.c.s. à droite en espérance.
Pour que I soit un s.c.s. à droite, il suffit que la fa-
mille des soit uniformément intégrable.

Il est alors agrégeable par un processus optionnel s.c.s. à droite

d’après ce qui précède.
Pour remplir notre contrat, il reste à montrer que, sans supposer Q

égale à tout 0-système s.c.s. à droite est encore un [03B8]-système
s.c.s. à droite si Q est "suffisamment présente" dans 
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ETUDE DES Q-SYSTÉMES S.C.S. À DROITE : CAS GÉNÉRAL

13 Etant donnée une chronologie 9, nous posons pour tout t.d’a. T
Tns9 et 

et, si Q est une sous-chronologie d’une chronologie ~, nous dirons

que 9 est riche dans ~ si on a p.s.~, our tout .

ess sup ess sup D~ (T) ; ;
si tout est 8-étagé (i.e. si ~ est incluse dans (~1)~ on voit
sans peine qu’il suffit de vérifier l’égalité des ess sup pour tout Tee.
Par exemple, si est riche dans (~] est riche dans ~’,
si bien que la relation "être riche dans " n’est pas transitive en gé-
néral) ; ; par contre, si T est un t.dta. totalement IR+-inaccessible
(i.e. si la loi de T est diffuse), et si Q est la chronologie engen-
drée par et T, alors on a ess sup D8(T) _ ~ p.s. et ess sup ~~ (T) - Q,
si bien que 9 n’est pas riche dans 

14 Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les trois condi-

tions suivantes (où c) ~ b) ~ a)) sont suffisantes pour que g soit riche
dans S) s

a) pour TeQ et VsO tels que T~V et T(V sur {T(0153} ,
il existe UsQ tel que T~U~V et T(U sur 

b) pour T,Us A , on a encore ,

c) pour T,Ue; 9, on a encore 8 .

Remarquer que c) est la condition de découpage qu’on rencontre dans le
théorème général de section, et est vérifiée quand Q est l’ensemble des
t.d’a. d’une tribu de Meyer (cf [5]). Noter que c)~b) n’est pas évident.

15. THEOREME.- Tout X est à droite dés qu’il est
Q-s,c,s, à droite ssi Q est riche dans (~ .

DEMONSTRATION. D’abord, la condition est nécessaire. En effet, si Q
n’est pas riche dans ES, il existe TsQ et non négligeable,
p.s. disjoint de tout Définissons alors un 9-système X en
posant, pour tout SE9~

X(S) = 0 sur S(T et sur {S= A

X(S)=1 sur S)T et sur ;

il est clair que l est 9-s.c.s. à droite sans être O-s.c.s. à droite.
Passons a la condition suffisante, qui n’est pas si simple à établir.
D’après le n°5, il suffit de montrer qu’on a chaque
sois qu’on a dans (~ de sorte que x- limn X(Tn) existe. On a
alors ess sup D[03B8] (T) - Q, et donc aussi ess sup 03A9, Q étant riche
dans Ainsi, il existe une partition dénombrable de Q en élé-
ments de FT de sorte que, pour tout k, on puisse trouver une suite (Uk)
dans 9 vérifiant sur Mais, le lemme 17 (voir plus loin), 

n

appliqué pour chaque k à la restriction de notre situation à 
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assure alors ceci : pour chaque k, on peut supposer de plus que, pour
presque tout la suite a une sous-suite en commun avec la

suite (Tn(w)). Comme X(Tn) converge vers x et que X est Q-s.c.s. à
droite, on a alors p.s. sur Q~

X(T) ~ = x

si bien que X est à droite.

Etant donné le nOll, nous en déduisons

16. COROLLAIRE.- Si Q est riche dans [03B8] , tout 03B8-système s.c.s. à
droite peut être a ré é par un processus optionnel s.o.s. à droite.

REMARQUE.- Toute partie D de TE contenant 0 et +a~ est évidemment une

chronologie Q riche dans et la donnée d’un D-systéme X équivaut à
celle d’un processus adapté X ~ indexé par D. Le corollaire dit

qu’un tel processus Y admet une modification qui peut être étendue en
un processus optionnel s.c.s. à droite ssi il vérifie la condition

si on a dans D, alors on a lim supn Yt p. s..

Si la condition nécessaire est triviale, la condition suffisante ne
l’est pas car le "p.s." peut dépendre de la suite (tn) envisagée, et,
même si D est dénomrable, il peut y avoir, pour teD, un continuum de
suites (t ), deux à deux sans sous-suite commune, décroissant vers t.
Voici le lemme-clé pour toute cette partie de l’exposé ; il va un peu

au delà de nos besoins pour le n°15

17. LEMME.- Soient Q une chronologie et T un t.d’a, fini tel qu’il
existe (U ) dans Q vérifiant Supposons donnés un ensemble dé-

nombrable I et, pour chaque iEI, une suite (Tn) de t.d’a. Q-accessi-. ,
bles telle que Il existe alors une suite dans 9 telle ue

SnT et que, de plus, la suite (Sn(w) ) ait, pour presque tout w, une
sous-suite en commun avec chacune des suites (T1n(03C9)), i~I.
DEMONSTRATION. Afin d’être clair, nous commencerons par traiter le cas

où, I étant réduit à un point, il n’y a qu’une suite (T)-c’est le cas
qui nous intéresse pour le n°15. D’abord, quitte à extraire des sous-
suites des suites (Un) et (Tn) en invoquant le lemme de Borel-Cantelli,
on peut supposer que, pour presque tout w, il existe un entier N(w)
de sorte que l’on ait

 Tn(w)
pour niN(w), car, par hypothèse, on a et Donc, quitte à

remplacer Tn par ce qui ne modifie P°° pas les 

pour n grand, on peut supposer qu’on a partout, pour tout n ,
°

Maintenant, chaque Tn est 8-accessible et donc, par définition, a son
graphe contenu dans la réunion des graphes d’une suite (Tn k) dans 9 ;
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on peut évidemment supposer qu’on a pour tout n

et tout k. Enfin, une nouvelle application du lemme de Borel-Cantelli
permet de trouver, pour chaque n, un entier noté n tel que, pour pres-
que tout a~, Tn(w) soit égal à l’une des valeurs Tn , k(w), k variant de 1
à n, pour n suffisamment grand. Par ailleurs, d’après le lemme 9 de [5],
il existe pour chaque n des éléments Sn 2,...,S de Q tels qu’on
ait ...~ Sn n et 
pour tout Il ne reste plus alors qu’a poser 

’

où m ~ sup ( i~0 a 1+...+i  n} et j s n - (1+...+m)
pour obtenir une suite (Sn) ayant les propriétés requises. Pour finir,
voyons rapidement le cas général où I est dénombrable. Ayant choisi
une application de IN sur I telle que tout élément de I ait une
infinité d’antécédents, revenons à la première étape de notre démons-
tration : à l’aide du lemme de Borel-Cantelli, on se ramène par extrac-
tion de sous-suites au cas où l’on a

  U (w)  
pour presque tout M et suffisamment grand, puis au cas où l’on a

Un+1Tn+1n+1UnTnn
partout pour tout n. On termine alors comme ci-dessus. ’

Nous pourrions nous arrêter là ; nous terminerons cependant en donnant
comme promis la forme "optimale" du lemme 1 comme application du 
Rappelons la situation du lemme 1 : on a un ensemble optionnel H idoine,
i.e. contenant t+au}x ~ mais ne contenant pas le graphe de son début T
sur on considère un processus optionnel X et on note Xrj(T) le
fermé aléatoire des tels que ~ soit une valeur d’adhérence
de t quand t tend vers T(w) en restant dans H(w). Nous commen-
çons par établir que est un "bon" fermé aléatoire

18. LEMME.- L’ensemble XH(T) appartient à et il existe une

suite (xk) de sections FT-mesurables de XH(T) telle ue, our tout w,
les xk(w) soient denses dans la coupe selon (u de 

DEMONSTRATION. Comme l’adhérence coupe par coupe d’un élément de la
tribu appartient encore à cette tribu (cf IV-89 de [6]), il
suffit de démontrer la seconde partie de l’énoncé. Quitte à remplacer
X par X/(1+~X~), on peut supposer X borné. Soit (rk) une énumération
des rationnels et posons

yk(w) = inf ( ~ : et (~,w) E (inf ~ _ +oo)
On a 

’

Vm xn ~t (t,w) s Hn ( ~x- ~~  1}
Comme (Ft) vérifie les conditions habituelles, on en déduit sans peine
que Yk est !T-mesurable, et il ne reste plus qu’à poser xk = yk sur
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Maintenant, si (Tn) est une suite de t.d’a. telle qu’on ait 
travers H, nous noterons l’ensemble c’est

un ensemble optionnel idoine, de début T, contenu dans H. Voici alors
la forme optimale du lemme 1

19. THEOREME.- Soit H un ensemble optionnel idoine de début T, X 

processus optionnel et x une section !T-mesurable de 
1) Il existe deux suites (Sn) et (Tn) de t.d’a. telles qu’on ait

Sn~~T et Tn~~T dans « à travers H de sorte que X(Sn )(T) soit indis-

tinp:uable de XH(T) et qu’on ait x = lim p.s.. n
2) Si Q est une chronologie et si H est réunion des graphes d’une

suite d’éléments de Q, alors on peut supposer que les S appartiennent
à 03B8 et les Tn à [03B8].
DEMONSTRATION. L’existence des Tn vérifiant 1) et 2) a été établie
au lemme 1. D’autre part, le lemme 18 nous fournit une suite (xk) de
sections FT-mesurables de telle que, pour tout 03C9, les xk(w)
soient denses dans la coupe de XH(T) selon w. Pour démontrer le reste
de l’énoncé, il nous suffit donc de construire des à travers H

(avec SnSQ pour le point 2)) de sorte que chacune des v.a. x~ soit
une section de ~(T), et, quitte à travailler sur on peut
supposer T fini partout. Le lemme 1 nous fournit, pour chaque k,
des travers H (avec pour le point 2)) de sorte qu’on
ait et, quitte à remplacer H par et à prendre
pour 9 la chronologie engendrée par les Tk, on peut se contenter de
démontrer le point 2). Alors H est réunion des graphes d’une suite

(V ) dans Q, et chaque V est )T, T étant fini et H idoine. Nous pou-
vons supposer, quitte à remplacer Q par une sous-chronologie, que Q
est engendrée par les vm (cela nous assurera que tout SeA majorant T
a son graphe dans H) et nous posons U = obtient ainsi

une suite (Un) dans Q telle que UnT. Le lemme 17 nous assure alors
l’existence d’une suite (Sn) dans Q telle qu’on ait (et cela,
nécessairement à travers H) et que, pour tout k et (presque) tout w,
la suite ait une sous-suite en commun avec la suite (Tk(w)) et
admette donc comme valeur d’adhérence. C’est fini.

APPENDICE

Nous répondons ici à quelques questions posées lors de l’exposé
oral, et à quelques autres qui auraient pu être posées...

(1) le second auteur assure que la grand-mère française n’exige pas
qu’on écrive "soient" au lieu de "soit"
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A. Sous-chronologie totalement ordonnée

Nous reprenons ici, sous une forme améliorée, un résultat de [3]
qui complète le lemme 9 de [5]

20. PROPOSITION.- Toute chronologie dénombrable 8° contient une sous-
chronologie totalement ordonnée Q telle ue 8° soit contenue dans [03B8].

DEMONSTRATION. Soit (Un) une énumération des éléments de QO et dési-
gnons par D l’ensemble des dyadiques de (0,2). Tout deD différent de 1
s’écrit de manière unique

(°) 
où n est un entier et al,...,an un élément de {-1!+1}n. Définissons
alors une application d  V d de D dans 8° en posant et, pour d/1

Vd - (...(Un ln Un+ 1 ) ... ) ) )
où A si ai = -1 et Ci~ = V si ai ~ +1 dans l’écriture (°) de d. Nous
laissons au lecteur le soin de vérifier que dVd est croissante (au
sens large) et que la réunion des graphes des Vd égale celle des Un.
B. Semicontinuité et continuité

Nous donnons ici des extensions "aléatoires" du fait qu’une fonc-
tion s.c.s. est limite d’une suite décroissante de fonctions continues.

21. PROPOSITION.- 1) Un processus X est limite d’une suite décrois-
sante de processus adaptés càdlàg (resp ssi il est optionnel

(resp prévisible) et s.c.s, à droite (resp à 

2) Un processus X est limite d’une suite décroissante de processus
adaptés continus ssi il est prévisible et s.c.s..

DEMONSTRATION. Nous n’avons mentionné les conditions nécessaires que

pour avoir l’occasion de rappeler qu’il existe des processus progres-
sifs s.c.s. à droite qui ne sont pas optionnels, et des processus
optionnels s.c.s. (a fortiori s.c.s. à gauche) qui ne sont pas prévi-
sibles. Passons aux conditions suffisantes ; pour éviter de petites
difficultés causées par t = 0 et t =: +0153 (dont la résolution n’apporte
rien, sauf des complications typographiques), nous supposerons ici nos

processus indexés par ~0,+aoC . D’abord, quitte à considérer un homéo-

morphisme de sur [0,1], on peut supposer a alors

l’approximation (k - 1)/n} , qui Permet de se rame-
ner au cas où X est l’indicatrice d un ensemble aléatoire H. Pour tout

rationnel r) 0 soit Dr le début de cn[ et posons
Ld . U~ Ur ]r,Dr]

L’ensemble Ld est compris entre "l’intérieur" et "l’intérieur droit"
de He tandis que Lg est "l’intérieur gauche " de Hc augmenté éventuel-
lement de bouts des graphes [Dr] se trouvant dans H. Si H est un fer-
mé droit optionnel, alors (Hc- Ld) est la réunion des graphes d’une
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suite (Sn) de t.d’a. (cf n°3) et, Tn étant le début de on a

HC = 
d’où la moitié du point 1) par passage au complémentaire. Pour l’autre

moitié, où H est un fermé gauche prévisible, c’est (Lg- Hc) qui est la
réunion des graphes d’une suite (S ) de t.d’a., prévisibles, et si,
pour chaque n, (Sn) est une suite annonçant S , on a

d’où la conclusion. Enfin, si H est fermé et prévisible, les débuts Dr
sont prévisibles et un résultat d’Emery [9] assure alors l’existence

pour chaque r d’un processus croissant adapté et continu Ar, nul sur
]0, ooC x {r= et, sur ]0, m[ x ir C valant 0 sur [o,r], 1 sur

~Dr,~o~, et strictement croissant sur On a alors

inf r 
et c’est fini.

REMARQUES.- a) Comme la càdlàgité (resp càgladité) d’un processus mesu-
rable borné est conservée par projection optionnelle (resp prévisible)
(cf [7]-VI-~-7)~ on obtient comme corollaire la conservation également
de la semicontinuité à droite (resp à gauche). Mais cela résultait
déjà des n°2 ou 6 - du moins dans le cas optionnel.

b) Voici une autre méthode pour démontrer 1). On commence par éta-

blir, mettons, la première moitié de 1) "sans" filtration, ce qui évite
la manipulation de t.d’a. et fournit aussi la seconde moitié "sans"

filtration en changenant t en 1/t. On retrouve alors 1), avec filtra-
tion, par projection. Noter que cette méthode ne peut fournir 2), la
continuité n’étant pas conservée en général par projection.

C. Du coté gauche

On pourrait évidemment s’intéresser aux 9-systèmes I s.c.s. à gauche
où cette fois 2’désigne la chronologie des t.d’a, prévisibles, Q est
une sous-chronologie de Qf et Xm est FT--mesurable pour tout T~03B8, etc.

Les résultats sont analogues. On peut voir cela soit directement en

paraphrasant le texte (attention à la bonne version du lemme 1), soit
en utilisant les procédés des remarques ci-dessus. Soit, par exemple,
à démontrer qu’un borné X s.c.s. à gauche est agrégeable par
un processus prévisible s.c.s. à gauche X. En raisonnant d’abord "sans"
filtration et en changeant t eà 1/t par deux fois, on agrège X par un
processus mesurable Y s.c.s. à gauche grâce au On projette alors
sur la tribu prévisible pour obtenir X.
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