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UN THEOREME DE HELLY POUR LES SURMARTINGALES FORTES

par Are Uppman

Le but de cette étude est de démontrer pour les surmartin-
gales fortes optionnelles sur [0,-] un analogue au théoréme de
Helly classique dont voici un énoncé:

Soit (fn) une suite de fonctions positives, croissantes
sur [O,uﬂ telle que supnfn(“)4<+w o Alors il existe une
suite (fn ) extraite de (fn) et une fonction f croissante
sur [0,~ﬂ telles que (fnk)converge simplement vers f
sur [0,%].

Le théoréme de Helly, on le voit, énonce une propriété
de compacit® relative séquentielle sur un certain espace de
fonctions muni de la topologie de la convergence simple, C'est pour-
quoi le théoréme de Helly démontré ci-dessous s'inscrit naturelle-
ment dans une étude plus générale des parties relativement compacts
de certains espaces de processus munis d'une topologie de conver-
gence simple. En particulier nous démontrons (théoréme 6) le
résultat suivant:

Soit H une partie uniformément de la classe (D) de

l'espace des surmartingales fortes optionnelles sur [0,“ﬂ
muni de la topologie suivante: une suite généralisée X
converge vers X ssi pour tout t.a. T X% converge faiblement

vers XT dans L', Alors H est relativement compact et tout
point adhérent a H est limite d'une suite dans H.

Mokobodzki a démontré un résultat analogue en théorie du
potentiel pour les fonctions fortement surmédianes uniformement
bornées (voir [3])) - et dont le nGtre peut sans doute en partie
8tre déduit - en utilisant un théoréme trés fin d'analyse, Pour
replacer certaines parties de notre étude dans un contexte beaucoup
plus général , il convient également de consulter l'article de
C. Dellacherie et E, Lenglart [1] sur les problémes de régularisa-
tion etc, en théorie des martingales.

Je tiens ici a remercier plus particuliérement C, Dellacherie
de m'avoir indiqué le sujet de cette étude.
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NOTATIONS, RAPPELS.

Tous les processus considérés sont définis sur un méme
espace filtré ((),?,?t,P),te [0,%0), vérifiant les conditions habituelles.
Le signe = entre deux processus indique qu'ils sont indistinguables,

L'ensemble des t.a. sur [0,~] est noté T,

Un processus A est crolssant si pese t-——»At(W) est une
fonction croissante; on note A 1l'ensemble des processus positifs,
croissants, adaptés avec A, intégrable (non nécessairement c. a d.).

Un processus optionnel, réel X est une surmartingale forte
optionnelle sur [0,) si

1) YIe T X, est intégrable
2) V¥s,T€ T, S¢T implique Xg 2 E{le?s] DeSe

Rappelons qu'une surmartingale cadlag sur [O,w] est une
surmartingale forte optionnelle sur [O,w], mais, méme sous les
conditions habituelles, il existe de nombreuses surmartingales
fortes optionnelles non cadlag (seulement ladlag), Cest le cas
de la projection optionnelle d'un processus décroissant non
nécessairement continu a droite, D'ailleurs, inversement, toute
surmartingale forte optionnelle sur [0,~=] de la classe (D) (i.e.
telle que la famille (Xp,Te T) soit uniformement intégrable)
admet une décomposition de Mertens (voir [2], appendice 1)
X=M-A-B_ ouA est croissant, prévisible, cadlag avec A =0
et eventuellement A, _#A, , B est croissant, optionnel, cadlag
avec B,_w=B, et éventuellement BO;‘O, A, et B, étant intégrables,
et ou M est une martingale forte de la classe (D) i.e. (sous les
conditions habituelles, adoptées ici) M est la version cadlag de
E[M.,\‘?t]. On voit que si 1l'on pose V = A + B_ on obtient la
représentation

VIeT EfXp - X,I%) = E[L - Vi /5q) PeSe

unique si V est prévisible nul en O,
L'ensemble des surmartingales fortes optionnelles sur {0,“’]

sera noté $.

" Nous dirons qu'un processus X est totalement intégrable
sl pour tout T de T XT est intégrable, Si X est totalement
intégrable, i1 peut &tre identifié 4 un élément de (L ) , et dans
la suite cet ensemble sera muni de la topologie produit obtenue
4 partir de la topologie faible U'(Ll ,LM) sur Ll. La topologie
induite sur la partie de (LI ) T constituée des processus totalement
intégrables sera appelée la topologie faible des processus totale-
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ment intégrables, Une suite généralisée Xi de processus totalement
intégrables converge donc vers le processus te.l., X au sens de cette
topologie ssi pour tout T de T 11"‘1’% = Xp pour o(L,L7),

Nous nous servirons abondamment de la propriété suivante:
s0it A un processus croissant,ladlag, adapté; alors il existe un
ensemble dénombrable © de t.a. épuisant tous les temps de saut de A,
le processus des sauts de A etant défini ici par & = A, - A_ .
(Considérer la suite double de teas (Tnk) définie par T =0
et pour k>0 T . = inf{t>T . _,: 1/n+1 <A, - A,_¢1/n} ol l'on
convient que A0_=0, 1/0= 400, et inf P +oo)e

Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a 1l'excellent
livre de C, Dellacherie et P,A. Meyer (2]

ETUDE DES PARTIES RELATIVEMENT COMPACTES DE A.

Ci-aprés (Ai) désigne une suite généralisée dans A.

En un premier temps (l‘emmes 1, 2 et 3) on cherche 4 montrer
que la limite éventuelle de (Ai) au sens de la topologie des proces-
sus t.i., est déterminée par le comportement de A%. pour T appartenant
seulement & un ensemble dénombrable judicieusement choisi,

LEMME 1
Soit ©Qune partie dénombrable de T, Si pour tout T dans
e A,jl‘. converge faiblement vers une limite A(‘I‘) ’
alors on a pour presaque tout w
Vs, T&€8 Sw)sTiw)=> A(S)(O)SA(T)(U)
Démonstration
Pour chaque couple S¢T de © on a pour tout Bef :

IIB(A(T) -A(g))dP = limiS'lB(A.% - A’SL) daP

et par consequent Aqy - A(gy* O DPess sur {s¢T}. Comme 6 est
dénombrable, le lemme est démontré,

LEMME 2
Supposons que pour tout T dans T A% converge faiblement
vers une limite A(T)’ Alors on peut trouver un processusA dans A
et une partie dénombrable © de T tels que: © contient l'ensemble
des tea. constants rationnels (y compris +o ) et épuise
les temps de saut de A, et pour tout T dans @ A(T) = AT PeSe
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Démonstration

Utilisant le lemme 1 en y prenant ©= @ u{+=} on détermine un
négligeable N, tel que pour tout w de Q-N, et pour tous p,q €@, v{=},
P<q impli.que A(p) £ A(q) « Définissons alors le processus
cadlag A" par: A{(w) =0 si wd et A'{(W) = 1imquta(q)(w) sinon,
I1 est alors clair que A* appartient a A.

Soit (J un ensemble dénombrable de t.a. épuisant l'ensemble des
temps de saut de A*, appliquons encore le lemme 1 avec cette fois
e=1 e« On détermine ainsi un négligeable N2 tel que pour
wéN, on a pour tous S,T € 8, S(w)sT(w) implique A(s)(W)sA(T)(w).
Notons @ la réunion des graphes des t.a. dans ©, nous pouvons
alors définir le processus A par:

si weQ-N, At(w) = A:(u) si (t,w)¢ ©

et Ay (w)
sinon Ay (w)

A(T)(w) si (t,wed et t = Tw)
0

On vérifie que A est bien défini et qu'il appartient a A, et le © de
1'énoncé est ful, v},
LEMME 3
Supposons (Ab uniformement intégrable et soit AeA.
Pour que l:LmiAi = A au sens de la topologie faible des
processus t.i.,, i1 suffit que limiA% = Ap (J'(LI,L")) pour
tout T élément de O, ensemble dénombrable de t.a. contenant
G.+U{-o} et épuisant l'ensemble des temps de saut de A,

Démonstration

Soit T un t.a. quelconque, nous allons démontrer que pour tout
BeTF, on a 1im1$ ]B(A,j]; - AT)dP = O, Rangeons les temps de saut

de A en une suite Tn, que nous pouvons supposer

a graphes disjoints, notons D 1l'ensemble {w: e N t.q. T(u):Tn(N)},
C le complément de D, et soit p un entier positif; on peut écrire

i_ i i i

It = le(AT - Ap)dP = [1B1D(AT - Ap)aP + {151, (A7 - Ap)aP
on en déduit la majoration suivante de Iiz
It ¢ (150, 0 (AR-AEP +{g1 Iaap + i1 3 (al,. -a,)ap

$ J1plrawy(Ap-Ag 3 grr:m'k«}(% Ap B Chferciet} ey ~Ar
Soit £€>0 donné, La premiére intégrale tend vers O par hypothése.
o0

Pour la deuxiéme on a limkp[_-}ik-rl {T:Tj<°°}]= 0 (les graphes
sont disjoits) , comme A et donc aussi AT - AT, est u.,i, il est
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possible de choisir k assez grand pour que pour tout i
i
HIB].U fr=r oAy = Ap)aF|< €
johet J
et alors, pour k fixé, on aura pour i assez "grand"
k
i

Ij§°§1B1{Tij3(ATj - ag ape .

Pour la troisiéme intégrale, écrivons

i i
LA

Ici, pour p parcourant :m*, les vea.

5p = Silonhereka) Ay = Ap)

p = 2k'cnflcrekay Ao - A
sont u,i, et convergent p.s. vers O quand p tend vers l'infini;
pour p assez grand on a doncﬂ;phﬂke, Mais pour p fixé 1l'intégrale

l§151c§{1{%&£5ﬂ}u§+, - Ay )ep |
e - ?

peut étre rendue inférieure 4 2& pour i assez "grand" par le procédé
utilisé pour la deuxiéme intégrale, On a ainsi obtenu Ii < 6& pour
i assez "grand".

Une minoration similaire de Ii montre que pour i assez "grand"
—6&511, et le lemme est démontré,

Les lemmes 2 et 3 montrent que si (AT) converge faiblement
pour chaque T dans T, alors (A ) admet une limite dans A dés que
(A_) est u.,i., en particulier A est séquentiellement fermé pour
la topologie faible des processus t.i.

Nous pouvons maintenant donner une premiére caractérisation
des parties relativement compactes de A:

THEOREME 1
Soit H une partie de A, les conditions suivantes sont
équivalentes:
1) H est relativement compacte;
2) pour tout T dans T {Ag: A €H} est faiblement rela-
tivement compacte dans L1;
3) {A,: AcH} est uniformément intégrable.

Démonstration
L'équivalence des 2) et 3) résulte du théoreme de Dunford-Pettis
et du fait que A est positif, croissant.
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D'autre part 1) implique 2), puisque par définition, pour chaque T
dans T, l'application Ah—*AT est continue pour les topologies
considérées,

Montrons donc que 2) implique 1). Soit U un ultrafiltre sur H, par
hypothése 1l'ultrafiltre image UT de U par 1'application continue

A s Ap converge failblement vers un élément A(q) de L‘; les lemmes
2 et 3 permettent alors de construire un processus dans A, limite
de U.

L'autre caractérisation des parties relativement compactes
de A que nous avons en vue, sera un corollaire d'un théoréme de
Helly pour les processus croissants., Pour démontrer ce dernier
nous avons besoin du

LEMME 4
Soit (En,&n) une suite d'espaces topologiques, et pour

chaque n soit F une partie séquentiellement relativement
compacte de En‘ Alors le produit PFn est séquentiellement
relativement compacte dans (\I'ITEn , gﬁn).

Démonstration
On utilise 1l'argument classique de la suite diagonale,

THEOREME 2 (théoréme de Helly pour les processus dans A)

Soit {An: ne]N} une partie relativement compacte de A,

I1 existe une suite extraite (A"K) et un élément A de A

tels que limk.llnk = A.
Démonstration
Le lemme 4 appliqué a {@®) @ui=t’ n €N} montre qu'il existe une
suite (A™) extraite de ?Ag) telle que paur tout qeQu{~} (aR1)
converge faiblement dans L' vers une limite A(q)e et le lemme 1
montre qu'il existe un négligeable N, tel que si wé N, alors VD, q€Q, i~}
p¢q implique A(p)cA)s A(q)(uo). Définissons A* et § & partir de A(
comme dans la démonstration du lemme 2, et posons © = WuQ._u{n}. Le
lemme 4 affirme maintenant qu'il existe une soussuite (A"1k) telle
que pour tout Te @ (Agik) solt faiblement convergente dans Ll. Appelons ‘
A(T) cette limite, le lemme 1 montre qu'il existe N2 négligeable tel
que pour w¢N2 y VS, TeT A(S)(w)eA(T)(u) sur {S¢T}. Nous définissons
maintenant A par:
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si wen =N, A W)= AfW) si (t,u)¢o
et At(w) = A(T)(w) si (t,w)e o

si we NZ At(‘“) =0

Le lemme 3 permet d'achever la démonstration,

Le théoréme de Helly ci-dessus dit donc que toute partie
relativement compacte de A est séquentiellement relativement
compacte, La réciproque est vraie, plus précisément:

COROLLAIRE
Soit H une partie de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes:
1) H est relativement compacte;
2) H est séquentiellement relativement compacte;
3) toute partie infinie, dénombrable de H posséde un
point limite,

Démonstration

Nous avons vu que 1) implique 2), 1l est clair que 1) implique 3).
Supposons que 2) est vérifié, il est facile de voir qu'alors

HT = {AT: AGEH} est séquentiellement faiblement relativement compacte
dans L' pour tout T, Le théoréme d'Eberlein-Smulian montre alors

que HT est faiblement relativement compacte, puis le théoréme 1 que
2) implique 1), On démontre de fagon similaire que 3) implique 1),

Soient E un espace topologique compact, (M,d) un espace
métrique » et C l'espace des applications continues de
E dans F muni de la convergence simple; dans [h] on trouve cité le
théoréme suivant: =8sous ces conditions, soit H une partie de C, alors
tout point adhérent & H est adhérent & une partie dénombrable D de H
(La démonstration est élémentaire: supposons g adhérente a H, posons
E?’k = {x=2(X; ,000,% )€ E" : d(f(x,),8(x;)) < 1/k pour i=l,.e.,n};
la famille {E¥’k}fsu constitue un recouvrement ouvert du compact ER
dont on peut extraire un recouvrement fini {E?ik}i=1 vee,Pn k,et il
est clair que g adhére a la partie dénombrable constitué; pér l'ensemble
des f, de E?ik quand n et k parcourent NN).
Ci-aprés d désigne une distance compatible avec la topologie
produit usuelle sur :mP (6 dénombrable):
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THEOREME 3

Si H est une partie relativement compacte de A, tout point
adhérent a4 H est limite d'une suite dans H,

Démonstration

Soient A adhérent 4 H et © une partie dénombrable de T contenant
Qu{~} et épuisant les temps de saut de A, Soit B la boule unité fermée
de L=, B est compacte pour v(ﬁ',Ll), et le produitTI%HT est de

fagon canonique identifiable & une partie relativement compacte

de l'espace des applications continues sur ( B,c_r(II",L]))g a

valeurs dans (Img,d) muni de la convergence simple., Le théoréme
rappelé ci-dessus montre alors que la restriction de A a4 ©

est adhérente (sur ©) & une partie dénombrable D de H.

Or gz;ﬁf est métrisable puisque 5& muni de la topologie induite

par ¢(L',If) 1l'est, on en déduit 1l'existence d'une suite convergeant
vers A sur 6, On termine en appliquant le lemme 3,

Dans la démonstration nous avons utilisé le fait que si D
est une partie dénombrable u,i. de L‘, alors la topologie induite
sur l'adhérence faible de D par f(L1,Lf) est métrisable, Indiquons-en
la démonstration. Posons <t,= «(L’,E’), soit G la tribu engendrée
par D et < = «(L', £°(a)). On a T™c D™ Inversement, soient feD™
et (fi) une suite généralisée dans D de limite f pour %W, alors f
est G-mesurable et on a pour tout h dans L”

E[f;h) = E[£;E(n(6]] — E[£E[h|G]] = E(fn]

donc f; —> f pour T, et D" =D% D est donc un compact faible pour
Ll(G) qui est, lui, séparable, et D est alors métrisable,

REMARQUE. Nous aurons besoin de 1l'énoncé suivant qui se démontre
comme le théoréme 3:

Soit H une partie relativement compacte de AxL] (muni de la
topologie produit de la topologie de A et de U(L],L”).
Alors tout point adhérent & H est limite d'une suite dans H.
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ETUDE DES PARTIES RELATIVEMENT COMPACTES DE .

Nous allons maintenant démontrer pour l'espace $ des
surmartingales fortes optionnelles sur [O,oo] muni de la topologie
induite par la topologie faible des processus totalement intégrables,
des résultats similaires a ceux obtenus pour A dans le paragraphe
précédent, La démonstration du premier énoncé ci-dessous est
empruntée a [1].

THEOREME 4
Soit H une partie de $. Les conditions suivantes sont
équvalentes:
1) H est relativement compacte;
2) Pour tout T dans T, {XT: Xe H} est faiblement
relativement compacte dans L §
3) Pour tout T, Hy est uniformément intégrables.

Démonstration

Le théoréme de Dunford-Pettis affirme l'équivalence de 2) et 3).
1) implique 2), puisque pour tout T l'application X+~ X, est
continue,

Supposons 2) vraie, Soit U un ultrafiltre sur H, notons X(T) la
limite faible dans L‘ de l'ultrafiltre UT, image de U par X— XT'
Soient S et T deux éléments de T vérifiant S<T pes., on vérifie
que X gy E[X(T)I?S] PeSe Le théoréme sera donc démontré si l'on
peut trouver un processus X dans $ tel que pour tout T X‘I‘ = X(T);
or un tel processus X existe (théoréme 15 de [1] e

Le théoréme de Helly des surmartingales fortes sera dédult
du lemme suivant:

Soit (X®) une suite dans $. Nous supposons (X®) uniformé-
ment bornée avec X®30 et Xff = 0 pesSe pour tout n,

LEMME 5

Sous ces conditions il existe une suite (x"k) extraite

de (X®) et un processus X de $ tels que limkxnk = Xe
Démonstration
Soit K une borne de (Xn). Chaque X® étant de classe (D), il existe
A" dans A tel que pour tout T x,‘r‘ = E[Aﬁ - A'I;HT]' L'ensemble des
A: est alors u,i., en effet, de Os ng K pese pour tout t on
déduit (Garcia) §AlW;2 € 2K (voir (2]). Le théoréme 2 montre
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maintenant qu'il existe une suite (A"K) extraite de (A®) et un
processus A tels que pour tout T A.Irkqonverge faiblement vers AT.
L'espérance conditionnelle étant (fortement, donc faiblement)
continue sur L1 , on en déduit en particulier que pour tout T
E[A k|§ ] converge faiblement vers E[A_,I‘V Jo Ainsi on voit que,
puisque Xp = E[A, - ATl’FT] , On a au sens

de la topologie dont on a muni B, limkx "k = X,

THEOREME 5 (théoréme de Helly pour les surmartingales fortes)
Toute partie relativement compacte de $ est séquentielle-
ment relativement compacte,

Démonstration

Soit donc (X®) une suite relativement compacte de $, nous allons
montrer que l'on peut en extraire une soussuite convergente (Xnk)
Quitte a considérer Xt - Mt (Mt étant la version cadlag de la martin-
gale E[Xwﬁ]) et 4 passer par une deuxiéme extraction de soussuite
pour s'assurer de la convergence a 1! infini (ce qui est possible,
(X,,) etant u.i.), on peut supposer x® positif avec X.. = 0 peSe

Sous ces conditions le lemme 5 montre que pour chaque meIN 1l'ensemble
{Xnun: ne N} est séquentiellement compact, et & son tour le lemme 4
affirme qu'il existe une suite (X°kK) extraite de (X) et une suite
(™) dans $ telles que pour tout m l:l.mk x"kym = YO,

I1 est facile de voir que la suite (Y™) est croissante. Nous allons
montrer que le processus limite Y = 1im'Y™® est dans $ et que
limkxnk Y au sens de la topologie sur $.

Soient Be%, et T¢ T quelconques, on a

(150k - vp)ap = IIB(x“k - X.IrlkAm)dBj p(Xpkam - YR)dP + le(Y’; - Yp)dP
{kaAmt k,me ]N} est u,i, puisque {X } l'est par hypothése, (Y') est
donc aussi u.i., ainsi Yq est limita forte dans L' de (Y e

Il est donc possible de rendre le premier et le dernier terme du
deuxiéme membre de 1'égalité ci-dessus arbitrairement petits (et

cela uniformément en k) en choisissant m assez grand, Puis, pour

m fixé, on rend le deuxiéme terme arbitrairement petit en prenant

k grand., On en déduit que Y est totalement intégrable et limite

au sens de la topologie faible des processus totalement intégrables
de (X"®), Enfin Y est dans $ puisque l'on a pour tous S,Te T

avec 53T Yg = lin¥g € LinB(vR(F,] = E[¥;|%;) (lim. faibles dans L').
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COROLLAIRE
Soit H une partie de $, Les conditions suivantes sont
équivalentes:
1) H est relativement compacte;
2) H est séquentiellement relativement compacte;
3) toute partie infinie, dénombrable de H posséde un
point limite,

Démonstration
La démonstration est exactement la méme que celle du corollairedu the 2.

Soit Xe€ $; si X est de la classe (D), il existe Xea
prévisible nul en zéro unique tel que pour tout T
E[XT-X_rEﬂzE[Ah-ATﬂ&) Pe8S. Pour démontrer notre dernier
énoncé, le théoréme 6, nous nous servons du théoréme 3, ce qui
nous oblige a travailler avec une partie H de $ telle que sur
lradhérence de H l'application X+ AX soit continue. Le lemme 6
ci-dessous, que nous avons adapté d'un théoréme du chapitre VII
de [2], montre qu'il suffit pour cela de prendre H uniformement

de la classe (D) (i.e. tel que {XT: Xe H, Te T} est u.i.).

LEMME 6
Soit H une partie de $. Si H est uniformément de la
classe (D), alors l'application Xr—*Ax est continue sur
1'adhérence de H.

Démonstration

Si H est uniformément de la classe (D), il est facile de voir qu'il

en est de méme de 1l'adhérence de H, Il suffit donc de démontrer que

si H est uniformement de la classe (D) l'application Xhe~AX est
continue sur H. En fait il suffit de vérifier que l'application

X~ Ai de $ dans L1 est continue pour la topologie considérée

sur $ et pour o(L',I”), puisque A?IE = E[Ail"}',r] - E[Xp-X.t%] et 1'esps-
rance conditionnelle est faiblement continue, Cette derniére propriété
montre d'ailleure que nous pouvons supposer X, Pe.S. nulle, Nous pouvons
enfin supposer tous les X continus en +e (remplacer d'abord l'axe des
temps (0,=] par [0,1] & l'aide de f(x)=x/1+x , puis prolonger en une
nouvelle surmartingale Y sur [0,~]) en posant Y, =Y, (=X,,) pour tsl,=~])

Soient (Xi) une suite généralisée dans H admettant X dans H pour

limite, Posons A = Ax et Ai = Axi.
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Pour vérifier, sous ces hypothéses, que pour tout v.a, bornée M
E[HA.¢] = lim E[MA ], nous allons suivre pasa pas la démonstration
du théoréme cité dans (a]
Nous savons que A et A sont prévisibles, introduisant la martingale
cadlag M, = E[M|f. ], nous sommes ramenés 4 vérifier que
" i

E[fM,_an} = 1im E[{M__dal]
Notons respectivement J et Ji ces intégrales., Soit £>0 donné,
définissons la suite de t.a. (Ty) par T, = 0, T, = inf{t>T |Mt-MT Pel.
Sur ]Tk’Tk#Iﬂ on a lMt - MTk‘<E- Posons POUr D& + oo

sP = B[ & M, (g, - A ))

k-1
et Sf la somme analogue relative a Ai. Posons MMMF = m, nous avons

g - 8™ ¢ eE[AL]
et de m8me pour [J - J;l , puis

[s™ - sP|« mE[A. - Ap ]=E[XT ]
et de méme pour fS - S e Nous obtenons alors la majoration
i
Tp)
Or E[A,] = E[Xi] reste bornée, on peut donc choisir & de fagon que
le second terme soit arbitrairement petit. Ensuite, comme les Xi
sont uniformément de la classe (D), et continus en +eq choisissant
p assez grand le traoisiéme terme peut 8tre rendu arbitrairement
petit uniformément en i, Alors, pour p fini fixé, nous avons
linisf = sP puisque 1l'on peut écrire

P - o(, ug 08, - )]

ce qui achéve la démonstration,

lJ-Jl~ [sP - sP|+5E[A.,+A]+E[xT + X

THEOREME 6
Soit H une partie de %, Si H est uniformément de la classe (D),
alors tout point adhérent a4 H est limite d'une suite dans H.

Démonstration

Utilisons 1'énoncé de la remarque suivant le théoréme 3. Considérons

f: & —»AxI}, f(x)a(Ax,X_). f est continue sur l'adhérence de H (lemme 6)
donc: 1) f(H) est relativement compacte dans AxLl, et 2) si X est
adhérent a H alors f(X) est adhérent a f(H). L'énoncé cité affirme alors
qu'il existe une suite x® dans H telle que f(X) soit limite de £(x%)e
Mais cela implique que pour tout TeT
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Xp = E[X-v'FT] + E[aX - A?r((s;T} = 1imnE{xﬁ(¢T] + 11mnE[A£n _ Aff.n(';tr]

et par conséquent Xp = limnxg .

BIBLIOGRAPHIE

(1]

(2]

(3]

(4]

C. DELLACHERIE et E, LENGLART: Sur des problémes de régularisation,
de recollement et d'interpolation en théorie des martingales,
Sém., de Proba. 15, Lecture Notes in Mathématics, Springer.

C. DELLACHERIE et P,A. MEYER: Probabilites et Potentiel, tdme 2,
Actualités Scientifiques et Industrielles, Hermann ,

G. MOKOBODZKI: Ensembles compacts de fonctions fortement sur-
médianes, Sém, de théorie du potentiel n° 4, Lect., Notes in Math.
n® 713, Springer.

JePe TROALLIC: Thése doctorat d'état, Rouen janvier 1980,

Are Uppman

Université de Rouen
Laboratoire de Mathématiques
B.P. n° 67

76130 Mont-Saint-Aignan



