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SUR LA TRANSFORMEE DE HILBERT DES TEMPS

LOCAUX BROWNIENS, ET UNE EXTENSION DE

LA FORMULE D’ITÔ

M. YOR (*)

Introducti.on ~

Ce travail a trois origines :

- d’une part, l’existence, remarquée par Itô - Mc Kean ([~6], p. 72, Problem 1) de la

limite p.s., lorsque a et t sont fixés, et e -~ 0, de :

= t0ds (Bs-a)1{|Bs-a|~~} ~ ~~dx x(La+xt - La-xt),
où (B ) désigne le mouvement Brownien réel, et (LY) une version bicontinue de

ses temps locaux. Cette remarque a déjà été utilisée par C. Yoeurp [11].
- d’autre part, l’article de T. Yamada où figurent des approximations du pro-

cessus continu (A ,t ~ 0), d’énergie nulle, défini par la "formule d’Itô" :
(O.a) f(B) = f(B ) + il f’(B )dB + -21 Af,
lorsque f : R ~ IR admet une dérivée (au sens des distributions) f’ dans L2loc.
(voir les articles de A. Wang ~9’ et M. Fukushima [4] pour les premières études

de Af). En particulier, pour fa(x} _ (x-a), T. Yamada ~10~
f

prouve que A a = lim ’ 

- enfin le travail de R. Bass [2J qui associe au mouvement Brownien (Bt), à valeurs

dans Rd, la famille des temps locaux (La(6) ; t 0 E S d-1 , a eR) des mouvements

Browniens réels (03B8.Bt ; 03B8~Sd-1). L’introduction de cette famille semble très
prometteuse car, pour de "bonnes" fonctions f : Rd ~ IR, la fonctionnelle

additive 0 f(B )ds est représentable comme intégrale des temps locaux La(6),

dans laquelle f igure la transformée de Radon de f ,(voir [2]).

(*) Membre du Laboratoire de Probabilités - 4 Place Jussieu - Tour 56 -
3ème Etage - Couloir 56-66 - 75005 PARIS CEDEX
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Retournons au cadre unidimensionnel : : on montre, au paragraphe 2, l’existence

d’un processus (at(03C9) ; t > 0, aeR), bicontinu, qui coïncide ’p. s. avec

lim 1 (a,t). Pour cela, nous sommes amené tout d’abord à préciser les propriétés

de continuité, en (a,t), des temps locaux du mouvement Brownien réel.

En fait, de façon à étendre également les résultats de continuité de Bass pour
la famille nous étudions, au paragraphe 1, la continuité des temps locaux

associés à une famille de martingales continues qui dépen-
dent de façon lipschitzienne de x.

Enfin, on obtient, au paragraphe 3, des résultats d’approximation du processus

A~, lorsque f E C2(R B {0}) .

Notations : : (5~,~,~, (~i t),P) désigne un espace de probabilité filtré usuel.

Pour tout p E [1,~[, et M martingale locale continue, on note (IM ( ~Hp = ,

avec M - sup On associe à M la famille (Lt(M) ; t > 0, bicontinue

des temps locaux de M

Enfin, les lettres c , Cp désignent des constantes universelles qui varient de

place en place.

1. . SUr la continuité des temps locaux associés à une famille de martingales conti-
nues.

Il est démontré en [IJ que, pour tout p E on a :

(1.a) ~L*(M)~Lp ~ Cp ~M~Hp,

où L (M) = sup La~(M). Une conséquence intéressante de (!.a) est que, si M et N
a 

°~

sont deux martingales locales continues, on a : :

(1. b) sup Ilsup  c + 

uER t L P HP HP HP

On en déduit le

Théorème (1.1) : Soit p E rl,~~, ~ , et (Mx,x ERd) une famille de martin-

gales locales continues telle que : :

(1.c) IIMx - _ C 
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Alors, si Àp > 2(d+Ï) , il existe une version, notée (L (x) ; ; t ~ 0, aER, x ~R )

continue en (a,t,x), des temps locaux 

De plus, pour tous A > 0, 03C1 > 0, et 03B3~]0 ; 03BB 2 - d+1 p[ 
il existe une v.a. finie

H 
A,p,y 

telle que : pour tous a,b, avec lbl  A, pour tous x,y, avec

|x|, |y| ~ 03C1,

sup ~  

Ô - _ {(a-b)~ 2 + jx-y~} ~. .
Démonstration : : 1) D’après l’hypothèse (l.c), et l’inégalité (l.b), prise en u = 0,

avec M = MX - a, :

~sup |Lat(Mx) - Lbt(My)|~Lp ~ Ca,03C1 { |a- b | + |x-y|03BB}½

~ C’A,03C1 {|a-b|2+|x-y|2},

où |b| ~ A, Ixl, IY)  p, et CÂ ) désigne une constante qui dépend de

C,A,p. D’après le lemme de Kolmogorov, il existe donc une version continue 

de 

2) On obtient maintenant (l.d) par application du théorème de

Garsia - Rodemich - Rumsey C5~ (cf., également : : Stroock - Varadhan ~8~, p. 47 et 60).

Si B désigne une boule de Rdx X Ra, , on a .

B dx da B dy db (sup |Lat(x)-Lbt(y)| 03BB)p 
 ~, P-p.s.,

(on note ô = + |x-y|2)½) pour tout À’ tel que . , + d > -l,

’ 03B3 ~ --- - ._.._.._ 
 

_.._.......

Il existe donc une variable aléatoire H(’), finie P-p,s., telle que, pour tous

(x,a), (y,b) EB, on ait : :

sup |Lat(x) - Lbt(y)| ~ H 203B40 du u03BB’ 2-1 u2(d+1) p = H’-03B403B3.
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Corollaire (1.2) : Soit M martingale locale continue, à valeurs dans Rd.

Il existe une version continue, notée (Lt(6) ; t - > 0, 6 E Sd - 1, , a ER) des temps

locaux 

De plus, pour tout y z[, et tous A > 0, T > 0, il existe une v.a. finie

telle que : pour tous a,b, avec pour tous 8,6’ E 

sup ILa(6) - Lb(6’) I  
où ô = ((a-b) 2 + |03B8-03B8’|2)½ .

Démonstration : Par localisation, on peut supposer M uniformément bornée.

Un applique ensuite le théorème (1.1) à la famille x.M avec À = l,

pour tout p > 2(d+1).

Remarque: : On obtient ainsi une famille continue (Lt(x) ; aER, xERd, t > 0)

mais on peut se restreindre à prendre x E car pour tout PER, on al’ égali té :

= à un ensemble négligeable près.

2. Etude dela continuité de Za transformée de Hilbert des temps locaux Browniens.

Appliquons le corollaire (1.2) aux temps locaux du mouvement Brownien

réel cBt). Pour tout (t,03C9), a ~ Lat(03C9) est à support compact ; ; en conséquence,

pour tous T > 0, ~ E’ 0, 1 2[, il existe une v.a. finie telle que :

(2.a) sup |Lat - Lbl  H . 
tT 

t t T,~

D’autre part, on déduit de l’inégalité (l.a) appliquée à la martingale

Bs^u ; u - > 0), lorsque 0  S  t  ~, que, pour tout 1 :

(2.b) E sup |Lat - Las|p] ~ Cp ,

Le théorème de Garsia - Rodemich - Rumsey entraîne à nouveau, pour tout T > 0,

l’existence d’une v.a. 
,É 

telle que : pour tout s,t, avec

ItI  T> 
_l - >E e

(2.c) sup LaI  g~ . .

a 
t s 
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Remarque : Le résultat (2.c) est probablement connu ; 1 toutefois, dans Itô - Mc Kean

I
(C6’, p. 65, 9b)), on trauve seulement : lim 

t s 
= 0, p.s.

st_1 
aER

On peut maintenant énoncer le

Théorème (2,1) : Soit une version bicontinue des temps locaux Browniens.

Alors :

(i)  oe, ~a,t] = 1

(ii) Si l’on note at = ~0dx x (La+xt - 

La-xt ), il existe, pour tous T > 0,

A > 0, ~]0, 2 C, deux variables finies HT ,A,£ et KT A £
telles que : ,

(2.d) : |a|, |b| _ A, sup |Lat-Lbt 1 ~ H |a-b|1 2-~ , ,~ 

tT 
t t - -~T,A,~

~ 

_l - E
(2.e) ~t,s : t,s  T, sup ~La - La~  K A E 

. .

Introduisons, en vue de la démonstration du théorème (2.1), quelques notations :

pour tout intervalle I de R, et tout a > 0, notons l1a(I) l’espace des fonctions

f : : I +R hÕldériennes d’ordre a, muni de la norme :

= sup I + sup |f(x)-f(y)| |x-y|03B1 .

On note encore l~*(I) = n (On supprime partout l’indice I lorsque I = R).

Le théorème (2.1) découle alors des arguments suivants, sans aucun doute très fami-

liers aux analystes (voir, par exemple, P. Koosis [12], p. 140).

1) si f : R + R est à support compact, et appartient à ~*, on a, pour

tout a ER: : I f (a+x) - f (a-x) ~ 1  ~, et si 
. f (a) = 0 (f(a+x) - f (a-x) ) ,

alors, pour tout A > 0, ~ E 
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De plus, pour tout aejo, 2[, on peut estimer comme suit en fonc-

tion de ~f~ , pour tout a’ 2[ : si f est nulle hors si on
a’

note (~ (x) = f(a+x)-f(a-x), , on a , pour , , a* , y~, n > 0 :

|f(a)-f(b)| ~ n0dx x{|03C6a(x) | +|03C6b(x)|} + ~~dx x|03C6a(x)-03C6b(x) |

~ {~1a + 

, 

Glog(C+A) - log .

On prend maintenant r~ = la-bl, , et on majore r~a Ilog nI par un multiple, qui

dépend de A, de na. ’ ’

2) Soit f : : [0, ’il X R -~ R une fonction telle que : :

- il existe C > 0, tel que pour tout t, f(t,.) ~ est à support dans

M.
- 

pour 2 L, m = sup Il f ( t , .) 11/B  w.

- pour tout sup ~f(.,a)~03B1 ([0,T])  ~.

Alors, pour tout 03B1~]0, 1 2[, A > 0, sup ~(f.)(a)~03B1 ([0, T]) est fini, et peut

être majoré à l’aide de C,A, m a , et na, , pour a’ 

La démonstration est tout à fait semblable à celle du point 1) ci-dessus. []

Le module de continuité exact, pour t > 0 fixé, de (Lt ; ; a eR) est connu

(cf. Itô - Mc Kean [6J, , p. 65). . On a : :

(2.f) lim sup 
|La+03B4t - Lat| (03B4 log 1 03B4)½ 

- 2(Lt) Z, , 

Ceci nous permet de raffiner, pour t fixé, celui de (Lt ; ; a ER).

Proposition (2.2) : On a, pour tout A > 0 : :

lim aEA ~ 8(L*t)
½ P-p.s..

°
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Démonstration: (Lt a+x - Lt a-x ), et b = a + ô.

On a, pour tout ~ > 0 :

La I ~ ~0 dx {|03C6b(x)I + |03C6a (x) I } + ~~dx x |03C6b(x) - 03C6a (X) I ,t t Ox a nX 
I a 

I

Pour tout ~ > 0, il existe 03B1~ 
> 0 tel que: pour tout u ER, et tout x E 

on ait. IL 
u+x 

- L u I  (2 + E) (L ) * ½ Yx en p renant n - - S -  a : :. It t - t x - E

~b 1  * 1~~ 2 { 8 dx 4 x 
+ 4 Yo log 1 ($t+~+ ~a ~ ) dx (2+~) (Lt) {

o 

dx 4 --- X-r 
+ 4 ô log 03B4 

s 
x

Notons = s dx = °° dy e y½, ou . u = log 1 03B4.
On montre aisément que, pour tout C > n, il existe uC 

> 0 tel que:

u > uC -=> h(S) 
= 2 - C 03B4(log 1 03B4)3.

On a donc, pour ô suffisamment petit:

’Va , l 
* 

i 1ILt - Ltl 
 (2+E) (Lt) * 

ll2 )
d’où: .

lim sup 
t t 

l  
4 (2+~) (Lt) * I2 

On obtient le résultat cherché en faisant tendre successivement C, puis ~, vers

o. 0

En conclusion de ce paragraphe, explicitons la formule (o.a), pour

fa(x) _ (x-a) (x-a). On montre aisément, à l’aide des régularités de

(Lt ; a ER), que:
~,a . 

(x_a) Lt . 

t (Bs_a)
at = lim dx 2 2 - 1im J ds 

s 

2 2.
E-~ (x-a) +~ E-~0 0 (Bs-a) +~x

Posons F£(x) - 2 x0 du log(u2 + £2) et F(x) = x log x.
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On a, d’après la formule d’Itô usuelle :

F,(B,-a) = F~-a) . ~ ~ lcg[:(B,-a)’ . ~dB, ~ ~ ds -~~2
d’où l’on déduit, en faisant tendre e vers 0 : 

U 
0 -a) +E

= F(B~-a) + f~ 
t 

log 

3. Une extension de la formule d’Itô.

On travaille toujours dans le cadre unidimensionnel. Soit T > 0, et S une

v.a. à valeurs dans Il a été prouve, en [3], à l’aide de la formule de

Tanaka, que l’application : f ~  fi(Lai+1S - LaiS), ainsi définie sur les fonc-
fions étagées f : R ~-R, où f(t) = Z f. h -f(t), se prolonge de façon

i=1 
~ 

unique en une mesure vectorielle sur la tribu borélienne de R, à valeurs dans

L (T~P)’ On note f(a) l’intégrale de f, fonction borélienne bornée, par

rapport à cette mesure vectorielle, et on a l’extension suivante de la formule

d’Itô : si F(x) = x0 f(u)du, alors :

(3. a) F(Bg) = + lJ 
Voici quelques remarques sur cette identité :

1) Du caractère local de l’intégrale stochastique, on déduit que, si f et g sont

boréliennes bornées, et f = g sur [-n,n], alors : f(a) g(a) sur

{B~~n}. Ceci permet d’étendre par localisation, la définition de 

à toute fonction f borélienne, localement bornée.

2) D’autre part, si la variable S est telle que {L ; -ce  a  00} soit une

semi-martingale, l’intégrale f(a) est égale à l’intégrale stochastique

de f par rapport à cette semi-martingale : ceci est une application du théorème

de classe monotone, et du fait que l’intégrale stochastique par rapport à une

semi-martingale est une mesure vectorielle à valeurs dans L .

Or, Perkins [7J vient de démontrer que, pour tout temps t constant,

{L: ;  a  est une semi-martingale.
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3) Ainsi, pour tout t ~ 0, et f localement bornée, on a : AFt = - f(a) d 

si (A ) est le processus continu associé à F(B ) par la formule (O.a). D

La représentation (3.a) rend très intuitif le résultat d’approximation suivant,
fortement inspiré par le paragraphe 2 de JJOJ.

Proposa ~0~ C~.-~ ~ : Soit F : R ~ R, de classe C hors de l’origine, telle que

F* ~ . Alors, pour tout p 

(3.b) lim E[sup |AFt -{f ds F"(B ) + L~t F’(e) - L" F’(-~)|p] = 0

Démonstration: Notons F* = f, et f (u) = f(u) 

On peut supposer F(0) = 0, et donc F(x) = x0 f(u)du. Appliquons la formule (3.a)

à F (x) = fx du f (u) :" ~0 "

(3.0 F,(B,) = t0f~(Bu)dBu - 1 2f~(a)daLat.
Par intégration par parties, on a :

J = - dx 

et donc :

’~Bj~~~’~-1-t~’~).
Enfin, (3.b) découle de ce que:

E[sup|t0 f(Bu) 1(|Bu|~~)dBu|p + sup |Bt0 du f(u) 1|u|~~|p]
i du f2(u)) E[(L*T)] + (F du!f(u)))P E[(B*)!1,

quantité qui tend vers 0 quand ~ ~ 0.

Remarques (3.2) : Ï) On aurait bien sGr pu obtenir directement la décomposition de
par application de la formule d’Ito - Tanaka.
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2) Enfin, d’après les résultats du paragraphe 2, si F " est

impaire, F" > 0 sur (0, ~) , et J dy F"(y)ya  ~~ pour on a :

0+

lim p.s. sup IAt - Jt ds F"(Bs) 1 
B >£) 1 = 0,

tT 
t 

o 
S l S f_
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