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Séminaire de Probabilités XVI
1980 / 1981

1LES INTERVALLES DE CONSTANCE DE <X,%>.
par C. STRICKER

I1 est bien connu depuis 1l'article [1] que si X est une martingale
locale continue , les intervalles de constance de <X,X> et de X sont les
mémes . Que se passe-t-il dans le cas ol X est seulement continue & droi-
te 7

Soit X une martingale locale continue & droite sur un espace proba-
bilisé filtré (Q,E,(Et), P) vérifiant les conditions habituelles . Notons
d'abord que si D, = infit>r, X, # xr} , [X,X]r = [X,X]Dr_ car on a
[X,X] = lim £ (X,

i i+1
contre si X désigne la martingale associée a un processus de Poisson,

- -t )2, la limite étant prise en probabilité . Par
i

[X,X] est constant en dehors des instants de sauts de X mais les inter-
valles de constance de X sont vides .

Examinons maintenant ce qui se passe pour le crochet oblique. Pour
qu'il existe, nous devons supposer que X est localement de carré intégra-

ble .

PROPOSITION, X est constant sur les intervalles de constance de <X, > .

Réciproquement si X posséde la propriété de représentation prévisible,

X,X> est constant sur les intervalles de constance de X,

Démonstration, Soit D, = inf {t>r, X, %>, > <X,X>r§ . On sait d'aprés [2]

(lemme préliminaire 1.0.) qu'il existe une suite de temps d'arrét T, ten-
dant en croissant vers Dr tels que <X,X>T = <X,X>r o« Comme X est locale-

n .
ment de carré intégrable , on peut supposer que E]:Xa,]2 soit finie ., Ainsi
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pour tout tzr , E[XtATn_ Xr]2 = E[<X,X>tATn- <X,X>.] = 0 . Donc X est aus-.
si constante sur [r,Dr[ . Réciproquement supposons que X posséde la pro-
priété de représentation prévisible ; si D, = int {t>r, X, # er , toute
martingale locale est constante sur [r,Dr[ d'aprés les propriétés des in-
tégrales stochastiques . C'est le cas en particulier de la martingale
locale M = A-B ou A est le processus croissant AX% I[D el et B la pro-
jection duale prévisible de A . Or <X,X> = <X',X'> + Brsur 1'intervalle

[O’Dr] , si bien que <X,X> est constant sur [r,Dr[, et la proposition est

démontrée .

REMARQUE, On ne peut guére améliorer la réciproque de cette proposition.

En effet si T est un temps d'arrét totalement inaccessible et si Fn_ # &

on peut construire une martingale X telle que X soit constante sur [O,T['
mais pas <X,X> . Prenons une variable aléatoire bornde Z de dp n'apparte=
nant pas a Fp_ et posons Xt = (Z-E[ZlgT-])Iitan’ X est une martingale de
carré intégrable constante sur [0,T[ , mais la projection duale prévisible
de [X,X] , qui est continue ear T est totalement inaccessible , nhe peut
étre constante sur [0,T] , sinon elle serait nulle, et la martingale X

serait aussi nulle sur [0,T] .
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