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REMARQUES SUR LES PETITES PERTURBATICNS
DE SYSTEMES DYNAMIQUES.

par

. (*)
Piarre PRIOURET

Dans leur article fondamental BJ, Ventcel' et Freidlin donnent des estimations
asymptotiques des probabilités P[y€ eA] lorsque yE est une diffusion sur une
variété compacte de générateur €2A + b, A @&tant un opérateur elliptique. Dans la
derniére partie de son cours 3 1'école d'été de Saint-Flour DJ, Azencott &tend ce
résultat a une large classe de A semi-elliptique sur une variété quelconque. La
méthode utilisée par Azencott est d'é&tablir d'abord les estimations sur un ouvert
de Rd en "transportant” les résultats obtenus pour €B, B mouvement brownien ;
puis de les remonter sur la variété. Cependant, comme le fait remarquer Azencott
a la fin de son cours, il reste encore deux questions : dans le cas Rd, remplacer
1'hypothése ¢ de classe C1 par 0 lipschitzienne et sur une variété, de supprimer
une  hypothése de rang constant de O. C'est ce que nous faisons dans ce travail.
Dans une permiére partie, nous démontrons pour O lipschitzienne, le résultat
essentiel d'approximation d'Azencott (ce n'est pas un gain considérable, mais la
méthode utilisée est quelque peu différente) puis, pour que ce texte soit lisible,
nous indiquons rapidement comment ceci entraine les estimations cherchées. Dans une
deuxidme partie nous recollons ces estimations lorsque A est un tube entourant une
fonetion ; ceci donne immédiatement la minoration puis la majoration en montrant
que la loi de yE est "presque" portée par un compact. Nous remercions Mme Maurel

et M. Brancovan pour de nombreuses et utiles remarques.

I - Premiére partie : Cas de Rd. On se donne sur Rd un champ de matrice d xp

0(x) et des champs de vecteurs b(x), be(x). On suppose :

(1) O,bg,b sont uniformément lipschitziens, bornés en norme par M

(2) be tend vers b uniformément sur Rd.

€ €
On note Ve yt(x) la solution de 1'E.D.S.
€ t € t €
N X + J b (y)ds + EJ o(y_)dB
o €8 0 s’ s

(3) y

oi B est un mouvement brownien P-dimensionnel, défini sur (Q,Et,P).

(*) LABORATOIRE DE CALCUL DES PROBABILITES - 4 place Jussieu - Tour 56 -
Couloir 56-66 - 3&me Etage — 75230 PARIS CEDEX 05
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La méthode d'Azencott consiste a regarder ol se trouve Ve lorsque €B est

prés de f, ceci avec une erreur inférieure 3 exp(- R/ 2). Commengons par examiner
€

le cas oi f Z 0, avec un "drift" 1égérement différent.

On fixe un réel T > O et on note ||u|l= sup{]u(t)| ; t < T}.

Proposition 1 : Soit ce(s,x) et c(s,x) des champs de vecteurs vérifiant :
T

(4) IcE(s,x)l + |e(s,x) ]| < 9(s), s < T avec J <I>2(s)ds < + o,
0
T d
(5) le(s,x) = c(s,y)l < ‘Y(s)|x—y| avec I ¥(s)ds = K <+ ® ;5 <T, x,yeR,
0
. _ X d
(6) c. ¢ uniformément sur [O,T:l xR .

€ P . €
Supposons_que x et h(t) vérifient pour un mouvement brownien 8,

t t
(7) xi =x + J ce(s,xz)ds + eJ O(xs)dﬁz
0 o]
t
(8) h(t) = z + J c(s,h(s))ds.

0

Alors, pour tout R > 0, p > 0, il existe € >0, a >0, r >0 tels que si €< €

et Ix—z| <r, ona:
e tog P[IK° - nl| >, [le6]l< o] < - x.

~ . . s s P €
Démonstration : Pour simplifier on écrira f pour B .

P € .
Commengons par discrétiser le processus X . Soit n > O,

T
=0, t, = —,... =
t0 N o’ ’tn T et

X = x si t, <t<t s k = 0,...,n-1.

Lemme 2 : Pour tout R > 0, y > 0, il existe €°>0_e£n tels que si € < ¢ ,

62 log P[”x6 - xe,n”

v

<

En effet, P[”xE - xe’n“ > Y]

]

-1
P[S/ sup Ixe(t) - XE’n(t)l > Y}

=0t <t<t
n-1 t e Y t e y
< é:) P[t sup IL ce(s,xs)ds| >E:l + PI:SUP'JtEU(xs)stl > 5]'

=5 Tt k
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Mais si ¢, <t <t ., lJt CEdSI < Jt ®(s)ds iVn ”¢”2 et donc la probabilité
k

du premier ensemble est nulle si n > n. Quant 3 la probabilité du second, elle

est — inégalité exponentielle - majorée par 2d exp(- —n—Y—-z—z)-. Et finalement en
8TdM €

choisissant un n assez grand,

2
e log Pf”xE - xa,n” > ﬂ < = log 2dn - nY2 <-R sioec<e.
- 8TdM

Lemme 3 : Pour tout R > 0, p > 0, il existe N >0, a >0 tels que si € < so

) .
€” log P[lk:JO 0(x§)d38” > p 3 ”:;B” < a] < - R.
En effet [ — :]c{“xe - x50 > y}u{“eJo (c(xi) - o(xi’n))dssu > -g—,
K = 5=l < vtk oS Mag ll> 8, ksl < o) = ausuc.
0
- o I R
Toujours d'aprés 1'inégalité exponentielle, P(B) < 2exp( g 7 ) h exp (- —f)
8Te Y K'd €

si Y est choisi convenablement et ¢ < € - D'aprés le lemme 2,

1 R . .
P(A) _<_§ exp (- —2-) s1 n est choisi assez grand et € < ¢

5
Alors sur {e|B|| < a}, on a :

t n
|ej oGE™aB | =€l 5 o ) (B -
0 s SI tk t

B )| < 2Mna
k=0 k+]At tkl\t -

et C

® si o < p/4Mn.

Revenons a la démonstration de la proposition 1,

t t
xi - h(t) = x-z + Jo(ce(s,xi) - c,(s,x;:))ds + Jo(c(s,xz) - c(s,hs))ds + UEt:,
t

L € €
ol Ut —eIoo(xs)st.
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Comme e tend vers c¢ uniformément, on a pour € f_el, et lx—z[ < % e
t
]xt - h(t)l f_%-e_x + ”U€|[+ J W(s)-lx§ - h(s)[ds d'ot ([2] lemme 4.13 p. 130)
0
<% - nll < &+ flujle’ et donc
-K
e[k - ull> o, [8l < o] <¥llull >£ ™, |ksll <]

et il suffit d'appliquer le lemme 3.

Ceci fait, soit £ une fonction continue 3 valeurs RP  telle que

T
J |f;l2ds <a <+ o et définissons des probabilités B sur (Q:ET) par
0

P 1t 1 (T 2
(9) —— = exp(— (£',dB ) - —5 [£']“ds) ; alors (Girsanov)

dpP € s’ s 2 s

0 2e 0
(10) Ei = Bt - % ft est un (Q,fe) brownien et
t . T

(11) L | axp(- % J (£1,dB) + _‘2_ J |f;|2ds). De plus (3) devient,

drt 0 2¢” 70

€ t € t €, =€ =€
(12) y, = x + J ce(s,ys)ds + EJ O(ys)dBS, P p.s., ol
0 0

(13) c.(s,y) = b (y) + o(y)£..

Associons enfin 3 £, la solution g de

t
(14) g, =z + J {b(gs) + O(gs)'f;}dS-
0

On noteta g = Bz(f) ; Bz est 1'application introduite par Azencott dans son cours.

Théoréme 4 : Sous les hypothéses (1), (2), on a, pour ye et g définies par (3),
(14) : pour tout R >0, p > 0, il existe € >0, a>0, r>0 tels que si

€ i EO’ |z—x| <r,

e 10g B[|b° - gl > o, lleB - £]| < a] < - R.
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Démonstration : Posons A = {||y* - g|| > o, ||€8

T
f” <alet U= exp[— ;—J (f;,st):l-
0

On a, d'une part,

T 2
P[U > exp(z\-z—)] < PDJ (fé,dﬁs)l > %] < 2exp (- A 2):
0

€ 2ae

A

et d'autre part,

A A€
P[An(U<exp%:l =E€{§_E_ ; An(Uiexp—z-)}:exp—i-exP‘EP €Y
- € dp® € 2 €
et donc,
a A e E =€ 22
Pla] < exp =5 e exp S5 PE(IY" - gl > o, [|6BF]| < @) + 2exp(- =)
2€ € 2ae

-

Mais le processus yE vérifie (12) relativement i Ee et on est sous les conditions
de la proposition 1. Etant donné R, on choisit A assez grand pour que le dernier

terme soit plus petit que exp(- R/ 2) puis, par la proposition 1, €0 T tels
€

B_:._>L2_i_;a./_?_), d'ol le théoréme.

€

=€, € —€
que P (|y" - gl[>p, [[eB7]| <o) < exp(-
Remarque : Dans le théoréme 4, eo,(x,r ne dépendent que de R,p et a et non de £f.

2 - On notera CCRP) 1'espace des applications continues de [O,Tl dans Rp muni
de la topologie de la convergence uniforme, Co('Rp) celles qui, en plus, sont
absolument continues, CXCRP), C;(]Rp) celles issues de x.
On posera pour fe C(Rp),
v 1 T 2 [
(15) AE) =5 J [f":] dt . si feC, +o sinon.
[o]

Alors on a le théoréme suivant pour le mouvement brownien issu de O, en

notant X(A) = inf(')\\'(f), feA).

Ihéoréme 5 : Soit A un borélien de COCRP),

- X® < 1im €? log P(eBea) < Tim €2 log P(cBeA) < - K(D).

Voir Azencott [1], proposition 3.6.

s g . . . *
Considérons maintenant une matrice d X p O, soit I = 00 et Q 1la forme quadra-

. d PO P . .
tique sur R~ définie par Q(v) = <v,Iv> ; on définit la forme quadratique conju-

guée Q* par :
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inf{|w|2 ; w tel que Ow = v} ce qui équivaut 3

(16) QW)

sup{2<t,v> - Q(t), teRd}.

(17) Q" (v)

1

. . * -1
Remarquons que Q*(v) > ]v|2, que si I est inversible, Q (v) = <v,I v> et

ol * -1, .12
que si 0 est d xd inversible Q (v) = Io (v)’ .

On applique cela au champ de matrice 0(x) et on définit,
2
(18) Q. (v) = |o (x)-v]%,
et on note Q;(v) la forme quadratique conjuguée qui, vu (17) est s.c.i. en (x,v)

* 1 2 .
et convexe en vV, notons que Qx(v) 2% |v]©. Si on pose,

*

(19)  vw = Qv - b(x)
- P 1 2
v(x,v) a les mémes propriétés et de plus, V(x,V) i_f [vl - 1.
2M
Posons, pour geCCRd),
1 T

(20) A(g) = EJ v(g,,8!)dt si g est a.c., + > sinon.

0 t' Tt

T
On voit que {A(g) < a} implique [ |g”2dt < 2MT + 4aMz d'ol 1'on peut déduire
(o]

que {X < a} est un compact de Cx(Rd).

On a les propriétés suivantes (Azencott D], Proposition 2.10).

Proposition 6 : La fonctionnelle A est s.c.i sur C(Rd) et

{g 5 A(8) < a, lgol < b} est compact. De plus, pour, gerCRd),

(21) Ae) = inf{X(5) ; fec ®), g = B ()} - B défini par (14) -

1'inf étant atteint si A(g) < + «. Enfin Bx({’)\\' < a}) = {} < a}.

Remarque : Evidemment si 0 est d xd inversible,

\ 1 (Y - , 2
(® =3 o |o (8)° (8] - b(gt))l dt.

Pour A cC(Rd), on pose,

A(A) = inf(Ag) ; g €A)

et on peut énoncer.
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€ PP
Théoréme 7 : Sous les hypothéses (1), (2), y  &tant défini par (3), om a, pour

tout x eRY et A borélien de CXCRd),
2 : 2 €, \ — 2 € -
= A(A) < lim €” log P(y (x) €4A) < lim €” log P(y (x) €A < @&.

Démonstration : C'est celle du théoréme 2.13 de [1] que nous reprenons pour la

commodité du lecteur.

Minoration : On va montrer un résultat un peu plus général qui nous sera utile

plus tard.

Proposition 8 : Soit geCCRd) telle que A(g) < + et g(0) = z. Pour tout

n>0, p>0, il existe €D>Og£r>0 tels que si eieo et [x—z[<r,

e 1og P[Iy* (0 - gl| < p] > - Ae) - n.

Soit f tel que Bz(f) =g et A(g) = ’)\\‘(f) ~ proposition 6 - et soit R = A(g) + n,

Aly® - gll < o] > flle - £l < o) - Ally* - gll > o, I8 - £][ < o]

alors

> P[“eB - f]| < a] - exp(- %) si o est bien choisi et [z—x| < r
€
- théoréme 4 -.
Mais (théordme 5), si € <€, - A(g) = n/, = - X - nf, < €2 1og P(leB - £]] < @)

< 82 log 2 + Max(s:2 log P(”yE - 8” < p), - R) mais comme R = A(g) + n ce max ne

peut étre — R d'ol le résultat.

Ceci fait, soit maintenant G un ouvert et geG tel que A(g) < + o, il existe

p >0 tel que B(g,p) <G et donc, vu la proposition ci-dessus,

€ € . \ _ . .
P[y eG] > P[”y - gl < p] et lim €2 log P(y° € @) > - A(g) ; g étant arbitraire,
on a la minoration cherchée.
Majoration : Soit A =TF fermé. Si A(F) =0 il n'y a rien 3 montrer. Sinon soit
a>0 tel que a < A(F) et soit R > a. Si Ka={)\_<_a} etCa={r)\\'ia},
Ka = Bx(ca) - proposition 6 -. Soit feCa, g = Bx(f) eKa donc A(g) < a < A(F)
d'ol g¢F et il existe donc Pe > 0 tel que Bx(g,pf) cFC,

De plus, on peut trouver (théoréme 4) op > o, €¢ >0 tels que € < €g» om ait,

AlIy® - ell > ogs lleB - £l| < ] < exp(- R/ -
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Comme a a\/ B(f,a ), on peut trouver fl,...,fne Ca telles que, notant
fsC
n

QpsEpsPys8y  POUT Qg 5 E. Pe s Bx(fk)’ CaCL; B(fk,ak) = U ouvert et
k k k

FcBC(gk,Ok) pour tout k. On a alors,

n
{eBeUln{y" ¢ F} = u {||eB - £l < oo y© € F}
1

n
cu e - £ ll< o I - g ll> )
1
et donc P[EBeU, yeeF] < n exp(- R/ 2) si € = E A nE
€
Finalement P[yeeF] < PE:BeU, yEeI'j + P[‘EBeUc] et

lim 52 log P(yeeF) < Max(- R, X(Uc)) < - a car CaCU et donc 'K(Uc) > 0.

On aura aussi besoin de

Proposition 9 : Soit geC(Rd) tel que g(0) = z. Pour tout a < A(g), il existe
p >0, e, > 0 tels que si € < €, et [x-zl < p, alors,

¢? log Hlly*) - gll<p] < - a.

Démonstration : Coome A est s.c.i., il existe p > O, béja,)\(g)[tels que si

"w - g” < 3p, on ait, A(Y) > b. Supposons Ix—z[ < p et soit ?;’t = g, + (x~z),

g X et P[]Iye(x) - gl < p] < P[”ye(x) - '§’|[ < 2p] et vu le théoréme 7 il existe

o

€, >0 tel que si e<e., e? log P[I]yE - ’g” < 2p] < - A(B(Z,20) + (b-a).

Mais si ||y - %’” <2, |[v-g|l<3b et domc A(Y) >b donc A(B(g,20) >b d'od
le résultat.

3 - Deuxiéme partie : Cas d'une variété. M désigne une variété connexe, 3 base

dénombrable, de classe C2, de dimension d. On se donne sur M un opérateur
semi-elliptique A wvérifiant Al = 0, de classe c°. C'est un opérateur de

CZ(M) dans CO(M) qui s'écrit, si (U,$) est une carte locale

2
By = 3 2ad 0 —F— + mdeo =4
9x 3XJ oxt
On fait 1'hypothése,
(H) il existe un atlas de M formé de cartes (U,$) telles que a¢ = ‘- (0¢)
avec 0¢ matrice rectangulaire et 04) et h¢ localement lipschitziens.
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Soit 9 1le point 3 1'infini de M - 9 point isolé si M est compacte - et
M=Mu29d le compactifié d'Alexandrov ; on note c%(M) 1'ensemble des applica-
tions £ de R, dans ﬁ, continues telles que £(t) =9 entralne £(t + h) =29
pour tout h. Pour f ¢ G(M), on note T(f) = inf(t >0, £(t) =3). EON) désigne

le sous-espace des f telles que T(f) = + ©, Donnons nous une suite de compacts

° .
(Kr) telles que K1 CKZCKZ c... avec UKr =M et soit
() = inf(t > 0, £(t) ¢K)), et soit 7_: M) > BOD, £ £ od
fr(t) = f(ta-rr) s on munit %,(M) de la topologie limite projective des m. On

voit facilement que fn-> £ dans E(M) ssi fn-> f uniformément sur [O,u]

pour tout u < T(f).

On fait le choix sur M d'une distance riemannienne telle que d(x,y) + + @
si y >0 et on la prolonge 38 M par d(x,3) = + o, Alors pour f,g € <é,(b'[),

O<u<x<vwv on pose,
(22) d, ,(£,8) = supld(f(t),g(t)) 5 u <t < v},

Alors V:(f) = {g ; dO u(f’g) < p}, u< 1(f), p > 0 forme une base de voisinage
’
de f.
On définit de méme ‘PCT(M), BT(M) pour les f définies sur [O,ﬂ et
%;{(M), 8;1;(M) pour les f telles que £(0) = x. Evidemment ‘BT(M) désigne les

applications continues de [O,T] dans M et non dans M.

On se donne maintenant des champs de vecteurs be (x), b(x) et on suppose.
(H") be et b sont localement lipschitziens et be tend vers b uniformément sur

tout compact.

On définit 1'opérateur De par :

(23) Dau = <b€,du> + €2Au.

On appellera bonne carte une carte (U,$) vérifiant :

Lo )= (x) ©
d(x,y) Sk

s . . vV . _ . oy s P d
(ii) il existe G, h, be’ b uniformément lipschitziens, bornés sur R telles

que a¢=’c\I,(}l*, h¢=’l\;, %

(i) UcU compact ¢ V carte et pour tout x,yeU, O < k <

N N . ~
e = bg sur ¢(U) et be > b uniformément.
On construit facilement un atlas de bonnes cartes.

Alors sur (Q = %(M), F ,F tribus usuelles, yt(w) = w(t)), il existe,

=t’=

pour X eM, une unique probabilité Pi, telle que Pi(yo = x) =1 et pour feCi,



193
t €
(24) f(y,) - £(x) - J D (f(y_)ds soit une (P_,F ) martingale.
t o € s x’=t

On appellera le processus x€ = (Q,Et,z,yt,Pi) la Dg-diffusion - voir [3]

par exemple -.

La propriété essentielle est la suivante ; si (U,$) est une bonne carte et si
€

x eU, les processus, sur ¢(U), (¢ oyt,Pi) et (y ; P) tués 3 la sortie de ¢(U)

~ . . . Y " n
ont méme loi ; y€ étant la solution de dyi = (b8 + eh)(yi)dt+€0(yi)d8§,yi = ¢(x)
et (Bt,P) un d-mouvement brownien.

Passons a la définition de la fonctionnelle A. En chaque x € M, 1'opérateur
A définit une forme quadratique Qx sur T;(M) de composantes a¢ dans la carte
locale (U,¢). Vu (H), Qx est un champ de tenseurs localement lipschitzien. Alors
la formule :

* *

(25) Q) = sup{[2<v,w> - Q (W] 5 weT, M}, v eT, @)
définit un champ de formes quadratiques (éventuellement infinies) sur TX(M) et
(x,v)~ Q;(v) est s.c.i, sur le fibré tangent. Pour tout cela, voir le cours

d'Azencott ([i], V.2). On pose, pour f e%ﬁ(M),

(26)  Vv(x,v) = Q(v-b(x)), VeT (D), xeH,
: JvAr(f)
= V(f_,f')dt si f est a.c.
2 uAT(£) t’t
(27) Xu,v(f) =
+ ® sinon.

La chose importante est que si v < T(f) et si f(Ehﬁﬂ) cU bonne carte,

L[V dpcb 0

(28) A= | VR, dae on £2 = gof et VO est dsfinie par (19)
u,v 2 u t t

relativement 3 g et %.

On fixe T > 0 et on pose A = AO r> Puis, pour A C?E?(M)
(29) A(A) = Inf(A(f) ; feA).

Nous voulons démontrer :
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Théoréme 10 : On suppose (H) et (H'). Alors la fonctionnelle A est s.c.i,

{f; M£) <a et foe ' compact} est compact et pour tout A borélien C%;I;(M),

- A(K) < 1i &:2 log Pi(yeA) i_ﬁE ez log Pi(yeA) < - AGR).

. . . < PPN 2 . T
Si la Dc—d1ffus10n a une durée de vie infinie, ce résultat est vrai dans gx(!{).

Remarques : L'hypothése (H) est satisfaite dans les cas suivants (voir [2], III App)

(1) A est de classe CI, elliptique.
(ii) A est de classe C2.
(iii) M = Rd et a = 0"0'* avec O localement lipschitzien.

La suite de ce travail est consacrée i la démonstration du théoréme 10. Nous allons

P . . d . .
d'abord &tendre les estimations obtenues dans R° & un tube sur la variétéa.

Recollement des estimations : Soit f ¢ (E'(M) et 0 < u < v ; nous dirons que

(f,u,v) vérifie (P) si :

(1) (£) > v,

(ii) pour tout n > 0, p > 0, il existe € >0etr >0 tels que si ¢ < €y»

d(f(u),x) < r, 52 log Pe[sup d(yt,f(uﬂ:)) < p:l >=X (f) - n,
X[t eyen = Tu,v

(iii) pour tout a tel que a < )\u v(f), il existe € >0, p>0, r>0 tels que
’

€< e, d(f(u),x)) <r, e2 log Pi[ sup d(y,,f(u+t)) < p] < - a,
t<v-u

Nous dirons également que (f,u,v,0) cU, bonne carte, si toute g € 8(14) telle . que
du’v(f,g) < a vérifie g([u,\a) cU. Alors,

ler) Si f(Ex,v]) cU, bonne carte, (f,u,v) vérifie (P). En effet on peut trouver O

tel que (f,u,v,a) cU et (ii) et (iii) résultent des propositions 8 et 9 compte

tenu du fait que pour x,zeU, 0 < k < d(x,z) <k'.

T e -¢(2) || T

28) Soit 0<u<v<w. Si (f,u,v) et (f,v,w) vérifient (P), (f,u,w) aussi.

On suppose u = 0. Soit A = Pi[iup d(yt,f(t)) < ;{J
<w
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A= Pi[-sup d(y»£(t)) < p, sup d(ysoev, f(v+s)) < o]
tiv siw—v

- Ei[PE ( sup d(y_,f(v+s)) < p) ; sup d(y, ,£(t)) < D]
s t
TV s<w-v t<v

I1 suffit d'établir (ii) pour p petit. Comme (f,v,w) vérifie (P), on peut

trouver r >0ett—:l>0 tel que si p > r, et € < e,, on ait,

A > exp[- Av’w(f) - n/ﬂPi(::s d(y,»£(t)) < p)

v

exp [~ Apw® =X (B -] sie<e, et [£(0) - x| < t,

v

exp[- Xo’w(f) - n].

Soit maintenant a < Ao’w(f) et a=a +a, avec a, < Ko,v(f), a, < )\v,w(f)'

Comme (f,v,w) vérifie (P), on a pour p < r o ete< €s

A < exp(= )P (sup d(y,,£(t)) < p) < exp(- a,-a,)
t<v

si P <Py €€, et [f(o)-x|<r2.

38) Soit t < T(f). Alors (£,0,t) vérifie (P).

On peut trouver g, > 0 tel que (f,O,eo,ao) CU0 bonne carte, puis pour tout
0<uc<t, e, au, U, bonne carte tels que (f,u~e(u) ,u+e(u) ,a(u)) CUu
d'oli, en recouvrant [O,t], on construit Lty S0 <t <t <<t =t,a>0

et UI""’Un bonnes cartes telles que (f,tk,tk”,ot) CUk. Alors les propriétés 1
et 2 ci-dessus montrent que (£,0,t) vérifie (P). Notons que cette construction
montre que A est s.c.i sur cET(M). En effet soit f <%T(M) et a < A(f), il

existe t < T(f) tel que A_ (f) > A(f) - n, puis 0 tel que si
o,t

d (f,8) < alors A (g) > A
o Bl % B B B2 P

(f) - Y]/n d'ol si a = inf s
A(g) > Ao,t(g) > Xo,t(f) =n>A(f) - 2n pour tout g tel que do’t(f,g) <o
qui est un voisinage de f dans %T(M).

Ceci fait, établissons la minoration.
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Proposition 11 : Soit £ 58;1;(14), alors

(i) pour tout n > O et tout ouvert Vf contenant £, il existe € > 0 tel que si

<e€
E——O’

2 €~ _
e” log PxLerf] > = A(f) - n

(ii) pour tout a < A(f), il existe un voisinage Vf de f et 60 tel que si € < €,

€2 log Pi[erfJ < - a.

Démonstration :
(1) Si Vf est un ouvert contenant f, il existe t ST, t <T1(f) et p >0 tel

que VfD{g : do,t(f,g) < p} alors comme (f,0,t) vérifie (P), on a pour ¢ < €,
€2 log PS(yeV) > = A (£) - n > - A(E) - n.
X £’ — o,t —
(ii) Comme )\o’t(f) + A(f) lorsque t 4+ T AzT(f), il existe t < TAT(f) tel que
a < )‘o,t(f)’ alors toujours par la propriété (P), il existe p > O, €, > 0 tels
que V=g, 4 (£,8) < p)} vérifie € log Pi(yeV)) < - a.

La propriété (i) de cette proposition montre que si G est un ouvert de

%:(M), alors pour tout feG, 1lim 82 log Pi(yeG) > = A(f) et donc

lim ez log Pi(yeG) > = A(G). L'adaptation, dans le cas od la diffusion n'explose

pas, a 8;1;(}1) est immédiate.

Pour démontrer la majoration, on va utiliser

Proposition 12 : Pour tout R > O, x eM, il existe un compact H de T(M) et
P, —_— X

€, tel que pour € < €, €2 log Pi(yéH) < -=R.

Admettons pour le moment cette proposition qui sera &tablie au paragraphe 4.

Soit alors F un fermé de %;I(‘(M) et a < A(F). Soit R > a et H le compact de

la proposition 12. A tout f e¢F, on peut associer (proposition 11) un ouvert Vf
2
tel que €” log Pi(y er) < - a. On recouvre HnF par ces ouverts et on construit

n
oo f tels que HnFcu V_ . Alors
o 1 5

ainsi f],.

€ € € o oe €

P(yeF) <P (yeFnH) + P (y¢H) < IP.(yeV,) + Po(y eH),
- 'xX b4 ) X fk X

1im 32 ]_og Pi(y eF) iMax(— a, - R) i - a.
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Pour le cas }f:(M) il suffit de remarquer qu'un fermé de f?i(M) est un fermé
de ETw.

x
I1 reste & montrer que {A < aln {foe I} est compact. Soit donc (fn) telles
que A(fn) <a et fn(O) -+ x. I1 suffit de montrer que, pour tout reN, on peut
trouver (n') telle que f;, converge uniformément sur [b,ﬁ]. (Rappelons que
£7(t) = £(eAT (£)) ol T (F) = inf(t,£(t) K) avec y K, = M). En effet par
le procédé diagonal, on construira (n") telle que f;" tende vers f© pour
tout r et donc dans &ET(M) et on conclut par la s.c.i de A,

Donc r fixé, soit Ul”"’Un un recouvrement de Kr par des bonnes cartes

vérifiant :

(30) il existe p > 0 telle que si xeK, B(x,p) CUQ pour un q.
.. LV P Vo VR et e.
(31) les coefficients 0, b, b, h intervenant dans la définition d'une bonne

carte sont (pour tout ¢q) bornés par M.

[EROENOT!

(32) si x,z qu, 0< k< CR)

1
< =,
k
Soit maintenant fn telle que d(fn(O),x) < % s supposons B(x,p) C(Ul,¢]) et

. dy L4
soit u < TUl(fn), alors on a (dans R), Ao’u(fno¢1) < a et donc

(voir paragraphe 2).
“ 2 2

(33) [ || (£ 09,)"|%ds < C = 2M°(T + 2a).
o n1’s -

On en déduit facilement l'existence d'un T > O ne dépendant que de p,M,k,a telle

que fn([p,f]) CUl et, de 13, on construit une sous-suite, encore notée fn’ telle

: . P R PR 4
que fn tende vers f uniformément sur [b,T] et 3 fortiori fn'

r
Alors fn(T)

¥

f(z) et supposons que B(z,p) < (U2,¢2). Soit n telle que

d(z,£ (D) <

Njo

et u tel que T <u<T (fr). Posons v =T (f). Si v<rT
U2 n r'’n -—
alors fz(u) f:(r) ; i u>v>r1, on a,

¢

T,V

A4
‘12
(f 06,) < a et donc JT l(fno¢2)sl ds <C.

r <
Comme fn est constant aprés v, on a dans tous les cas,

u
r 2
(34) JT | (£ 00,)1]%ds < C,
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donc fn(Er,ZT:I) CU2 pour le méme T que ci-dessus et de 13, on déduit 1'existence

. ~ r . -

d'une sous—suite encore notée (fn) telle que fn tende uniformément vers fr
. P . r

sur [0,21’]. Continuant ce procédé, on construit fn' telle que fn' converge

uniformément vers fr sur [O,T].

* . .
Remarque : On peut démontrer le théoréme 7 lorsque 0°0  est inversible en rempla-

gant 1'hypothése be lipschitzien par be borélien borné (et toujours tendant
uniformément vers b lipschitzien). Il suffit pour cela de donner un sens faible

3 (3). Ceci permet dans le théoréme 10 de remplacer lorsque A est elliptique

h¢

1'hypothése est localement lipschitzien, par h’ borélien, localement borné.

4 - Démonstration de la proposition 12.

Lemme_13 : Pour tout compact K de M, il existe 6 >0, a >0, b >0 tels que

pour tout o > 0, u >0, € >0, xeK, on ait, en désignant par T le temps de sor-

7
~n

tie de K,

log Pi(sup d(yt,x) >0, u< TK) <a -Gw.

t<u ue

Démonstration : On commence par recouvrir K par un nombre fini de bonnes cartes
Ul""’Up vérifiant les conditions (30), (31), (32) ; le k choisi dans la suite

étant celui de (32).

On voit alors que si xeK et o < p,

Pi(sup d(yt,x) > )< P[sup Iye(x) - x] > k({l < 2 exp(- Ag(_qj;_u)_) pour des

t<u t<u ue
constantes A,B ne dépendent que de M,k,d. Dans le cas général,
€ -l € o
P (sup d(y ,x) >, u < Tp) < I P sup d(yt,yk) > u < T
t<u p=0 k k+1 =
— —<u< —u n
r— r
e -
< rsup P [ sup d(yt,z) > %) < rd exp(- A %g_Bu_;;)‘)'
zeK t<u ru €
o r
Cecl si T < p.
Mais, par ailleurs, si sup d(z,K%) = C, on a que Pi( ) = 0dés que a >C ;
zeK

on peut donc se limiter 3 o < C et on choisit alors r tel que £« p, ce qui
— r

montre le lemme.
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Revenons 3 la proposition. On suppose T = l. Rappelons que 1l'on a choisi

-]
K] CK2 CK2 c,.. avec M= UKn et poser Tn(f) = inf(t,£(t) éKn). On définit alors

pour toute suite de réels kn tels que O < kn < + ®
1 -1/,
H(k ) = n n{f ; sup{d(£(t),£(s)) ; |t-s| < 5=, s,t < T (D)} <2k p '"}
n np 2p n — "n
P . 1
Vu la définition de la topologie de %3 ™), H(kn) est compact

1

P= =1

Bk ) cu v U {sup(d(£(t),£(s)) ; s.te[5,1‘+—‘ [ K1 () >2kp /M)
n - P’ P P n n
n p k=0
1
€ ,..C € =y, 1 -
Px(H (kn)) f_i Ip szi Pz supl d(yt,z) > knp e < Tn = "kn
P 2<% t<—
é‘P
k 1 1
<ZIpexpla - —2—2 (kp T2y 27 7%y - 1eme 13 -.
- n 2 n n
np €

Supposons,
(35) e<1 et 6_k >1.

= n “n 2
Alors,

k 0 k 1 1 0 k 1 1
n n __nn /2_ -y _ __nh n /2_ "/‘0_

exp (—5—) IZ)p exp( ¥ (k P b p )) = E p exp( 7 (kP b p 1))

1
< Ipexp(-p /2) = C < + o, si on choisit

P
(36) k >b_ + 2 ; car k pl/2 -b p-l/“ -1 > (k_-b -l)pl/Z our tout p
n— n ? n n — Yn n P ’
2R, . €, ¢ en kn_2R
Mais alors exp(—i)Px(H (kn)) <Irc exp(an - ———-é ) < C Zexp(- n) =C' en
€ n € n
choisissant
(37) €<1,06 k >2R+n+a_.
- n n-— n

Finalement Pe(Hc(k )) < C' exp(- 25) < exp(- B—) si € <e_ et
X n’’ — EZ — EZ - 0
2R + n + a
n
‘“7;“‘“’*0
n

k_ > Max(b_ + 2,
n— n



200

REFERENCES :

ﬁ] R. AZENCOTT : Grandes déviations et applications. Ecole
d'Eté de Probabilités de Saint-Flour VII-78.

Lecture Notes in Math. Springer Verlag 1980.

Bﬂ R.S. LIPTSER-A.N. SHYRYAYEV : Statistics of Random Processes I.

Springer Verlag.

Eﬂ P. PRIQURET : Diffusionset &quations différentielles
stochastiques. Ecole d'Eté de Probabilités
de Saint-Flour III-73.
Lecture Notes in Math. Springer Verlag (390).

Dﬂ A.D. VENTSEL-M.I. FREIDLIN : On small random perturbations of dynamical

systems.

Russian Math. Surveys 25 (1970) p. 1-55.

Remarque : On a &tabli le théoréme 10 pour les diffusions yE sur M en recollant
les estimations obtenues 3 1'aide du theoréme 4 pour M = Rd. Or on sait (voir par
exemple le livre de Ikeda - Watanabe Ch. V th. 1.1) qu'on peut obtenir la diffusion
y€ comme image d'un brownien d-dimensionnel. On peut donc songer i démontrer le
théoréme 10 en &tendant le théoréme 4 3 une variété 3 ceci par des méthodes proches
de celles du paragraphe 3. Cependant la méthode consistant a recoller les estima-
tions est un peu plus générale ; elle permet par exemple de traiter le cas ou yE
est de générateur €2A + be avec A elliptique et bE borélien tendant vers b

régulier - voir la remarque 3 la fin du paragraphe 3 -



