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GRANDES DEVIATIONS POUR CERTAINS SYSTEMES

DIFFERENTIELS ALEATOIRES

M. BRANCOVAN, F. BRONNER, P. PRIOURET

0 - INTRODUCTION.

Dans cet exposé, on considère un processus à valeurs Rd , xt, solution de :

(0.2) dx~t = F(xt’Ytl E )dt, xo E = x ,
où Yt est un processus à valeurs dans un espace l.c.d. E. Il s’agit d’obtenir

des évaluations asymptotiques lorsque e tend vers 0 de P fx E A] où

A ~C( 

Très souvent Yt sera un processus de Markov ergodique de probabilité invariante

~t, et alors (Khas’minskii J7]) x E converge stochastiquement vers la solution

(xt) de :

(0.2) dxt = F(x(t»dt, x(o) = 0, où F(x) = f 
L’évaluation asymptotique obtenue sera un résultat de grande déviation de xE par

rapport à x.

Le travail de base sur le sujet est l’article [4] de Freidlin - voir aussi le livre
de Ventcel’- Freidlin ~10~ - où il obtient cette évaluation sous l’hypothèse :

(0.3) lim 1 t Log E(exp t (a,F(x,Y )ds)) = H(x,a)
0 ~

existe uniformément en x et est différentiable en a.

Notre but ici est d’établir ce résultat à partir d’une hypothèse de grandes dévia-

tions pour le processus Y, c’est-à-dire l’existence d’une fonctionnelle I telle

que pour tout ensemble r de probabilités sur E on ait :

(0. 4) tI(D).

Voir Donsker - Varadhan [2].



160

Evidemment on sait (Varadhan [9]) que ~0.4~ implique l’existence de f9.~, mais

l’approche directe nous paraît présenter certains avantages : elle est plus naturel-

le pour un probabiliste et elle précise certains points de [4].
L’exemple type de ce genre de situation est le cas où Y est une diffusion

régulière sur une variété compacte. Une étude détaillée de ce cas se trouve dans

Brancovan - Bronner - Priouret 

Notations et hypothèses.

Dans toute la suite E est un espace localement compact de type dénombrable

(l.c.d) et ~ sa tribu des boréliens. On note i’Y~1(E) l’ensemble des probabilités

sur {E, ~,), que l’on munit de la topologie de la convergence étroite. On désigne

par (resp. l’ensemble des fonctions continues ~ de CO,T] dans

Rd (resp. des fonctions continues 03C6 ~ C[0, T] 
telles que 03C6(0) = x),(T > 0, x dans Rd,

d >1). On a choisi une norme notée 1-1 sur Rd et est muni de la topolo-

gie de la convergence uniforme, (II .11 T : la norme uniforme).

On se donne dans tout ce qui suit la fonction F : R définissant le

système (0.1), lipschitzienne de rapport K sur le produit Rd XE et bornée (on

pose ~ 

(E , 

On considère enfin le processus de Markov Y = (03A9,F,Ft,Yt,Py), à valeurs dans

(E,).
On introduit pour tous t > 0, A de % , et 03C9 de 03A9 , le temps de séjour mo-

yen de la trajectoire dans A :

Lt(03C9,A) = 1 t t0 1A(Ys(03C9))ds.

Pour chaque (jô de S2, ~ m1(E) : Lt(.’.) est une mesure aléatoire.

L’hypothèse de base sur Y dans tout ce qui suit consiste alors à supposer

qu’il existe des résultats de grandes déviations,uniformément en l’état initial y,

pour la famille (Lt, t-~ + ~), analogues à ceux de Donsker et Varadhan C2].

A partir de maintenant on fait donc l’hypothèse suivante :

Hypothèse (H) :

Il existe une fonctionnelle 1 : :’1Y~1(E) ~R~. convexe et telle que

(i) Pour tout a ER+ , {~ E ~ (E) a} est étroitement compact;

, 
en particulier 1 est s.c.i.
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(ii) Pour tout ouvert A de m1 (E)

lim 1 t Log Py[Lt E A] ? - I(A)

(iii) Pour tout fermé A de 

lim 1 t 
Log Py [L ~ A] ~ - I(A)

pour tout yeE, les deux limites étant uniformes en y. On a posé

I(A) 
+ 00 si A est vide.

On peut aussi introduire l’hypothèse plus complète suivante :

Hypothèse (H’) :

(i) Le processus Y vérifie (H).

(ii) Il existe une et une seule probabilité p telle que I(u) = 0.

Cette hypothèse n’est pas nécessaire pour obtenir des résultats de grandes dévia-

tions pour le système ~9.-~ : : (H) suffit. Toutefois elle est vérifiée dans de nom-

breux cas, notamment celui d’une diffusion sur une variété compacte. D’autre part,

elle est plus satisfaisante que (H) car, p définissant le système limite "non

perturbé" (0.2), la fonctionnelle A que l’on va construire ne s’annule que sur

les solutions de (0.2). C’est alors une "vraie" fonctionnelle d’action.

l - CONSTRUCTION DE LA FONCTIONNELLE D’ACTION ~ .

Dans ce paragraphe on construit la fonctionnelle d’action A à partir de la

fonctionnelle I de l’hypothèse (H). Pour cela on introduit une fonction

À +xi1 .

1) Construction de a . 
,

Proposition (I.l): : En posant pour tout couple (a,b) E Rdx Rd,

(I.1) À(b,a) = F(b,y) u(dy) = a}

+ 00 si l’ensemble entre accolades est vide

on déf init une fonction ~ : -~ R+ vérifiant : :
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(i) Pour tout b de :Rd, À(b,a) = +0° dès que 

(ii) La fonction À est s.c.i sur R x Rd, et convexe en son second argument.

(iii) Pour tous b de R~ et a>0, {a ; a(b,a) -a} est compact.

Démonstration :

Comme 1 l E F (b, y) I ~ ~~ F I I ~ , pour tous 11 de ml (E) et b de Rd l’en-

semble entre accolades de (L 1) est vide si d’où (i).

Pour montrer (ii), on remarque que si :

~ = lim inf a (b’, a’ )  + ~ ,
_ (a’, b’ ) -~ (a,b)

et si ~>0 est donné, il existe une suite «a ,b), n>0) de Rdx’Rd et une

suite de Yt?~(E), telles que, pour tout n, on ait

lim (a,b) , ’ + ~- , ,

ainsi que

~n(dY) - an

et

i(~) . + ] .

Par suite, un appartient à (E) + E}. Cet ensemble étant compact

d’après l’hypothèse (H), il vient,pour toute valeur d’adhérence 11 de la suite

(~n) , I (u) + E et E F (b,y) = a. Il en résulte que À (b ,a) _ _ Q,C + ~

pour tout ~ > 0, ’ soit ce qui est bien la semi-continuité de À. °

On notera que (iii) découle aussitôt de (i) et de la semi-continuité de À.

Enfin, la convexité par rapport au second argument se déduit facilement de la défi-

nition (L 1) et de convexité de I.

On pose maintenant pour tout couple (~,t~) de fonctions boréliennes de [p,T] dans

Rd ,

Îo À((t) ,s)ds si 03C8 est absolument continue

(I.2) (03C6,03C8) - { sinon.+~ sinon.
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La fonctionnelle d’action pour le système (0.1~ est alors

(I. 2’) ~(~) - A((~).

Avant de voir vérifie bien les propriétés de régularité que l’on sou-

haite, on va comparer cette fonctionnelle avec celle de Freidlin [4J.

2) Lien avec la fonctionnelle de Freidlin.

Pour tous b et c de Rd on considère, lorsqu’elle existe, la limite

(I.3) h(b,c) = lim 1 t Log E exp t c-F(b,Y)ds -) (y EE)
t 

Y L 0 ~ -’
(le point désigne le produit scalaire de Rd).

Dans [9J Varadhan démontre que l’hypothèse (H) implique l’existence de la li-

mite (I.3). En fait Varadhan ne suppose pas que les limites (ii) et (iii) de (H)

sont uniformes; cependant, lorsqu’elles le sont, la limite ~jT.3~ est aussi unifor-

me : cela se voit facilement en reprenant la démonstration de [9J. On a de plus :

(L 3’) h(b,a) = sup [JC.F(b,Z) ~(dz) - I(~) .
P 

La proposition suivante fait le lien entre les fonctions À et h.

Proposition (L 2) : Sous l’hypothèse (H), pour tout b de Rd, À(b,.) est la

transformée de Legendre h*(b,*) de h(b,’), i.e.

À(b,a) = h*(b,a) = sup (c’a-h(b,c)).CER

Démonstration :

On note ~ (b,*) la transformée de Legendre de X(b,’).

Comme À(b,’) est positive, s.c.i. et convexe, sa bi-transformée ~ (b,*) est

À(b;) (cf. Ekeland et Temam E3~1). Il suffit donc de vérifier que, pour tout b,

~*(b,’) = h(b,.). Or,

À*(b,a) = sup (c.a - À(b,c))
c

= sup (c.a - J F(b,y) = c})

" 

c 

SUp {c2022a - I(v)) ) vE 
E 

(dy) " Cl

= 

sup sup { E a.F(b,y) p(dy) - I(p) = c }
c

= u(dy) - 
.

= h(b,a).
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Freidlin dans C4~ démontre des résultats de grandes déviations pour le système dif-

férentiel (0.1) en prenant pour hypothèse, lorsque Y est un Markov, l’existence

de la limite (L 3) uniformément en y de E, et en supposant de plus que, pour tout

b de Rd, h(b,’) est différentiable.

Il contrôle alors les grandes déviations de (0.1) par la fonctionnelle

o h*(03C6s,s)ds si 03C6 est absolument continue,

sinon,

qui coincide avec A(.) d’après la proposition (I.2).

L’hypothèse de différentiabilité de h(b,’) revient à supposer que h (b,’)=À(b,*)
est strictement convexe, ce qui n’est pas nécessaire dans la démarche du présent

exposé; cela est cependant vrai, comme on peut facilement le voir, pour une diffu-

sion sur une variété compacte.

3) Propriétés de régularité de A.

Proposition (I. ~~ : : L’ application définie par la formule (I. 2) est

s.c.i., pour la topologie de la convergence uniforme, sur l’ensemble des couples
de fonctions boréliennes bornées. 

’

Démonstration :

Elle repose sur le théorème suivant, qui se trouve pour l’essentiel dans loffe

et Tikhomirov [6], et que l’on démontrera succintement en appendice pour la commo-
dité du lecteur.

Théorème (A.l) : Soit À t RdX une fonction s.c.i., convexe en son second

argument et vérifiant, pour un B>O et pour tout x de Rd, À(x,y) = +00 dès

que I y I > B.
On suppose de plus que pour tout xD ERd il existe un voisinage V de xp et

une fonction 03C8: Rd -+R tels que :

(i) Pour tous x de V et y de Rd, À(x,y) _>t~(y).

(ii) La transformée de Legendre 1/1* de 1/1 est partout  + 00 .

Alors l’application ~, définie sur les couples (~,t~) de fonctions boréliennes

bornées par :
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TfT si 03C8 est absolument continue,

(03C6,03C8) = {

sinon,

est s.c.i. du couple pour la topologie de la convergence uniforme.

Il suffit donc de vérifier que l’application ~ définie par (L 2~ satisfait

aux hypothèses de la proposition (A.1). Il y a juste pour cela à construire une

fonction vérifiant (i) et (ii). Or si on pose, pour ~ > 0,

{ue~(E)! I I 

on peut prendre pour 03C8:

~(y) - si K£(xO,Y) _ ~) .
En effet,

~(x,y) - inf {I(~) fF(x,z) u(dz) = y} ;

mais I F(x,z) dès que 

(K étant la constante de Lipschitz de F), par suite,

~(x~Y) ~ ~(Y)~

Mais, d’un autre côté, est vide dès que yI + E , donc, comme

est positive,

03C8*(z) = 
1 y 1 

sup 

Il 00 + E 

Corollaire (I.4) : La fonctionnelle (}) -> (03C6) = (03C6,03C6) est s. c. i. sur 

de plus, pour tout a > 0,

Ka 
est compact.

Il reste à vérifier que Ka est relativement compact. Mais, est dans Ka,
~(~s’~s) ~ + ~ p.p., d’où II ~ (I~ _ . Il en résulte que Ka est un ensemble

équi-continu de fonctions, et il suffit donc d’appliquer le théorème d’Ascoli.

Pour terminer ce paragraphe, on va montrer que, sous l’hypothèse (H’), A ne s’an-

nule que sur les solutions du système déterministe (0.2~, ce qui justifie le terme

"fonctionnelle d’action".



166

Proposition (I.5) : On suppose que le processus Y vérifie l’hypothèse (H’); alors

A(~) = 0 si et seulement si la fonction ~ est continûment différentiable sur

et est solution du système

(0.2) ~t (où F(x) = j - ’E F(x,y) u(dy)).
Démons trat.ion :

On remarque d’abord que ~(b,a) = 0 si et seulement si a=F(b). En effet, il

existe u telle que F(b,y) u(dy) = a et I(u) = a(b,a), et  est la seule pro-

babilité telle que I(u) = 0. Il est donc facile de voir que est solution de

~t = F(~t) alors li(~) = 0. Inversement, si A(~) = 0, ~ est absolument

continue, et, comme 03BB(03C6s,s) = 0 pour presque tout s, on a presque partout

s = F(03C6s). D’où, comme s~F(03C6s) est continue sur = 03C60 + t0 F(03C6s)ds
est de classe C et solution de ~t . = F(~t) pour tout t E CO,T].

II - GRANDES DEVIATIONS POUR LES PROCESSUS ()) EN ESCALIER.

On pose

x + t0 F(03C6s Y 
- s 
)ds

n-1 

pour toute fonction en escalier 03C6 = 03A3 03C6k 1 .. , 
’ ERd)’

où (t ,k=0,...,n) est une subdivision de CO,T]. On donne maintenant, à l’aide

de la fonctionnelle A du paragraphe I,des résultats de grandes déviations pour

le processus .

PROPOSITION : Pour tout état initial y de Y :

(i) Pour toute fonction et tout réel ô > 0

(’-rT..Z~ lim E Log P ~] ’- - ~(~~~)
y

(ii) Pour tout fermé A de 

(II. 2) lim £ Log P 
y

les deux limites étant uniformes en y E E.
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Il s’agit donc de passer des grandes déviations de Y aux grandes déviations de

XE~~. On a pour cela à effectuer des transformations préliminaires.

1) Transformations préliminaires.

Posons, f étant une fonction continue bornée de E dans Rd et r un borélien

de Rd,

A(t,f,F) = {~ 1 tu(f) Er}.

L’ensemble A(t,f,r) est ouvert (resp. fermé) si r est ouvert (resp. fermé) et,

pour tout t > 0,

0 f(Ys ~)ds eF} = EA(t,f,r)}. 
.

Plus généralement, pour (tk, k = 0,...,n) une subdivision de [O,TJ, ’ (rk ,
k = 0,...,n-1) une famille de boréliens de Rd et (fk, k = 0,...,n-1) une famille

de fonctions continues bornées de E dans Rd, on pose A~ = f , rk).
Alors,

Lemme (II.2) : Quel que soit y dans E on a :

(i) Pour toute famille d’ouverts (rk, k=0,...,n-I) de Rd,

lim E Lo g k = 0,...,n-l]
n-1

(ii) Pour toute famille de fermés (rk, k=0,...,n-l) de Rd

E Lo g k = 0,...,n-l1 j
n-1

~ - 03A3 (tk+1-tk) I(Ak),

les deux limites étant uniformes en y e E.

Démonstration :

En notant ôk = tk+ 1 - tk l’événement considéré, il vient,

03A6 = {03B4k0 fk (Ytk+s ~)ds ~ 0393k ; k = 0, ... ,n-1 }.
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On en déduit

Py[03A6] = Ey [1{ 03B4k0 fk(Ytk+s)ds~0393k; k=0,...,n-2}Py[03B4n-10fn-1(Yt+s)ds~0393n-1|Ft ]].
e

En appliquant la propriété de Markov, on obtient

=

e E

= PYtn-1 p03B4n-10 fn-1(Ys)ds ~ 0393n-1 ] - 

e E

Lorsque les rk sont ouverts, la limite (ii) de (H) montre que pour tout il

existe ~O > 0 tel que, on ait pour tout y de E donc pour

(w) :

e

PYtn-1 ~ (03C9) [L03B4n-1 ~ ~ An-1] ~ exp(- 03B4n-1 ~ (I(An-1) + ~)).
e

Par suite, pour tout y de E :

P +s)ds ~0393k ; k=0,...,n-2 (I(An-1) + ~)).

En raisonnant de proche en proche et en faisant tendre r) vers zéro, on obtient

la minoration (i).

Par une démarche analogue on obtient la majoration (ii) lorsque les rk sont

fermés.

Avant de démontrer la proposition (II.l) on va modifier l’écriture de l’inégalité
(ii) du lemme (II.2). Avec il vient,

I(Ak) = inf{l(p) 03B4k E F(03C6k,y) (dy) ~ 0393k}

= | ak~ :Rd, Ôk ak E rk}
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et, par suite, 
’

E (t * - t ) I(p- ) - E ôk | ak~ :Rd, ôk 

n-1
- ôk ~(~k,ak) ~ 1 (ak)k=o,,..,n-1 ’ ~k 

n-1

Si l’on pose 03C8 = 

a k 1(tk,tk+1), faire varier la famille revient à faire

varier ~ parmi toutes les fonctions en escalier adaptées à la subdivision (tk).
On peut donc récrire la majoration (ii) du lemme sous la forme 

’

E Lo Py[tk+1t F(03C6k,Ys)ds E k ’ k=0,... ’ n-1 1
(II.3) 

- - inf{T0 03BB(03C6s,03C8s)ds | 03C8 en (tk) escalier, ’ 

k=0,...,n-1}

(~ en (tk) escalier signifie que t~ est constante sur les intervalles de la

subdivision (tk)).

2) Démonstration de la minoration 

Soit ô >0 fixé une fonction telle que (sinon la

minoration est évidente). Alors ~ est absolument continue et, pour presque

tout s, ~(~d,t~s) + °°. Il en résulte que (t~ considéré comme une

classe de Loo).

Maintenant, on peut choisir la subdivision (tk) de adaptée telle

que ~’= 4 F ~ S n ~ . 2 ° Dans ces conditions, comme 

I = I t | ~ |tk0 (F(03C6s,Ys) - s)ds I + 

o - o - 
s

e e

on a, 

A03B4~ = {~X~,03C6 - 03C8~T  03B4} ~ { sup |tk0 (F (03C6s,Ys)-03C8s)ds|  03B4’}.

Mais,

{ sup |
tk0 

[F(03C6s,Ys ~) - 03C8s ]ds |  03B4’} ~{|tk+1tk [F(03C6k, Ys ~) - 03C8s]ds | ~ 03B4’ n
, 

k = 0 ,..,n-1}.

Par conséquent, en posant rk =  S }, on obtient finalement
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A03B4~ ~ {tk+1tk F(03C6k,Ys ~)ds ~ 0393k , k=0,...,n-1}.

Mais 1 k est ouvert; on peut donc appliquer le lemme (II.2), minoration (i), pour

obtenir, uniformément en y EE

n-1

I(Ak),

ou

A~ = 1 1 (tk+l - tk) 1 E ) (  ~’ n }.
E k

D’un autre côté, il résulte de la définition de que, pour tout

k = 0, ... , n- ! , on a

I(Ak) ~ inf{I( )| ~m1(E), F(03C6k,y) (dY) = 1 tk+1-tktk+1tk 03C8sds} =

= 03BB(03C6k, 1 tk+1-tk tk+1tk 03C8sds).

La fonction 03BB(03C6k,.) étant convexe, on en déduit

I(Ak) ~ 1 tk+1-tk tk+1tk 03BB(03C6k,03C8s)ds,
ce qui donne 

lim ~ Log Py[A03B4~] ~ 
tk+1tk 

03BB(03C6k, s)ds = (03C6,03C8)

uniformément en yeE. Ceci est bien la minoration (II.1).

3) Démonstration de la majoration (II.2).

Comme la fonction F est bornée, on a pour toute fonction borélienne ~ de

[O,T] dans Rd

|X~,03C6t - X~,03C6s 1  ~F~~ |t - s| (0 ~ s ~ t ~ T).

Il en résulte que, lorsque w parcourt Q l’ensemble des fonctions

boréliennes de [0,1] dans Rd, la famille dès trajectoires (t-~Xt’~(c~),t _T) res-
te dans un compact r de On peut donc supposer le fermé A de (II.2)

compact.

Pour tous 03C8 de 
Cx[0,T] 

et 6>0 on note la boule fermée

( (tk) une subdivision adaptée à (}).
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lit 
X .

Pour toute 03C8~Cx[0,T] absolument continue,

|tk+1tk [F(03C6k,Ys)-03C8s]ds| ~ 2 sup|t0 (F(03C6s,Ys)-03C8s)ds| = 2 ~X~,03C6-03C8~T.I 
k k 

(~k~ ~S I I 
0 

S) ~S~ I II - ~ I I T .

Il en résulte que, si ~ est absolument continue, pour tout y E E,

Py[X~,03C6 ~ B(03C8,03B4)] ~ Py[|tk+1 tk [F(03C6k,Ys ~)-03C8s]ds ~ 203B4, k=0,...,n-1].
En appliquant la formule (II.3) il vient, uniformément en y EE :

lim E Log ] ~ - Inf{(03C6,03C3) |03C3 E B03B403C8},

où l’on a posé

{6 : CO,T] I U(0) = x,  ~,  en escalier et (s)ds ( 2S}.

Si on montre que, étant donné a > 0, l’ensemble Bs est contenu dans la boule

B(~,a) dès que 8 et le pas de la subdivision (tk) sont assez petits, on pour-
ra déduire de la semi-continuité de A(f>, -) qu’il existe pour tout a  h(~,~) un

tel que

(II. 4) lim e Log P [X~,03C6 ~ B(03C8,03B403C8)]  - a ,

En effet, si 03B103C8 est tel que (03C6,03C3) >_a dès que 03B103C8 (s.c.i. ° de (03C6,.)),

il suffit de prendre a = a~ et de choisir et le pas de ,(tk) pour que

.

Soit donc (tk) une subdivision adaptée à Q une fonction de B~.
On remarque d’abord que, puisque +~, . Alors, si 

1j~

p = sup (tk+1 - tk) et si t est dans 

|03C3(t) - 03C8(t) I - I + I + 
,

d’où

~F~~03C1 + 2ns + |t-s|  P).

On choisit d’abord p assez petit pour que le premier et le troisième termes

soient majorés par Ç puis, la subdivision fixée, 03B403C8 pour que 2nô  3 .
Il reste à déduire la majoration (II.2) de (II.4). Comme on peut supposer A

compact dans (II.2), cela résulte du lemme suivant :
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Lemme (II.3) : Soit t E CO,T], ~ > 0) une famille de processus sur (52,~,P)
à valeurs dans Rd et d’état initial x. On suppose qu’il existe une fonctionnel-

le A sur telle que, pour toute fonction et tout 

il existe S~ > 0 tel que

lim ~ Log P [~Z~ - 03C8~T ~ 03B403C8] ~ - a.E~0

Alors, pour tout compact A de 

lim ~ Log P[Z~ ~ A] ~ -inf{(03C8), 03C8 ~ A}.

Démonstration :

Si b = t~ E A} =0, le lemme est évident. Sinon, soit aE]O,bC et ô~
associé et a. Du recouvrement du compact A parles boules par-

courant A, on extrait un recouvrement fini (B(03C8i,03B403C8i), i = 1,...,p). Alors

P[Z~ ~A] ~ P[Z~ ~ B(03C8i,03B403C8)] ~ p sup ) ].
i=1 1 

~ i ~ ~i
D’où

1 im E Log a.

~~0

III - GRANDES DEVIATIONS POUR LE SYSTEME (0.1).

1) Enoncé des résultats.

On donne ici les résultats de grandes déviations pour les solutions x~ (lors-

que E tend vers 0) du système

(0.1) dXt = 

où F est lipschitzienne bornée.

Théorème (III.l) : Si le processus Y vérifie l’hypothèse (H), on a, pour tout y

de E, les limites, uniformes en y, suivantes :

(i) Pour tout ouvert A de 

lim e Log 
~

(ii) Pour tout fermé A de 
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(III. 2) lim E Log P CxE E A~ ~ - inf {i~(~) ; ~ E A},
y

où  est la fonctionnelle définie par (I.2’).

Comme conséquencedela majoration (III.2) on a, sous l’hypothèse (H’), un résultat

de convergence :

Théorème (III.2) : Si le processus Y vérifie l’hypothèse (H’), pour tout ô > 0,
il existe ’y > 0 et ~G > 0 tels que, quels que soient et y de E, on ait

P y ô~ _ exp (- É).

2) Démonstration de la minoration (III.l).

On va d’abord montrer que pour toute fonction ~ de et tout ô >0

(IIL3) lim ~ Log Py [~x~-03C6~T  03B4] ~ - (03C6)

uniformément en y.

Pour cela, on utilise le lemme suivant, démontré en fin de paragraphe pour plus de

commodité.

Lemme (III. 3) : Soit 03C6 et 03C8 deux fonctions de telles que  + ~ .

Pour toute suite (~n) de fonctions en escalier convergeant uniformément vers ~ , ,
il existe une suite de fonctions de convergeant uniformément vers

t~ et telle que

(i) ~(~~~) ~ + °°

(ii) lim 
n

Ce lemme (appliqué au cas entraîne facilement (III.3). Soit, en effet, 

une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers ~, et la

suite donnée pr le lemme. On a :

|x~t-03C6t| ~ |x~t-X~,03C6t| + |X~,03C6t-X~,03C6nt| + |X~,03C6nt-03C8nt| + 03C8nt-03C6t|

~ K t0 |x~s-03C6s|ds + KT ~03C6-03C6n~T + ~X~,03C6n-03C8n~T + ~03C8n-03C6~T.

Soit, avec Gromwall,

eKT CKT 1 °
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Pour n assez grand, on a donc, d’après la proposition (II.l), uniformément en y,

lim ~ Log Py [~x~-03C6~T  03B4] ~ - (03C6n,03C8n).

En faisant tendre n vers +00 on obtient, compte tenu du lemme (III.3), la for-

mule (III.3).

Il reste à passer de (III.3) à (III.l). Soit donc A un ouvert de Pour

toute + de A il existe ô > 0 tel que ~03B8- 03C6~T  Ô} alors, pour

toute ~ de A, uniformément en y , 

lim E Log P lim E Log P  ô] >_ - O
E-rO y y

ce qui donne bien (III,1).

3) Démonstration de la majoration (III.2).

On peut se limiter au cas où A est compact dans puisque l’ensemble

des trajectoires (x~, tE[O,TJ, e>0) est équi-continu. On peut alors utiliser le

lemme (II.3) à condition de montrer que pour toute fonction de et tout

il existe un ô > 0 tel que

Tim e Log P -ôJ _ - a.
y 

Mais A(’,’), définie sur les couples (~,8) de fonctions boréliennes bornées, est

s.c.i. au point Il existe donc a>O tel que A((}),6) > a dès que

et Si on pose 0 = 
1 (K constante de Lipschitz

de F), il vient, en choisissant (}) en escalier, telle que  6 :

~X~,03C6-03C8~T ~ ~X~,03C6-X~,03C8~T + ~X~,03C8-x~~T + ~x~-03C8~T
_ (KT+ 1) 

ce qui donne bien, compte tenu de la formule (IL 2)

Tim e Log P lim ~ Log P a]

~ - inf{(03C6,03B8); 03B8 ~ Cx[0,T], ~03B8-03C8~T ~ 03B1}

 -a.

Remarque :

On voit facilement que les trois formes suivantes sont équivalentes : t
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(III. 2) Pour tout fermé A de lim E Log P Cx~ EA] - - E A}.
- 20142014201420142014201420142014201420142014 2014 

y

lim E Log P 8 J s -a.
’ Bfi y Bfi

(III. 5) 
~~0 y ~

où inf ( EK) et Ka = ~~ I h(~) ~ a},

toutes les limites étant uniformes en y EE .

4) Démonstration du théorème (III.2) sous l’hypothèse (H’).

C’est une conséquence de la majoration (III.2) et de la proposition (I.5).

Il vient en effet

lim ~ Lo g P 03B4] ~ - inf{039B(03C6), ~03C6-~T ~ 03B4}.

Si la borne inférieure de droite est finie (sinon il n’y a rien à démontrer) on

pose 2y = ( a}. Comme cette borne inférieure est effectivement

atteinte (les étant compacts), y est strictement positif puisque

2y = A((() ) avec 0 et que A ne s’annule que sur x .

Il existe donc ~p > 0 tel que 

 - 2Y+y = -’Y~ ’ ’

ce qu’il fallait démontrer; ~p ne dépend du reste pas de y puisque les limites

sont uniformes sur E . 

5) Démonstration du lemme (IIL 3).

Il reste à obtenir le lemme (III.3) pour que la démonstration du théorème

(III.l) soit complète.

Soit donc données comme dans l’énoncé du lemme les fonctions ~,t~ et la suite

(03C6n). On choisit d’abord un représentant borélien 03C8 de la dérivée de 03C8 et on

pose

/=.fW = ,03C8s)  + °° } .

C’est un borélien et, comme 039B(03C6,03C8) est fini, J est de mesure nulle.

Soit e 
= K (K constante de Lipschitz de F),

(III. 6) K(n, s) = {u E I |F (03C6ns, y) u (dy) - 03C8s I ~ ~n}
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et

I(n,s) - 

On remarque d’ abord que si vérif ie

~E 
du(Y) = ~ 

on a :

|E F(03C6ns,y) (dy)-03C8s| ~ E |F(03C6ns,y)-F(03C6s,y)| (dy) ~ K~03C6n-03C6~T = ~n,

et Ce qui entraîne :

(III.8) 03BB(03C6s,03C8s) = inf{I( )|E F(03C6s) ,y) (dy) = 03C8s } ~ I(n,s).

Donc, pour tout s E,~, K(n,s) est non vide; de plus, comme K{n,s) est ferme,

l’application s.c.i. I atteint son minimum sur K(n,s), car ce minimum est atteint

sur le compact Il existe donc telle que

I(n,s) (s E ~ ).

On suppose pour le moment que l’on peut choisir un borélien  ~  tel que c
soit Lebesgue-négligeable, puis les us telles que pour tout n fixe l’applica-
tion de  dans {E) soit borélienne.

On pose alors

f a~= f F (~S ~Y) s E ~
~ 

J S j " S S

C s~~ ,

Comme s ~ ~S est en escalier, est borélienne et on peut poser

rt

(III.11) 03C8nt = x + 

0 
ans ds 0~t~T.

La suite (03C8n) ainsi définie possède les propriétés suivantes :

1) Pour tous s.t.n, 

2) Pour tout n , 
,

En ef f et, comme ns E K(n, s) , pour s ~

I - ~ E F (~s ~ Y) us {dY) - ~s ~ ~ ~n - K II ~n - ~ ~ ~ T .

3) Pour tout n , ~‘(~s~~s) ~ ~{~s’~s) p’p’
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En effet, = avec

H(n,s) = 1 ( E u(dY) - agi

Mais, pour s dans , ns EH(n,s) par définition de a , donc

03BB(03C6ns,ans) ~ I( ns) = I(n,s) ~ 03BB(03C6s ,03C8s ), d’après (III.8). Comme est négligeable,

an p.p., on a bien le résultat annoncé

4) Pour presque tout s , 03BB(03C6,03C8) = lim 03BB(03C6n,03C8n).s s n s s

En effet, d’après la propriété précédente

lim p.p.,

et, d’après (III. 12), an converge vers 1 p.p., d’où, comme À est s.c.i.,

lim 03BB(03C6ns,03C8ns) ~ 03BB(03C6s,03C8s) p.p.

En conclusion, 1jJn converge uniformément vers 03C8 (voir 2)) et, comme

T003BB(03C6s,03C8s)ds  +ce, les propriétés 3), 4) montrent que
o 

s s 

= (T o 03BB(03C6s,03C8s)ds = lim (T o lim 039B(03C6n,03C8n).

Il reste à établir la mesurabilité admise pour que la démonstration soit complète.
A cet effet, nous commençons par prouver le résultat suivant :

Lemme (III.4) : Soit en escalier et p : borélienne;
on pose pour tout e > 0

= P(s) ~ ~ e}.

Alors la fonction est Lebesgue-mesurable dès qu’elle est finie pres-

que partout.

Démonstration :

En décomposant suivant les intervalles est constante, on est

ramené au cas E b ERd .
On remarque également que, pour prouver le lemme, il suffit de montrer qu’il

existe pour tout a>0 un borélien Aa de CO,T], dont le complémentaire ait une
mesure de Lebesgue et tel que I(’,e:,p) soit borélienne sur A . Or,

a > 0 étant donné, le théorème d’Egoroff permet de construire un borélien A
contenu dans {l(’,e,p) et une suite (pn) de fonctions en escalier vérifiant
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_ a et ( pn - 03C1)~~ ~ n . ° Si on pose alors

K(s) = (E)| |F(b,y) (dy) - 03C1(s)| ~ ei

Kn(s) = m1 (E) 1 Pn (s) 1 ~ E +1 n},
il suffit de démontrer que I(Kn(s)) tend vers I(K(s)) = I(s,£,p) pour s appar-

tenant à en effet, les pn étant en escalier, il en est de même des 

qui sont donc boréliennes. Mais, pour s EAo.’ K(s) cKn(s), d’où I(Kn(s)) I(K(s))=

Pour tout n , il existe avec = I(Kn(s)). Comme, pour s EAa
fixé, la suite (vn) est dans le compact {I ~ I(K(s))}, quelle que soit la valeur

d’adhérence J de (I(Kn(s)))n, il existe une suite d’entiers nk tendant vers

telle que

converge vers une probabilité v EK(s)

- lim lim I(K ~ (s)) = J.
k s k

Alors, comme 1 est s.c.i. et 

I(K(s))  I(v) _ J ~ I(K(s)),
k

ce qui prouve que I(K(s)) = lim I(Kn(s)), et achève la démonstration.

Ce lemme, appliqué P=~ et montre que = I(n,s)
est Lebesgue-mesurable sur [0,T] (puisque l’on sait déjà que I(n,s)  ~ p.p. sur

On peut donc trouver un borélien ,~~ l de [0,T] tel que Q(f 1) = 0 et que ’

pour tout n, la fonction I(n, e) 1 
~ 1 

soit borélienne.

On pose alors  = 1 ~  et, 110 étant une probabilité quelconque sur E ,

Hn = I(u) = I(n,s)} + (~ 

Il est facile de vérifier que Hn est un borélien de ’ dont les cou-

pes (s ECO,T]) sont compactes.

On en déduit, grâce à un résultat figurant au paragraphe IV de Dellacherie C1], que

Hn admet une section par un graphe borélien, ce qui revient précisément à dire, en

reprenant les notations du début, que l’on peut choisir les us de façon que l’ap-
plication soit borélienne sur ~~ .En effet, il suffit, pour retrouver les

hypothèses faites dans Cl], d’identifier l’espace polonais à un Gs du com-

pact métrique ce qui ne change pas la mesurabilité.
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La démonstration du lemme (III.3) se trouve ainsi achevée.

Remarque finale sur l’hypothèse markovienne.

L’hypothèse Y markovien faite tout au long de l’exposé n’a été en fait utili-

sée que pour démontrer le lemme (II.2). On peut donc, en prenant comme hypothèse

les résultats de ce lemme, ne pas supposer Y markovien.

Posons pour tous de R+, 03C9 de 03A9 et B de :

L[t1,t2](03C9,B) = 1 t2-t1 t2 t1 1B(Ys(03C9))ds.
Alors est dans et la nouvelle hypothèse de grandes dévia-

tions pour Y se formule ainsi :

Hypothèse (H"). Il existe une fonctionnelle I : s.c.i., convexe, telle

que

(i) Pour tout a ER+ , { ~m1 (E) |I( ) ~ a} est compact.

(ii) Quels que soient le naturel n et le n-uplet donné (tl,...,tn) de R
on a (en posant to = 0) : t

a) Pour tous A~,...,An-l ouverts de YY~ (E)

r i n-1

lim E Log P y E Ak , k = 0, ... ,n-1 >_ - 

k=0 E (tk+1 - tk) I(Ak) 
,

b) Pour tous A0,...,An-1 f ermés de m1 (E)

lim ~ Log Py L[tk ~,tk+1 ~]~ Ak, k=0,...,n-1] 
 - E (tk+1-tk) I(Ak),

les deux limites étant uniformes en y e E.

Il est facile de voir que l’on obtient encore les résultats du théorème (III.l)

sous l’hypothèse (H"), les démonstrations étant les mêmes que dans ce qui précède.
On rapprochera cette hypothèse de celle faite par Freidlin dans [4J comme on l’a

fait au paragraphe I.2).

Appendice.
On démontre le théorème A.l en suivant le chapitre 9 de C6]. Pour cela, on

prouve d’abord le résultat suivant :

Lemme (A. 2) : Soit À une fonction s. c. i. sur Rd XR d. On suppose que pour un
point donné x~ de Rd il existe une fonction de Rd dans R et un voisi-

nage V de x tels que
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(i) Pour tous x de V et y de R , a(x,y) >_ ~(y).

(ii) La transformée de Legendre 03C8* de 1jJ est partout  

Alors, si l’on pose pour tous E > 0 et y de Rd

~},
on a

où 03BBx0 = 03BB(x0,.).

Démonstration du lemme.

Il suffit de prouver que inf f* = À* , ce qui se réduit, en fait, à
e>0 ~ Xo

inf f£ ~ À* , l’inégalité inverse étant évidente.~0

Soit e tel que f ?t~, donc se limitera dans la suite à

~ ~ ~0.

Supposons alors, par l’absurde, qu’il existe ô > 0 et z0 de Rd tels que

pour tout e > 0

03BB*x0(z0 + 03B4  f*~(z0) = sup[y.z0-f~(y)].
Choississons y tel que À* (z ) + à  y , z - f (y ) , puis x vérifiant

_ ~ et ~x * 0 (z0) + ô  y~.zC - ~(xE,yE) . La famille est bornée.

En effet, comme pour tout z

f~ 0 (z) +~x 0 (zC) +S,
et comme f*~0, convexe et partout finie, est continue, on a :

+ °° > (z); I z - 1 } ? 03BB*X0 (zC) + 8.
Soit alors en une suite tendant vers zéro telle que yn = yE converge vers

n

une limite y. La fonction À étant s.c.i., l’inégalité

~n’~ ~ ~ ~ ~ ~
entraîne ~

+ Àxo (zo) + 6,

d’où l’on déduit :

~X 0 (zp) ’- y. ~ zD - ax 0 (Y) ~ ~x 0 (zC) + ~ ~
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ce qui est absurde.

Démonstration du théorème (A.l).

On note l’ensemble des fonctions ~ boréliennes bornées de CO,T]

dans Rd telles que ~(0) = x.

Soit 11a= {(~,~) I ~(~’~) ~a}. Il s’agit de démontrer que ~a
est fermé. Soit ((~n,t~n))n >0 une suite convergeant uniformément vers (~

avec ( n ~n) dans ha pour tout n. Alors, en particulier, et la famil-

le est faiblement relativement compacte dans puisque équi-

intégrable. Par un changement d’indice on peut donc supposer que (03C8n) converge

faiblement vers une fonction 6. Mais on a alors, pour tous 0 _ s _t _ T,

t t

- lim lim r r 6(u)du.n s s

Il en résulte que 03C8 est absolument continue et que 03C8 = 6 (égalité dans 

Posons ~n 
= 

sup Comme 1 appartient à la fermeture faible de
n p_n T

{t~p, p >- n}, il existe, d’après un théorème de Mazur, une combinaison convexe

n 
j(n) pi n

X - E (pj ~ ~~j=1 J 
J

d’éléments (~p, p ? n) telle que En. De plus, pour tout j - j (n) ,
n

En’ car p. n J >_n. ’

En posant = 1 on a, pour tout s de CO,T]

n n n n

h~n (03C6s,03C8pjs) ~ 03BB(03C6pjs,03C8pjs), puisque |03C6pjs-03C6s| ~ En; d’où

T o h En 
_ a ,

j (n) j(n) T .Pj T J (n) ** .Pj
puis, comme E a = 1, oc >_ ,~ a 

n j h (~s’~s ) ,E a J)ds
j=1 J=1 p~ 0 n 0 J=1 n

T

>_ fT 0 En S S

(on s’est servi, successivement, de l’inégalité h ~ h**~n, et de la convexité de

h** en la seconde variable).
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Mais ( £ ) est une suite croissante de fonctions positives et s.c.i. en leur se-

cond ar g ument. Q uitte à extraire de (X ) n une sous-suite convergeant p.p. vers 03C8,
on peut donc écrire, pour tout n0 fixé :

T h** _ T lim h** ~n0

~ lim h**~ (03C6s,~ns)ds ~ 

p En C 0 ~ n 
a.

Comme, d’après le lemme, 03BB = a** = lnm h£* , on a bien

T 
T 

03BB(03C6s,03C8s)ds  T0 
T 

h§* (03C6s,03C8s)ds  a,

ce que l’on voulait montrer.
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