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GRANDES DEVIATIONS POUR CERTAINS SYSTEMES
DIFFERENTIELS ALEATOIRES

M. BRANCOVAN, F. BRONNER, P. PRIOURET

0 - INTRODUCTION.

" s < d .
Dans cet exposé, on considére un processus a valeurs R, XE’ solution de :

€ _ € € _
(0.1) dxt = F(xt,Yt/E)dt, X =%,

ol Yt est un processus 3 valeurs dans un espace l.c.d. E. Il s'agit d'obtenir
des &valuations asymptotiques lorsque ¢ tend vers O de PE{e € A] ol

d
A <c(o,T].RD).

Trés souvent Yt sera un processus de Markov ergodique de probabilité invariante

Tl, et alors (Khas'minskii [7]) x converge stochastiquement vers la solqtion
(;t) de :
(0.2) dx, = F(x(t))dt, x(o) = 0, 08 F(x) = f F(x,y)du(y).

E
L'évaluation asymptotique obtenue sera un résultat de grande déviation de %€ par
rapport a x.

Le travail de base sur le sujet est l'article [14] de Freidlin - voir aussi le livre

de Ventcel' - Freidlin [IO] - oli il obtient cette évaluation sous 1'hypothése :

t
(0.3) lim ltLog E(exp J (a,F (x,Y )ds)) = H(x,q)
trtoo 0 s

existe uniformément en x et est différentiable en (.

-~

Notre but ici est d'établir ce résultat i partir d'une hypothé&se de grandes dévia-
tions pour le processus Y, c'est—3d-dire l'existence d'une fonctionnelle I telle

que pour tout ensemble I de probabilités sur E on ait :
1 t

(0.4) Pl— 1 (Y )ds eT{#~ exp(- t I(T)).
t o () 's

Voir Donsker - Varadhan [2] .
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Evidemment on sait (Varadhan [9]) que (0.4) implique 1'existence de (0.3), mais
1'approche directe nous paralt présenter certains avantages : elle est plus naturel-

le pour un probabiliste et elle précise certains points de [4].

L'exemple type de ce genre de situation est le cas ol Yt est une diffusion
réguliére sur une variété compacte. Une étude détaillée de ce cas se trouve dans

Brancovan - Bronner - Priouret [Il].

Notations et hypothéses.

Dans toute la suite E est un espace localement compact de type dénombrable
(l.c.d) et %‘ sa tribu des boréliens. On note le(E) 1'ensemble des probabilités
sur (E,%ﬂ, que 1'on munit de la topologie de la convergence étroite. On désigne

X ' . .
par C[O,T] (resp. C[O,T]) 1'ensemble des fonctions continues ¢ de [0,T] dans

rd (resp. des fonctions continues ¢ € C telles que ¢(0) =x),(T >0, x dans Iﬁ{

[o,T]

d
sur R et C[O,T]

d=>1). On a choisi une norme notée est muni de la topolo-

la norme uniforme).

d

gie de la convergence uniforme, (l Tt

On se donne dans tout ce qui suit la fonction F : Rg XE-*Rd définissant le
systéme (0.1), lipschitzienne de rapport K sur le produit RIXE et bornée (on

pose ”F”oo = sup{|F(x,y) |, x eRd, yeED).
On considére enfin le processus de Markov Y= “L{F,QFt,Yt,Py), 3 valeurs dans

E,&).

On introduit pour tous t>0, A de %3 , et w de Q , le temps de séjour mo-
yen de la trajectoire Yt(w) dans A :
1

t
L (0,8) = EJo 1,(Y, (w)ds.

Pour chaque w de , Lt(w,°)e'ﬁﬁ(E) : Lt(-,-) est une mesure aléatoire.

L'hypothése de base sur Y dans tout ce qui suit consiste alors 3 supposer
qu'il existe des résultats de grandes déviations,uniformément en 1'&tat initial vy,
pour la famille (Lt’ t >+ ), analogues 3 ceux de Donsker et Varadhan [2].

A partir de maintenant on fait donc 1'hypothése suivante :

Hypothése (H) :

Il existe une fonctionnelle T : ]&a(E)ﬂii+ convexe et telle que

(i) Pour tout aeR,, {u e\“ﬁ(E) | I(u) <a} est étroitement compact;

., en particulier I est s.c.i.
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(ii)  Pour tout ouvert A de YYGI(E)

1lim %—Log P [Lt eA]l =2 - 1I(a)
theo M

(iii) Pour tout fermé A de Yﬂa(E)

Tin +Log P (L cal < - L(a)
4o y

pour tout yeE, les deux limites étant uniformes en y. On a posé

inf{I(u), neal, AcmI (E)
1(a) =

+® gi A est vide.

On peut aussi introduire 1'hypothése plus compléte suivante :
Hypothése (H') :

(1) Le processus Y vérifie (H).

(ii) Il existe une et une seule probabilité ﬁ'é\ﬂa(E) telle que I(W)=0.

Cette hypothése n'est pas nécessaire pour obtenir des résultats de grandes dévia-
tions pour le systéme (0.1) : (H) suffit. Toutefois elle est vérifiée dans de nom-
breux cas, notamment celui d'une diffusion sur une variét& compacte. D'autre part,
elle est plus satisfaisante que (H)

perturbé" (0.2), la fonctionnelle

car, § définissant le systéme limite '"non
A que 1'on va construire ne s'annule que sur

les solutions de (0.2). C'est alors une "vraie" fonctionnelle d'action.

I - CONSTRUCTION DE LA FONCTIONNELLE D'ACTION A .

Dans ce paragraphe on construit la fonctionnelle d'action A
fonctionnelle I de 1'hypothése (H)

xR RS >R, .

a partir de 1la

. Pour cela on introduit une fonction

1) Construction de A .

Proposition (I.1): En posant pour tout couple (a,b)e Rdx RQ,

inf{I(p) |ne “BI(E), J F(b,y) u(dy) = a}
(I.1) A(b,a) = E
+o si 1l'ensemble entre accolades est vide

on définit une fonction A : RdX Rd *i+ vérifiant :
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(1) Pour tout b de Rd, A(b,a) = +o dés que Ial > ”F”m

.. . . d, d
(ii) La fonction A est s.c.i sur R xR, et convexe en son second argument.

(iii) Pour tous b de Rd et a>0, {a; A(b,a) <a} est compact.

Démonstration :

Comme IJ F(b,y) u(dy)| S"F“m, pour tous W de ml(E) et b de B 1'en-
E

semble entre accolades de (I.1) est vide si |a| > ||F]|m, d'old (i).

Pour montrer (ii), on remarque que si :

2,0 = 1lim inf A(b',a') <+,
_ (a',b') + (a,b)

. PR . . d d
et si €>0 est donné, il existe une suite ((an’bn)’ n>0) de R xR et une

suite (un)n>0 de m] (E), telles que, pour tout n, on ait

. €
lim (an,bn) = (a,b) , )\(bn,an) SJLO + 5

ainsi que

IE F(b_,¥) wdy) = a,

et

€
)\(bn,an) < I(un) < )\(bn,an) tyo.

Par suite, un appartient 3 {pe WG] (E) II(]J) Sl?,o + €}. Cet ensemble étant compact
d'aprés 1l'hypoth&se (H), il vient,pour toute valeur d'adhérence u de la suite
(un), I(y) S!Z,O + € et f F(b,y) u(dy) =a. Il en résulte que A(b,a) <I(uw) $20+E

E .
pour tout € >0, soit A(b,a) SILO, ce qui est bien la semi-continuité de A.

On notera que (iii) découle aussitdt de (i) et de la semi-continuité de .
Enfin, la convexité par rapport au second argument se déduit facilement de la défi-

nition (I.1) et de convexité de 1I.

On pose maintenant pour tout couple (¢,y) de fonctions boréliennes de [0,T] dans

R,

T
[ >\(¢S,¢S)ds si Y est absolument continue
(0]

(I.2) Ap,p) =

+ o sinon,
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La fonctionnelle d'action pour le systéme (0.1) est alors

(I.2') A9 = A, 9).

Avant de voir que ¢~>A(¢) vérifie bien les propriétés de régularité que 1l'on sou-

haite, on va comparer cette fonctionnelle avec celle de Freidlin [4].

2) Lien avec la fonctionnelle de Freidlin.

Pour tous b et c de Rq on considére, lorsqu'elle existe, la limite

t
(I.3) h(b,c) = 1lim —']:—Log Ey[expf

c*F(b,Y )ds]
t oo s

0

(le point désigne le produit scalaire de Rd).

Dans [9] Varadhan démontre que 1'hypothése (H) implique 1l'existence de la li-

mite (I.3). En fait Varadhan ne suppose pas que les limites (ii) et (iii) de

(1)

sont uniformes; cependant, lorsqu'elles le sont, la limite (I.3) est aussi unifor-

me : cela se voit facilement en reprenant la démonstration de [9]. On a de plus :

(I.3') h(b,a) = sup [Jc-F(b,z) u(dz) =1 {.
W € Mg (E)

La proposition suivante fait le lien entre les fonctions A et

Proposition (I.2) : Sous 1'hypothése (H), pour tout b de R, A(b,*)

transformée de Legendre h*(b,*) de h(b,*), i.e.

A(b,a) = h*(b,a) = sup , (cra-h(b,c)).
c eRd

Démonstration :

On note X*(b,') la transformée de Legendre de A(b,*).

.. . . _ *%
Comme A(b,*) est positive, s.c.i. et convexe, sa bi~transformée X (b,*)

A(b,*) (cf. Ekeland et Temam [3]). Il suffit donc de vérifier que, pour tout

A (b,*) = h(b,*). or,

A (b,a)

]

sup (c*a - A(b,c))
c

= sup (cra - Inf{I(n) |ueM(E), IE F(b,y) u(dy)
Cc

= sup sup {(cea - T(W)) iueml (E), JF(b,y) u(dy)

ch)
c}

est la

est

b,

= sup sup {JE a*F(b,y) u(dy) - I(w) luem](E), JF(b,y) u(dy) =c}

c

= Sup{fa'F(b,y) u(dy) - I(w) luem', &)}

= h(b,a).
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Freidlin dans [4] démontre des résultats de grandes déviations pour le systéme dif-
férentiel (0.1) en prenant pour hypothése, lorsque Y est un Markov, 1l'existence
de la limite (I.3) uniformément en y de E, et en supposant de plus que, pour tout

b de RY, h(b,*) est différentiable.

I1 contrdle alors les grandes déviations de (0.1) par la fonctionnelle

T
J h*(¢s,¢s)ds si ¢ est absolument continue,
0]

s(¢) =

+o sinon,

qui coincide avec A(*) d'aprés la proposition (I.2).

e s ae o . S *
L'hypothése de différentiabilité de h(b,*) revient 3 supposer que h (b,*) =A(b,*)
est strictement convexe, ce qui n'est pas nécessaire dans la démarche du présent
exposé; cela est cependant vrai, comme on peut facilement le voir, pour une diffu-

sion sur une variété compacte.

3) Propriétés de régularité de A.

Proposition (I.3): L'application (¢,¥) >A(d,¥) définie par la formule (I.2) est

s.c.i., pour la topologie de la convergence uniforme, sur 1'ensemble des couples

(¢p,9) de fonctions boréliennes bornées.

Démonstration :

Elle repose sur le théoréme suivant, qui se trouve pour 1l'essentiel dans Ioffe
et Tikhomirov [6], et que 1'on démontrera succintement en appendice pour la commo-

dité du lecteur.

PN . d, .d — . .
Théoréme (A.1) : Soit X : R xR >R, une fonction s.c.i., convexe en son second

argument et vérifiant, pour un B >0 et pour tout x de Rd, Alx,y) = +» dés

que Iyl >B.

On _suppose de plus que pour tout x eRd il existe un voisinage V de Xy et

une fonction VY : RISR  tels que :
(1) Pour tous x de V et y de Rd, Alx,y) 2y(y).

(ii) La transformée de Legendre 11)* de Y est partout < +o

Alors 1'application A, définie sur les couples (¢,§) de fonctions boréliennes

bornées par :
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T
>\(¢S,ll)s)ds si U est absolument continue,
0

A, ¥) =

+°© ginon,

est s.c.i. du couple pour la topologie de la convergence uniforme.

I1 suffit donc de vérifier que 1'application A définie par (I.1) satisfait

aux hypothéses de la proposition (A.1). Il y a juste pour cela a construire une

fonction Y vérifiant (i) et (ii). Or si on pose, pour € >0,

K(xgy) = fue¥e (@] IJE F(xg,2) W(d2) - y| <e},
on peut prendre pour ¥ :

V() = inf (T 5w ekS(xgom T, (ke si KGx,y) = 9).
En effet,

AG,y) = inf {I() [ueY% (B), JF(x,Z) u(dz) =y} ;
mais {u e, (B) | JF(x,z) u(dz)=y}CK€(x0,y) des que |x-x| <%

(K étant la constante de Lipschitz de F), par suite,

Ax,y) 2 ¥(y).

Mais, d'un autre coté, Ke(xo,y) est vide dés que |y| >|IFHoo + ¢, donc, comme Y

est positive,

= sup [ysz-(y)] < |z]|( ”Fl[oo +E€) <+,
lyl<lFll,+ e

Corollaire (I.4) : La fonctionnelle ¢ —> A(¢) = A(p,$) est s.c.i. sur C[0 75
de plus, pour tout a>0,
x
K, = {d)eC[O’T] | ACd) <o}

est COmE&CC .

I1 reste a vérifier que Kot est relativement compact. Mais, si ¢ est dans Ka,
L] .
)\(¢S,¢S) <+® p.p., d'ot ||¢”°°s ”F”w I1 en résulte que K, est un ensemble

équi-continu de fonctions, et il suffit donc d'appliquer le théoréme d'Ascoli.

Pour terminer ce paragraphe, on va montrer que, sous 1'hypothése (H'), A ne s'an-
nule que sur les solutions du systéme déterministe (0.2), ce qui justifie le terme

"fonctionnelle d'action",



Proposition (I.5) : On suppose que le processus Y wvérifie 1'hypothése (H'); alors

A(9) =0 si et seulement si la fonction ¢ est continiiment différentiable sur

[0,T] et est solution du systéme

(0.2) § =F@4) (o T - J F(x,y) T(dy)).
E

Démonstration :
On remarque d'abord que A(b,a) =0 si et seulement si a=F(b). En effet, il
existe | telle que J’F(b,y) u(dy) =a et I(u)=2A(b,a), et ﬁ est la seule pro-

babilité telle que I(u) =0. Il est donc facile de voir que si ¢ est solution de
$t=§(¢t) (t €[0,T]), alors A($) =0. Inversement, si A(¢) =0, ¢ est absolument

continue, et, comme >\(¢s,$s) =0 pour presque tout s, on a presque partout

. - - t -
¢S=F(¢s). D'oli, comme s+F(¢S) est continue sur [0,T], ¢: t+¢t=¢0 +J F(¢S)ds
0

est de classe C! et solution de &>t=F(¢t) pour tout t e[0,T].

II - GRANDES DEVIATIONS POUR LES PROCESSUS X°° ¢, ¢ EN ESCALIER.

On pose
€,¢ t
X =x+[F(¢,Y)ds
t s’’s
0 —_
€
n-1 d
pour toute fonction en escalier ¢ = I <bk l(t £ ) (d)k €R),
k=0 k’ k+l

ol (tk,k=0,...,n) est une subdivision de [0,T]. On donne maintenant, i 1'aide
de la fonctionnelle A du paragraphe I, des résultats de grandes déviations pour
le processus Xe’q).

PROPOSITION (II.1) : Pour tout &tat initial y de Y :

(i) Pour toute fonction d}eC}EO T et tout réel &>0
(IT.1) lim € Log P [||x€’¢-w|| <81 2 - A4,V)
€t0 y
.. P x
(ii) Pour tout fermé A de C[O,T]
(I1.2) Tim € Log P [X€’¢€ Al < -inf {A(4,V¥) IlpeA},
€Y0 y

les deux limites &tant uniformes emn 7y cE.
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Il s'agit donc de passer des grandes déviations de Y aux grandes déviations de

X%, on a pour cela a effectuer des transformations préliminaires.

1) Transformations préliminaires.

Posons, f étant une fonction continue bornée de E dans Rd et T un borélien
de Rd,

A(t,£,7) = {u eYYC](E) | tu(g) er}.

L'ensemble A(t,f,[) est ouvert (resp. fermé) si I est ouvert (resp. fermé) et,

pour tout ¢t >0,

t
{J £(Y )ds €T} = {L. eA(t,£,T)}.
o £ e

Plus généralement, pour (tk, k=0,...,n) une subdivision de [0,T], (Tk ,

k=0,...,n-1) une famille de boréliens de RY et (f, , k=0,...,n-1) une famille

k.’
. . 2 d = -
de fonctions continues bornées de E dans RY, on pose Ak A(tk+1 tk’ fk, I'k).

Alors,

Lemme (II.2) : Quel que soit y dans E on a :

(i) Pour toute famille d'ouverts (T'k, k=0,...,n-1) de Rd,

t .
lim € Log py[(J ket £,(Y)ds eT), k = o,...,n—l]
Y0 t t

n-1
2 - I (

2o Crer 78D TR

d

(ii) Pour toute famille de fermés (T,, k=0,...,n-1) de R

k?

t
lim € Log P [(J k+l fk(Y )ds el"k), k = 0,...,n-—].]
€Y0 y t %

n-1
< 7 Zo (e 78D T4,

les deux limites étant uniformes en yeE.

Démonstration :
En notant 6k=tk+] —tk et @ 1'événement considéré, il vient,
Gk
d = {Jo fk(Ytk+s)ds € Fk sk =0,...,n-1}.

€
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On en déduit

P [d]1=E |1 s
Y e )dsel, 3 k=0 2}
£ (Y sell 3 k=0,...,n-
o k tk+s k
€

En appliquant la propriété de Markov, on obtient

§
n-1
Py J fn—l (Yt +s)ds € 1-'n--] I}’t
0 n-1 n-1

€ €

n

§

- -1 -

= PY I fn_l(YS)dsan_l = PY [LG eAn_l].
t 0 -—_ n-1
n-1 € n-1

€ €

Lorsque les T'k sont ouverts, la limite (ii) de (H) montre que pour tout n>0, il

existe €. >0 tel que, si €<g_, on ait pour tout y de E,donc pour

0 0
y=Y, (w)
n-1
€
P L €A > exp(- n-l @A )+ 1)
Y (w) S n-1 € n-1 :
t n-1
n-1
€
€

Par suite, pour tout y de E :

J §
k n-1
r . = - - —
P [o] 2 Py J fk(Ytk+s)dS eI‘k s k=0,...,n-2| exp( c (I(An—l) +M)).

€

En raisonnant de proche en proche et en faisant tendre n vers zéro, on obtient
la minoration (i). »

Par une démarche analogue on obtient la majoration (ii) lorsque les I'k sont
fermés.

Avant de démontrer la proposition (II.1) on va modifier 1'écriture de 1'indgalité

(ii) du lemme (II.2). Avec fk=F(¢k,°), il vient,

1A) = inf{I() |ueWE (B), 6 fE F(by) W@y) € Ty]

inf{)\(d)k,ak) | a,e Rd, Gk a € l"k}
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et, par suite,

n—-1 n-1

. d
k§0 (tp, ~t) 14 kio 8, 1nf{>\(¢k,ak) [ake R, & akel"k}

n-1

= inf{kio Gk X(¢k,ak) I(ak)k=0,.. § a el ,k=0,...,n-1}.

oon-10 %k F
n-1
Si 1'on pose Y= I a |1 . . . . S oes
k=0 k (tk’tk+l)’ faire varier la famille (ak) revient a faire
varier U parmi toutes les fonctions en escalier adaptées a la subdivision (tk).
On peut donc récrire la majoration (ii) du lemme sous la forme

t
lim € Log P [ J k+1 F(9, ,Ys)ds el ,k=0,...,n~1 ]
V0 y t _E—

(II.3) T N
< - inf{J X(¢s,ws)ds lw en (tk) escalier, [ ktl wsdse Fk,
0 t
k

k=0,...,n-1}

(0 en (t;) escalier signifie que Y est constante sur les intervalles de la
k g
subdivision (tk)).

2) Démonstration de la minoration (II.1).

Soit 8>0 fixé et Y eC?O r] une fonction telle que A(¢,y) <+ (sinon la
b

minoration (II.1) est évidente). Alors Y est absolument continue et, pour presque
tout s, A(¢’,@S) <+®, Il en résulte que ”¢|Ln5 ”FILn () considéré comme une
classe de L%).

Maintenant, on peut choisir la subdivision (tk) de [0,T] adaptée a3 ¢ telle

$

ue sup|t -t |<8'= A $ Dans ces conditions, comme pour telt ,t ]
Rt e R | | A ’ P K’ k]
€6 t . £ .
x> -v, | = ijo EF<¢S,Y§)—¢Sstl leO <F<¢S,Y§>-¢S)ds| + 2 |Fll, (e-t),
€ €
on a, t
S €,0 k .
A = {||x% %=y <8} o{ sup IJ (F( ,Y ) -P )ds| <6'}.
€ | Iy 1<k<n-1 0 s % el
Mais,

Y . bt . s
{ sup |J [F(9,Y) —lps]ds| <8'} :{II [F(9,,Y) -9 dds| < —,k=0,..,0-1}.
1<ksn-1 ‘0 2 € % s n

t . '
Par conséquent, en posant Fk = {x eR@(Ix-—J ket wsds[ <£%J, on obtient finalement

e
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§ Crl
AL > {Jt F(¢k’Y§)dSEFk’k=0""’n_1}'
k €

Mais T'k est ouvert; on peut donc appliquer le lemme (II.2), minoration (i), pour

obtenir, uniformément en yE€E

-1
(S n

lim € Log P [A_] 2 - Z (t  ,-t) I(4),

o y € k=0 k+1 k Ak

t '
b m DEM® Lot | P ) - Jt“” bas| <&,
k

D'un autre cOté, il résulte de la définition de I(Ak) que, pour tout

k=0,...,n-1, on a

t
. 1 k+1 o
I(a,) <inf{I (W) [ueY, (B), JF(¢k,y) H(dy) = +—— J bds} =
k+1 k't
k
t
1 1 o
= A T J K b ds).
k+1 k't
k
La fonction )\(¢k,') étant convexe, on en déduit
t
1 k+1 *
I( ) < P ——— J >‘(¢ ;‘P )dS,
" Bl T e k7s
k
ce qui donne s n-1 €t .
Linctog 7 fa) = - 3 [ aeudas = - Mo
€90 y k=0 't s

uniformément en yeE. Ceci est bien la minoration (II.1).

3) Démonstration de la majoration (II.2).

Comme la fonction F est bornée, on a pour toute fonction borélienne ¢ de

{0,T] dans Rd

|Xi’¢-x§’¢| < |IF|l le-s] (0<s<t<T).

Il en résulte que, lorsque w parcourt et ¢ 1'ensemble des fonctions
boréliennes de [0,T] dans Rd, la famille des trajectoires (t —*Xi’q)(w),tST) res-—
te dans un compact [ de C?O,T]' On peut donc supposer le fermé A de (II.2)
compact.

Pour tous Y de C)[(O T] et §>0 on note ]_3(4),6) la boule fermée

b
{GGC}EO,T]I ||9-11)||T <68}. Soit (tk) une subdivision adaptée a ¢.



m

x .
Pour toute Y EC[O 7] absolument continue,
b

t t
xf e,y -0 Jas| s 2 supIJ (F(og,¥) =B )ds| = 2 [|x5®-y]| ..
" € e<T 70 €

I1 en résulte que, si Y est absolument continue, pour tout ye¢E,

t

Py[xe’(bsﬁ(w,d)]sPy[lf ket [F(¢k,YS)—lIJS]ds < 26, k=0,...,n—1:|.
t —
k €

En appliquant la formule (II.3) il vient, uniformément en y €E :
lim € Log P [Xe’q) eB(Y,8)1 < - Inf{A(4,0) |o EBG},
Y0 y v

ot 1'on a posé

Bf; = {0: [0,11-8? | 6(0) =x, A($,0) <=, Gen (t,)escalier et ]J:k”(&—tb)(s)dqsza}.
k

Si on montre que, &tant donné o >0, l'ensemble B$ est contenu dans la boule

B(Y,a) dés que § et le pas de la subdivision (tk) sont assez petits, on pour-

ra déduire de la semi-continuité de A(¢,*) qu'il existe pour tout a<A(9,¥) un

6‘P>0 tel que

(IT.4) Tim € Log P [x°? e B(y,6
€Y0 y

)Yl < - a,
Y
En effet, si aw est tel que A(¢,0) 2a dé&s que ”0“PHTS Otw (s.c.i. de A(d,*)),
il suffit de prendre 0t=0tw et de choisir § =6‘P et le pas de '(tk) pour que

Sy

B,"cB o, ).

v W, w)

Soit donc (tk) une subdivision adaptée & ¢, 0 une fonction de BG.
On remarque d'abord que, puisque A(9,0) <+, ”6”005 ”F”m Alors, si

p= sup (t L,

—tk) et si t est dans [t:k
0<k<n-1

k+1 *Ere

lo(e) =w(e)| < Joe) ~ote)| + Jote) =wed| + |w(e) -w(o)],

lo-wlly <lIFll e + 208 + sup(fy(e) —w(s) |, |e-s|<p).

On choisit d'abord assez petit pour que le premier et le troisiéme termes

w|R ©

soient majorés par , puis, la subdivision fixée, 6‘4’ pour que 2n§ <&

v 37
Il reste a déduire la majoration (II.2) de (II.4). Comme on peut supposer A

compact dans (II.2), cela résulte du lemme suivant :
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Lemme (II.3) : Soit (Zi, t e[0,T], €>0) une famille de processus sur (Q,F,P)

3 valeurs dans RY et d'état initial x. On suppose qu'il existe une fonctionnel-

le A sur C)EO T telle que, pour toute fonction ¢ de C)[(O 7] et tout a<A(Y)

il existe &, >0 tel que

v

Tim € Log P25 -y, <61 <
€Yo T v

= a.

X
Alors, pour tout compact A de c[O,T]

Tim € Log PIz8 Al < - inf{A(Y), Y eAl.
Y0

Démonstration :

Si b=inf{A(Y), Y €A} =0, le lemme est &vident. Sinon, soit ael0,b[ et §

associé 3 Y et a. Du recouvrement du compact A par les boules B(Ip,dw), Y par-

courant A, on extrait un recouvrement fini (B(wi,Sw.), i=1,...,p). Alors,
i
€ e P €
Plz"eA]l < Plz" e B(W,,8, )] < p sup P[Z eB(W.,5, ).
A iy, . i’ 7y,
i=1 1 1<i<p i
D'od

Tim € Log P{z5 €Al < - a.
eY0

III - GRANDES DEVIATIONS POUR LE SYSTEME (0.1).

1) Enoncé des résultats.

.. _ P . €
On donne ici les résultats de grandes déviations pour les solutions x (lors-

que € tend vers O0) du systéme

(0.1) dxi = F(xi,Yt)dt, xE = x eRd,
€

oi F est lipschitzienne bornée.

Théoréme (III.1) : Si le processus Y vérifie 1'hypothése (H), on a, pour tout y

de E, les limites, uniformes en vy, suivantes :

(i) Pour tout ouvert A de

X
o, 17’

(III.1) lim € Log P_[x €Al > - inf{A(¢) ; ¢ cA}
ev0 y

. - X
(ii) Pour tout fermé A de C[O,T]’
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(III.2) Tim € Log P [x" €Al < - inf{A(9) ; ¢ €A},
€Y0 y

ol A est la fonctionnelle définie par (I.2').

Comme conséquence de la majoration (III.2) on a, sous 1'hypothése (H'), un résultat

de convergence :

Théoréme (III.2) : Si le processus Y vérifie 1'hypothése (H'), pour tout & >0,

il existe Y>0 et €0>0 tels que, quels que soient 6580 et y de E, on ait

Py[“xe-)—(”TZ §] < exp(- %).

2) Démonstration de la minoration (II1.1).

On va d'abord montrer que pour toute fonction ¢ de C)EO ] et tout §>0
b

(II1.3) lim € Tog B [[x" -9l < 81 = - A9
Y0 y

uniformément en vy .

Pour cela, on utilise le lemme suivant, démontré en fin de paragraphe pour plus de

commodité.

Lemme (III.3) : Soit ¢ et ¢ deux fonctions de C}'[{0 r] telles que Ao, P) <+ .,
’

Pour toute suite (¢") de fonctions en escalier convergeant uniformément vers ¢,

. . . . X . <
il existe une suite (Y") de fonctions de C[0 T] convergeant uniformément vers
’

Y et telle que

(1) ALY < A < 4+
(ii) lim AU = A,

Ce lemme (appliqué au cas Y =¢) entraine facilement (III.3). Soit, en effet, (d)n)
une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers ¢, et (lbn) la

suite donnée par le lemme. On a :
B A R s I It IR
t [ t t t t t t t t
< x| xS-o las v rr o= ol v 1K Rl + IRl
- o s s T T T"

Soit, avec Gromwall,

€ _ < KT _,n €,¢n_ n n _
lx" =0l = e KT [lo =07l + IIx L [P LAl | P
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Pour n assez grand, on a donc, d'aprés la proposition (II.1), uniformément en vy,

lim € Log B [[[x* -9l <63 = - AG™u").
Y0 M

En faisant tendre n vers +® on obtient, compte tenu du lemme (III.3), la for-
mule (II1.3).

Il reste & passer de (III.3) a (III.1). Soit donc A un ouvert de ct J- Pour
toute ¢ de A il existe 6>0 tel que {66C’EO’T], ||9—¢||T <6}CA;’alors, pour

toute ¢ de A, uniformément en Yy,

lim € Log P [x" €Al 2 lim € Log P [x®-¢]l <81 = - Ao,
€Y0 y €0 v

ce qui donne bien (III.1).

3) Démonstration de la majoration (III.2).

On peut se limiter au cas oi A est compact dans C)Eo T puisque 1'ensemble
. . € P . > P
des trajectoires (Xt’ te[0,T], €>0) est équi-continu. On peut alors utiliser le

lemme (II.3) 3 condition de montrer que pour toute fonction Y de C et tout

x
: [o,T]
a<A(p) il existe un 6§ >0 tel que

lim € Log P [”XE'UJ”T <8] < - a.

V0 y

Mais A(e,°*), définie sur les couples (¢,0) de fonctions boréliennes bornées, est
s.c.i. au point (Y,¥). Il existe donc a >0 tel que A($,8) 2 a dé&s que

[¢]

||¢—w[|Tsa et ”9—‘4’”TS0£. Si on pose 6=2K’I‘—+1

(K constante de Lipschitz

de F), il vient, en choisissant ¢ en escalier, telle que ”(b—lp”Ts §

IA

10 -lly = ISPV SV E e -l

A

< k6 o+ T+ [x5-vll;
ce qui donne bien, compte tenu de la formule (II.2)

Tim € Log P [||x€*111||Ts 8] < Tim € Log P [||x€’¢-¢HTs al
€40 y Y0 y

IA

- inf{A6,0); 0 €Cpo 1y, llo-vllp<a)

IA

—a.

Remarque :

On voit facilement que les trois formes suivantes sont équivalentes :
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(II1.2) Pour tout fermé A de C?o ] 1lim € Log Py[x€ €Al < - inf{A(9), ¢ €A}.
’ Y0

(III.4) (Vq)ec’[‘OT]) (Va<A(®)) (36,>0) meLogpy[nxe—tbllsajs-a.

¢ Y0 ¢

(I11.5) (¥6>0) (¥a>0) Tim € Log P [d.(x",K ) >8] < -a
Y0 yvT o

X

od dp(8,K) = inf( [[0-0[l,, peK) et K, = {d)eC[O’T]

| A(9) <a},

toutes les limites étant uniformes en ye€E.

4) Démonstration du théoréme (III.2) sous 1'hypothése (H').

C'est une conséquence de la majoration (III.2) et de la proposition (I.5).
I1 vient en effet
lim € Log P [”xe-—;|l 28] < - inf{A(9), ”¢-—;|| > §}.

y T T

Y0
Si la borne inférieure de droite est finie (sinon il n'y a rien 3 démontrer) on
pose 2y = inf{A(¢)]| || -%|| = §}. Comme cette borne inférieure est effectivement
atteinte (les {A<o} &tant compacts), Y est strictement positif puisque

2y = A(¢O) avec ”¢O-§|Lr2 § et que A ne s'annule que sur X.

I1 existe donc € >0 tel que si € <€

€ Log Py[||x€—§|[T2 81 < - 2y+y = -y,

ce qu'il fallait démontrer; € Te dépend du reste pas de y puisque les limites

sont uniformes sur E.

5) Démonstration du lemme (III.3).

Il reste 3 obtenir le lemme (III.3) pour que la démonstration du théoréme
(III.1) soit compléte.

Soit donc données comme dans 1'énoncé du lemme les fonctions ¢, et la suite
(™). On choisit d'abord un représentant borélien ¢ de la dérivée de Y et on

pose
L= LD = (selo,11 | ao,,0) < 4=} .

C'est un borélien et, comme A(¢,¥) est fini,Cf ¢ est de mesure nulle.

Soit e, =K ”¢n-—¢[|T (K constante de Lipschitz de F),

(III.6) K(n,s) = {ueml(E)l |JF(¢2,y) u(dy)—ﬁisl < En}
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et
(III.7) I(n,s) = inf{I(y) |ueK(n,s)}.

On remarque d'abord que si pe 'Ytl(E) vérifie

f F(9,y) duy) = ¥
E

S

on a @

UE F(9,,Y) u(dy)—sz] < JE P40, ~Fo 0 | ntay) < xllo®-¢ll, = e,

et donc U eK(n,s). Ce qui entralne :

(III.8) A(¢S,J)S) = inf{I(W) |J F(d ,y) udy) = ws} 2 I(n,s).

E
Donc, pour tout s e f, K(n,s) est non vide; de plus, comme K(n,s) est fermé,
1'application s.c.i. I atteint son minimum sur K(n,s), car ce minimum est atteint

sur le compact K(n,s)n{IS)\(q)s,(I)s)}. I1 existe donc urS'eK(n,s) telle que
(III.9) (W) = I(n,s) (sed).

On suppose pour le moment que l'on peut choisir un borélien ‘)} c P tel que _-,3' ¢

soit Lebesgue-négligeable, puis les uz

telles que pour tout n fixé 1'applica-
o
tion de # dans 'Y\t'l (E) s->ursl soit borélienne.

On pose alors

[Y)
]

L: FOLY) Widy)  se &

a” 0 s¢ﬁ.

(III.10)

n . n PO
Comme s->¢s est en escalier, s—*as est borélienne et on peut poser

t
(III.11) Y= x+[ a® ds 0<t<T.
v t 0 S
La suite (Y™) ainsi définie possé&de les propriétés suivantes :
1) Pour tous s,t,n, |w2-¢2| < ||F||w|t—s|, car |32| < ”FHOo
n n
2) Pour tout n, [V —111||Ts KT || —¢[|T.

En effet, comme u:eK(n,s), pour se ;?'

(III.12) laZ-d.| = |JE F(Oo,y) woly) -9 | se = [o"-9].

3) Pour tout n, )\(¢:,KI):)S}\(¢S,‘LS) P-P-
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En effet, X(¢:,a2) = inf{I() | w eH(n,s)} avec

H(n,s) = {uem](E)If F(¢Z,y) u@dy) = a:}-
E

o,
Mais, pour s dans Ff, uz €H(n,s) par définition de a: , donc

. "y
A(¢2,a:) < 1(“2) = I(n,s) < K(¢S:WS), d'aprés (III.8). Comme © est négligeable,
ot &2 = az p.p., on a bien le résultat annoncé .

4) Pour presque tout s, A(d ,¥ ) = lim A(¢", 7).
s’’s n s’’s
En effet, d'aprés la propriété précédente

Tim A5, < A, 0)  pepe,

et, d'aprés (III.12), a" converge vers ws p.p., d'oli, conme X est s.c.i.,
s
. noen, .
1:;m NCAAW) ACdg ¥ ) p-p-

. n . _ .
En conclusion, §  converge uniformément vers y (voir 2)) et, comme

T .
J X(¢S,¢S)ds <+, les propriétés 3), 4) montrent que
0

T T
ICR J A(o_, P )ds = 1imf AT, 9Nds = 1im A", YY)
0 S S n 0 S S n

I1 reste & établir la mesurabilité admise pour que la démonstration soit compléte.

A cet effet, nous commengons par prouver le résultat suivant :

Lemme (III.4) : Soit ¢ : [O,T]-ﬁRd en escalier et op : [O,T]-+Rd borélienne;

on pose pour tout €>0

I(s,e,p) = inf{I(W) | neWg (B), [JF(¢S,y) u(dy) - o(s)| < €}.

Alors la fonction 1I(+,€,p) est Lebesgue-mesurable dés qu'elle est finie pres-—

que partout.

Démonstration :

En décomposant [0,T] suivant les intervalles oi ¢ est constante, on est
ramené au cas oi ¢ = b eBﬁ .

On remarque également que, pour prouver le lemme, il suffit de montrer qu'il
existe pour tout a >0 un borélien A, de [0,T], dont le complémentaire ait une
mesure de Lebesgue Q(Aé) <a, et tel que I(+,e,p) soit borélienne sur Aa . Or,

0.>0 &tant donné, le théoréme d'Egoroff permet de construire un borélien Aa

contenu dans {I(*,e,p) <©} et une suite (pn) de fonctions en escalier vérifiant
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. Si on pose alors

1
sa) <o et 1, (o -0l <5

o

K(s) = {u €ml(E)| |JF(b,y) n(dy) - o(s)| < e}

K*(s) = e (®)] !JF(b,y) H@dy) = g ()| = €+%},

il suffit de démontrer que I(Kn(s)) tend vers I(K(s))=I(s,g,p) pour s appar-
tenant & Ay : en effet, les % étant en escalier, il en est de méme des I(K™(s)),
qui sont donc bor&liennes. Mais, pour seAy, K(s) cK®(s), d'ou I(K"(s)) <I(K(s)) =

I(s,€,p) <™,

Pour tout n, il existe donc \):eKn(s), avec I(\)rsl) =I(Kn(s)). Comme, pour seAa
fixé, la suite (\)rsl) est dans le compact {I<I(K(s))}, quelle que soit la valeur
d'adhérence J de (I(Kn(s)))n, il existe une suite d'entiers o, tendant vers
+o telle que

n
- Vg converge vers une probabilité v eK(s)

g . Dy
- 1lim I(v_ ) = 1lim I(K (s)) = J.
k s k
Alors, comme I est s.c.i. et VeK(s),

I(K(s)) < I(V) < 1_131(\):“) = J < IK(Gs)),
K

ce qui prouve que I(K(s)) = lim I(K™(s)), et achéve la démonstration.

Ce lemme, appliqué a ¢ =¢,, p=\I) et €=g,, montre que s*I(s,en,lI)) =1(n,s)
est Lebesgue-mesurable sur [0,T] (puisque 1l'on sait déja que I(n,s) <® p.p. sur
f0,T1). On peut donc trouver un borélien ‘fl de [0,T] tel que l(f(;) =0 et que,

pour tout n, la fonction I(n,°*) ]f soit borélienne.
1

On pose alors }' = ‘fl nf et, Uy étant une probabilité quelconque sur E,
o= {(s,m) /SE?, ueK(n,s), I(w) = I(n,s)} + (} C><{uo}).

I1 est facile de vérifier que Hn est un borélien de [0,T] X'Yltl (E), dont les cou-
pes Hn(s,°) (s €[0,T]) sont compactes.

On en déduit, grdce a un résultat figurant au paragraphe IV de Dellacherie [1], que
H ~ admet une section par un graphe borélien, ce qui revient précisément i dire, en
reprenant les notations du début, que 1'on peut choisir les u: de fagon que 1'ap-
plication s->u: soit borélienne sur ;f'\' . En effet, il suffit, pour retrouver les
hypothéses faites dans [1], d'identifier 1'espace polonais Wl (E) & un Gg du com-

pact métrique [O,IJN, ce qui ne change pas la mesurabilité.
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La démonstration du lemme (III.3) se trouve ainsi achevée.

Remarque finale sur 1'hypothé&se markovienne.

L'hypothése Y markovien faite tout au long de 1l'exposé n'a été en fait utili-
sée que pour démontrer le lemme (II.2). On peut donc, en prenant comme hypoth&se
les résultats de ce lemme, ne pas supposer Y markovien.

Posons pour tous t]St2 de R, w de Q et B de é:

1 t2
L[t ¢ ](w,B) = J lB(YS(w))ds.

1°t £ t,

Alors L[t ¢ ](w,-) est dans m] (E), et la nouvelle hypothése de grandes dévia-

tions pour Y se formule ainsi :

Hypothése (H"). Il existe une fonctionnelle 1I: W{.l(E) -;I-i_'_ s.c.i., convexe, telle
que
(i) Pour tout ac€R,_, {ue'Wll (E) |I(u) < al est compact.

(ii) Quels que soient le naturel n et le n-uplet donné (tl""’tn) de R:_l

on a (en posant tO =0)

a) Pour tous AO""’An—l ouverts de m] (E)
n-1
1im€LogP[ € ,n—]__] 2 - I (t -t ) I(A)
€30 VLS B He k=0 K1 KTk
€ €
b) Pour tous AO""’An—l fermés de ml (E)
’ n-1
1im€LogP[ € ..,n—]] < - I (t -t ) I(4),
€40 YLk Yk k+l fe =0 K1k e
€’ €

les deux limites étant uniformes en yeE.

I1 est facile de voir que l'on obtient encore les résultats du théoréme (III.1)
sous l'hypothése (H"), les démonstrations étant les mémes que dans ce qui précéde.
On rapprochera cette hypothé&se de celle faite par Freidlin dans [4] comme on 1'a

fait au paragraphe I.2).

Appendice.
On démontre le théoréme A.] en suivant le chapitre 9 de [6]. Pour cela, on

prouve d'abord le résultat suivant :

. . . d
Lemme (A.2) : Soit A une fonction s.c.i. sur r? XR . On suppose que pour un

point donné X, de RY il existe une fonction Y de R4 dans R et un voisi-

nage V de X tels que
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(i) Pour tous x de V et y de Rd, Ax,y) 2 ¥(y).

(ii) La transformée de Legendre § de ¢ est partout < +,.

. d
Alors, si 1'on pose pour tous €>0 et y de R

. d
fe(y) = inf{A(x,y) | x€eR, lx—x0| < e},
on a
lim £ = A%, o0 A= Alxge).
eY0 0 0

Démonstration du lemme.

*
I1 suffit de prouver que inf £ = )\X , ce qui se réduit, en fait, 3

e>0 ¢ 0
. * * e e . _ .
inf fs < )\x , 1'inégalité inverse étant évidente.
>0 0
* 3 . . -
Soit € tel que fE >, donc f; <P < +® (Op se limitera dans la suite a
0 0
€<€E .
)

Supposons alors, par l'absurde, qu'il existe §>0 et zy de Rd tels que

pour tout €>0

* *
)\XO(zO) + 8 < fe(zo) = s;p[y.zo—fe(y)].

. . * . - 0 .
Choississons Ve tel que )\X (zO) ~!-6<y€,z0 fg(ye)’ puis x vérifiant
*
- < +0< . - . i < ée.
|x€ xol € et )\xo(zo) § Ve+Zo A(x_»¥.) . La famille {ye, € 6,0} est bornée
En effet, comme pour tout =z

* * *
feo(z) Zfe(z) Zye.z—fe(ye) Zya.z —)\(xe,ye) Zye.(z—zo) +)\XO(zO) +6,

* o . .
et comme f€ , convexe et partout finie, est continue, on a :
[¢]

+ °°>sup{f; (z); |z-z0|
]

<1} 2 ]y€| + )\; (zo) + 8.
0

Soit alors €, une suite tendant vers zéro telle que Y, =Y converge vers

€
n

une limite y. La fonction A &tant s.c.i., 1'inégalité
> A( y o+ AF ¢ + 8
Yn'%o0 *n*Yn X ZO)
entraine 0

vezg 2 A(xg.y) + A:O(zo) + 6,

d'ol 1'on dé&duit :
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ce qui est absurde.

Démonstration du théoréme (4.1).

On note ga;)EO T] 1'ensemble des fonctions ¢ boréliennes bornées de [0,T]

dans RY telles que ¢(0) =x.

Soit Au= {(o,V) ESB)EO,T] x%)EO,T] | ACd,¥) <a}. I1 s'agit de démontrer que on.

~ . n . ; _
est fermé. Soit ((¢ ,llJn))n > Unme suite convergeant uniformément vers (9,V),

avec (¢“,(p“) dans Aa pour tout n. Alors, en particulier, ||J)n|[msB, et la famil-
le (lIJn, ne N) est faiblement relativement compacte dans Ll([O,T]), puisque équi-
intégrable. Par un changement d'indice on peut donc supposer que (li}n) converge

faiblement vers une fonction 6. Mais on a alors, pour tous O <s <t <T,

t t
P(e) -(s) = lim @N(e) - ¥(s)) = limJ P)du = J 8(u)du.
n

n->® S s

I1 en résulte que Y est absolument continue et que j=0 (égalité dans L'[0,T]).

Posons € = sup ”¢p-¢||T. Comme ¥ appartient 3 la fermeture faible de
p2n

.
lpp, p2n}, il existe, d'aprés un théoréme de Mazur, une combinaison convexe

i () n
n ji(n .P; o
X = Z o ¥ (pj z n)
j=1 .
J PJ
d'éléments (lIJp, p2n) telle que ”Xn—lI)l 1S € De plus, pour tout j <j(n),

n

P.
||¢ J—¢||Ts €, car p?kn.

En posant hs(xo,y) = inf{A(x,y) | ]x-x0| <e}, on a, pour tout s de [0,T]

n n n n

,Pj Pj .Pj . Pj . -
he_ (95:0,7) < 29,0 ), puisque [o T -0 | <€ ;5 d'ou
n

f he b s < M@ < o,

0 n

j(n) j(n) T R T j(n) AN 34
puis, come I o =1,0a2 I o J h, (d)s,ll)sJ)ds zJ T oo h (¢S,¢SJ)ds

j=1 pj j=1 pJ. 0 ™ 0 j=I pj n

T
* % n
2 J hen(cbs,xs)ds

. . . . .. *k oz

(on s'est servi, successivement, de 1'inégalité h€ Zhe , et de la convexité de
* % . n n
h€ en la seconde variable).

n
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. *%x . 3 . . . 3
Mais (hE ) est une suite croissante de fonctions positives et s.c.1i. en leur se-
n

. S . n . .
cond argument. Quitte a extraire de (X ) une sous-suite convergeant p.-p. vers \,

on peut donc écrire, pour tout n, fixé :

0
T * % . T . * % n
h_ (¢, )ds < lim h_ = (¢ ,x )ds <
o fn, S S 0 nfo En S S
0 0
(T n N - n
< lim h (¢ ,x)ds < lim h (¢ ,x )ds < a.
- € s’ s —_— € s' s
nteo /0 n, nto® ‘0 n
Comme, d'aprés le lemme, )\=)\**=lim h;* , on a bien
o, n,

A

T T
j Mo, b )ds < lim J Bt (g, )ds < a,
0 n  teo

ce que 1l'on voulait montrer.
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