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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1980/81

SUR UNE INEGALITE DE STEIN
par P.A. NMeyer

I1 y a cing ans que cette note aurait dfi &tre rédigée, mais il n'est
jamais trop tard.

Dans son livre sur la théorie de Littlewood-Paley, Stein fait Jouer
un rd8le crucial 3 une inégalité de martingales du type de Burkholder.

I1 énonce cette inégalité en temps discret, oll 1'on ne voit pas grand
chose. Cette note consiste en une traduction et démonstration de la méme
inégalité en temps continu.

On se placs sur (O,E,P,(Et)) comme d'habitude, et on considire une
martingale (Xt)' Voici le théor2me de Stein ( chez Stein, e=1 ) :
THEOREME. On a pour l<p<wm , pour &>0
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DEMONSTRATION. Nous considérons un mouvement brownien standard (BS), is-
su de O , défini sur (Q',E',P‘,(Eé)), et nous construisons le produit
0=(x1', P=PxP'. Si h est une v.a. sur Q ( resp. sur ('), nous convenons
de noter encore par h la fonction (w,w')ss»h(w) sur {1 ( resp. h(w')).
Ainsi nous pouvons parler des tribus Et ou gé ( indépendantes ) sur (.

Nous pouvons supposer que la martingale X est bornée dans 1P,

Considérons une fonction déterministe a(s,t) sur Rf , combinaison
linéaire finie d'indicatrices de rectangles bornés. Nous allons évaluer
de deux manidres l'intégrale stochastique double ( élémentaire )
ja(s,t)stdXt = M(w,w').

00
1) Nous la considérons comme une intégrale stochastique [ deBS , ol
Py = /a(s,t)dXt . Comme (BS) est encore un m° brownien par rapport
2 la filtration obtenue en ajoutant tout g & Eb, cette intégrale est
une i.s. usuelle de processus prévisible, et nous avons ( Burkholder )
00 ® 2,1/2
el ~ || € /7 ds (f a(s,t)ax,)7)
@) P 0 o I
2) Soit H 1l'espace de Hilbert L2(E'), et considérons le processus déter-
ministe/s valeurs dans H tw ¥, , od y, = fa(s,t)st. Nous considérons
le processus 3 valeurs dans H ( intégrale stochastique élémentaire )
_ t
Mt - é wuqu
Ceci est en réalité une somme finie ) _ hi(xti+ixti), avec des h;eH,
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donc ( 1les Xt 2 g

dans H. Le processus croissant scalaire associé est /|y l%a[X,X], ,
0

ol

étant intégrables ), Mt est une vraie martingale & valeurs

ligl? = /Br(aer)(als,waB (01))%= faP(s,was

On a de méme
M I = /470,00 )P (awt) = éoods(ja(s,t)dxt)e

Ecrivant alors 1l'inégalité de Burkholder vectorielle

(3 I gy By g 5 gl U v el x3 )2
et la rapprochant de (2), on trouve une inégalité
) ICfas(rats, 0ax)% Y2, 5 epliC fax,X]gt/a(s,0ae) 2

Ceci a été établi pour un processus a(s,t) trds simple, mais il n'y a
pas de difficulté & 1'étendre aux processus a(s,t) "™ raisonnables" .

€
Ltinégalité (1) concerne le cas od a(s,t) = £€+j&t I{t<s} - Ona
s

alors /az(s,t)ds = t2€/mds/s1+28 = é% . Du c8té droit, nous avons

donc simplement c_—5 H[g X]1/2H <ia b
P py2e Lt H oo N p = 7e%p It llp -



