
SÉMINAIRE DE PROBABILITÉS (STRASBOURG)

J. AUERHAN

DOMINIQUE LÉPINGLE
Les filtrations de certaines martingales du mouvement
brownien dans Rn (II)
Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 15 (1981), p. 643-668
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1981__15__643_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1981, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http://portail.
mathdoc.fr/SemProba/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SPS_1981__15__643_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


LES FILTRATIONS DE CERTAINES MARTINGALES DU MOUVEMENT

BROWNIEN DANS R n . II

-=-=-=-

J. AUERHAN &#x26; D. LEPINGLE

INTRODUCTION.

Comme le lecteur assidu des Séminaires de Probabilité l’aura compris

au vu du titre, nous avons voulu donner une suite au travail de N. YOR paru sous

le même chapeau dans le Séminaire XIII (6). Notre étude concerne le même objet :

les filtrations naturelles des martingales n , où A est une matrice n x n à coef-

ficients réels, où

MA = o (AXs, dXs),
X étant un mouvement brownien de dimension n. YOR n’a traité essentiellement que

le cas A symétrique, qui est suffisant pour caractériser les filtrations des formes

quadratiques browniennes.

Pour notre part, nous allons envisager le cas général en résolvant d’abord

le cas où A est une matrice normale, et même un peu mieux : dans ce cas, conformé-

ment à la conjecture énoncée à Ia fin de l’article de YOR, la filtration de MA est

celle d’un mouvement brownien dont la dimension se calcule de -façon relativement

compliquée par rapport aux caractéristiques de A. Si la technique, largement inspirée

par celle de (6), est claire, le résultat demeure pourtant un peu mystérieux.

Dans le cas tout à fait général, nous ne savons pas conclure et nous sommes

tout juste capables d’obtenir une minoration probablement assez grossière de la

multiplicité de la filtration ; faute de majoration, nous n’avons aucune idée précise

de la vraie valeur de cette multiplicité.

Une quatrième partie est consacrée à l’étude de la même question dans le

cadre complexe ; les résultats obtenus sont du même type, mais avec leurs particula-

rités.
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Par rapport à l’article (6), nous avons introduit la petite complication

qui consiste à situer l’étude dans un espace hilbertien séparable plutôt que dans

l’espace Rn : c’est un peu une coquetterie (pourquoi faire simple quand on peut

faire compliqué ?), mais en fait cela nous a incités à abandonner le langage des

matrices, des lignes et des colonnes, pour celui, mieux adapté, des opérateurs

linéaires ; nous mettons aussi mieux en relief la propriété d’isotropie du mouve-

ment brownien.

A cela près, les notations seront les mêmes que celles de (6), mais pour

éviter au lecteur des reports fréquents, nous rappelons dans la première partie

les définitions et résultats de (6) qui seront utilisés dans la suite.

I. RAPPELS ET PRELIMINAIRES.

1.1. Equivalence de processus.

On se donne un espace de probabilité complet (Q , F , P) muni d’une

filtration ~ = (~t) vérifiant les conditions habituelles. Une sous-filtration
de ~ est une filtration % = (~t) également (F,P)-complète et continue à
droite, vérifiant  t C t1 t pourtout t > 0, ce qu’on notera ~ C ~.

La filtration naturelle d’une suite finie ou infinie de processus réels

(Zi1 définis sur (Sl, F , 6 , , P) est la plus petite sous-filtration de ? ‘ rendant

encore adaptés les processus (Zi). Elle est notée F((Zi)).
Si (Zi) et (YJ sont deux suites de processus sur (Si , F , F, P), on

dit que (Zi) domine (YJ ou que (YJ > est dominée par (Zi) si 

Si (Zi) domine (YJ et domine les suites (Zi) et 1 ont même filtra-

tion naturelle et on dit alors qu’elles sont équivalentes.

Très fréquemment, nous emploierons ces définitions pour des suites de

processus réduites à un seul élément. C’est le cas notamment dans les deux

résultats fondamentaux suivants (6).
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(1.1) Soient N et N deux martingales locales continues telles que M domine N.

Alors M domine également  M, N > , et si d  M..N> «dt p. s. , alors M

domine de plus dM,N> dt.

(1.2) Si B est un mouvement brownien (81,...,B ) à valeurs dans 

alors |B| = B21+ ... + B2p est équivalent au mouvement brownien réel

Bi dBi |B|. Ce dernier processus sera dit associé à |B|.

1. 2. Lu martingales MA.

Donnons-nous de plus un espace hilbertien réel séparable H, dont on

note n la dimension (1  n  + ~ ) J et (.,.) le produit scalaire. Soit y la

probabilité cylindrique de Gauss de paramètre s sur H. On sait (2) qu’il existe

une fonction aléatoire

X : R x H -~ F, P)

appelécmouvement brownien cylindrique, telle que

X(0, hJ = 0 pour tout h e H,

et telle que pour toute suite finie o  t~  t2 ...  t , les accroissements

X(ti) - X(ti-1) : : H -~ F, P)

soient indépendants et suivant la loi cylindrique 03B3ti-ti-1
.

Nous choisirons une version de cette fonction aléatoire telle que pour tout

heH, le processus X(h) soit un mouvement brownien réel à trajectoires continues

et adapté à la filtration ~.

Si n est fini, la donnée de X est celle d’un mouvement brownien ordi-

naire à valeurs dans Rn, tandis que si n est infini, on peut construire et

représenter X à partir d’une suite dénombrable de mouvements browniens réels

indépendants. ,
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Soit maintenant A un élément de l’espace des opérateurs de

Hilbert-Schmidt. Il existe (5) un processus noté AX, à valeurs dans H, tel que

X(s, A(h)) = (AX(s), h) p.s. pour s e R+, h e H, où A est le transposé de A.

On notera IAXI le processus positif (AX, et on remarquera que

s ~A~2L2(H)
En particulier, si P désigne la projection sur un sous-espace de dimen-

sion m de H, PX est un mouvement brownien à valeurs dans ce sous-espace.

Si B est un élément de des opérateurs nucléaires, on

vérifie aisément que lorsque B~ et B sont avec B = B~ B2’ alors

le processus (B2 X, B X) ne dépend que de B, et on le note (BX, X) par un

petit abus de notation.

L’espace des martingales réelles, nulles en zéro, de carré inté..

grable pourvut t fini, est muni de la topologie de Fréchet définie par la famil-

le des semi-normes (E (N2] ] Le cône ~~ des processus Z positifs, intégra-

bles pour tout t, nuls en zéro, est muni de la topologie analogue définie par

la famille des semi-normes E(Zt). Par sous-espace stable, nous désignerons une

partie fermée de M2f stable par l’intégration stochastique des processus prévisi-
bles bornés.

Nous pouvons maintenant définir la martingale Pour Ae: Z2(H), on
note MA l’unique élément du sous-espace stable de M2f engendré par les browniens
réels X(h) pour heH tel que

X(h)>t = t (AX(s),h)ds pour tout heH

On pourrait encore, comme en (6), utiliser pour MA la notation !CAX,dX), dont
le sens est clair dans le cas fini.

Il est immédiat de constater que

MA> = t0 |AX|2(s) ds.

Un peu de calcul permet de montrer la formule d’Itô suivante : si B

est un opérateur nucléaire,

[BX, X]t = MB+Bt + t trace B.
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Les deux propriétés fondamentales suivantes en résultent.

(1.3) Si Ae L2(H), 1 MA domine |AX|.

(1.4) Si Be ,~ 1 (HJ, (BX, X) et f1B+~ sont équivalents.
2. EQUIVALENCE DE FILTRATIONS.

Soient donc X un mouvement brownien cylindrique sur l’espace hilbertien

réel séparable H de dimension n, et A un opérateur de Hilbert-Schmidt F 0 sur

H ; nous allons étudier la filtration naturelle de que nous noterons ~ A,
en cherchant à montrer qu’elle coïncide avec celle d’une suite de 

mouvements browniens réels indépendants, ce que nous traduirons en disant que

~ A est la filtration d’un mouvement brownien de dimension K (y compris par

abus de langage lorsque K = La propriété de représentation prévisible du

mouvement brownien entraîne qu’une même filtration ne peut être engendrée simul-

tanément par un brownien de dimension K et un autre de dimension K’ ~ K ; cette

valeur pourra donc être appelée la caractéristique de A, nous la noterons p(A),

si elle existe.

Le cas des opérateurs symétriques va d’abord retenir notre attention

dans le résultat suivant.

LEMME FONDAMENTAL.

a) Si S ( H) ut alons (SX, X) domine (SpX, X) pour tout

p ~ 1.

b) Si B et C ôont deux opérateurs symétriques tels que B (HJ et

BC = CB e L1 (H) , , la. du processus ((BpC X, X) , 1 p  1) domine

( ( C . 1 X , X ) ) ,où Ci = PiC , F . 1 projection sur

le sous-espace propre Hi de B , , et ceci pour tous les Hi correspondant

à une valeur propre non nulle de B.

DEMONSTRATION.

a) Soit p  1 et supposons que (SX, X) domine (SpX,X). D’après (1.4), ces

processus sont équivalents respectivement à MS et D’après (1.1), MS domine

= (SX, ’ Sp X) = ’ X)
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b) Notons (~i, Hi) où i = 1,...k et 1~k~ +~ la suite des valeurs propres dif-

férentes de zéro et des sous-espaces correspondants de B, avec une numérotation

telle que

|03BBj| pour i  j ,

ce qui est possible puisque B est de Hilbert-Schmidt. Des hypothèses faites sur

B il résulte que dans l’espace 

k

B =~ ~ P
i=1 

i i

et par conséquent. dans l’espace vectoriel ~1 _ tJ ~ .
k 

f f’

(BP C X , X) = L ai (Ci X , X).
i=1

En supposant B ~ 0, nous avons par exemple pour tout p ~1 1

2 2P
( C X.X) = 

(82PC X, X)- ~‘ ( C X , X )1 1~P i>1 ~~P i

2p-1 ~ . ~2p-~
- 

(82p 1 
CX, X)- ’ i C X X

~Zp-1 ~ ~2p-1 
( 

i 
, )

1 
i1 

1

1 ((B+J11I)82P 1CX,X) ~ (a.+a 1 1 )~Zp-1 i (Ci, X, X)

Si a2 = - a1 , .. il n’y a pas de terme (CZX, X) dans la somme qui figure dans le

dernier membre, et par conséquent dans tous les cas.. lorsque p tend vers l’infini,

cette somme converge vers zéro dans ~f - ~’f , d’où

1 
((B + B2p-1CX. X) 

1
(C1X, X) - 2 lim dans ~f - ~ f .

p-+0153 
1 

2p f f
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Plus généralement, on vérifie de façon analogue que pour tout 1 = 1,...,k,

~ jj~~~~~j~2P~l~~~~j _ £ j~~~~~j ~~2P~ljj~~~~ ~j
~) = ~ ~~~ ~ 

2p-1 CX,X) - ~ ~ ~ ~ ~ 
2p-1 
~ X)

i ’ 2 p- 2p
X.
i

et cela prouve que chaque (C.X, XJ est dominé par la suite ((BpCX, XJ, 
i

Nous allons en déduire pour commencer deux résultats qui figuraient déjà

dans (6J. Le premier règle le cas des opérateurs symétriques, le second est au

contraire très général.

THEOREME 1. SÀ A eôt symétrique, FA eôt £a biltration d’un mouvement brownien

de dimension p(Al égale au nombre r de valeurs propres distinctes non nu££eô

de A.

DENONSTRATION.

On sait (1.3J que MA domine (A2X, XJ = Si MA domine (APAX, XJ, alors

(1.1)MA domine

(APAX, AXJ = (A p+fl AX, XJ,

donc le bJ du lemme permet de conclure que MA domine les processus

(P , AX, XJ = v. 
J J J

où P 1 est la projection sur le sous-espace propre (de dimension finie) de A

correspondant à la valeur propre y, fl O ; d’après (1.2J, chacun des processus
J

(Pj X( est équivalent au mouvement brownien réel associé

Yj = dMPj |PjX|
Inversement, 

N~ ~f f pJ. J N~~ ,
j=1 j=1

P,
et chaque MJ est équivalente à (P.X) (1.4J, ou encore à Y..

J J
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THEOREME 2. Si q ( 1  q B n ) est le nombre de valeurs propres distinctes nan

de ÃA , FA est la filtration engendrée par un mouvement brownien de

q e~ un 

DEnONSTRATION.

Puisque (1.3) f~A domine (ÂAX, X), d’après le a) du lemme domine

((~A)pX, X) pour tout p >,1 ; d’après le b), f~A domine les processus

(PiX, X) - i = 1,...,q,

Pi étant la projection sur le sous-espace propre H. de ÂA correspondant à la

valeur propre ai strictement positive, fiais chaque IPiXI est équivalent au

mouvement brownien réel associé

Yi = dMPi |PiX|,

et ces browniens sont indépendants puisque les Pi sont des projecteurs orthogonaux.

Posons de plus

’ j IAXI

Comme 0} est p.s. de mesure de Lebesgue nulle, YA est un mouvement

brownien réel, évidemment dominé par Ainsi, MA domine (Yi, i = 1,...,q ; YA).
Inversement, comme

~ ~ 
i=1

et MA dYA ,

il est clair que MA est dominéepar (Yi, i - 1,...,q ; 

On peut se demander si le dernier brownien YA n’est pas inutile, c’est-

à-dire si YA n’est pas déjà dans la filtration = 1,...,q). Nous allons

voir qu’il n’en est rien en général.
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Proposition 1. Avec les notations de la démonstration précédente, le brownien Y
est adapté à la filtration ~((Yi)~, i = 1,...q) si et seulement si A est symétrique

à valeurs propres non opposées.

DEMONSTRATION.

Remarquons pour commencer que YA est adapté à la filtration g = F((Yi),i=1,...,q)
si et seulement si MA y est elle-même adaptée. Si la condition de l’énoncé est

~ satisfaite, A et ÂA ont mêmes espaces propres correspondant à des valeurs propres

non nulles, et le théorème 1 nous montre que f1A est adaptée à ~,.
Inversement, supposons que soit adaptée à ~. Pour tout i e{1,...q},

choisissons ho de norme 1 et orthogonal à H. et notons Xo = X(ho). Puisque ~IA
P, 

o ioo

et M 1 sont g-adaptés, il en est de même de (AX, PiX), qui est donc également
adapté à la filtration plus grosse g’ engendrée par (|Xo| ; X(h), h 1 ho). Si

P est la projection sur ho, alors

(AX, PiX) - (AP X, + (A(I-P)X, PiX).
Le dernier terme ne dépend que des X(h) pour il est donc 

Ainsi, (APX, PiX) est .’-adapté. Nais pour tout h E H,

(A(ho), h)
et par conséquent

(APX, Xo 
Le produit de ces deux mouvements browniens dont l’un est ?’-adapté mais pas
l’autre ne peut être que si X(PiA(ho))= 0, ce qui entraîne PiA(ho) - 0,
c’est-à-dire en fait PiA (I-Pi) - 0.

Si maintenant nous choisissons ho de norme un dans Hi, la décomposition

(AP X, + (A(I-P)X, P X) + (A(I-P)X, Pi(I-P)X)
montre par le même argument que précédemment que

piA (ho) + (I - P)Â (ho)= 0,

autrement dit pour tout h dans Hi orthogonal à h ,
~- 0

(A(ho),hl + (A(h), ho) - 0.

Si l’on pose
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il résulte de la première relation trouvée que Di est nul sur le supplémentaire

orthogonal de H., tandis que

(Di(h), k) = 0 si h ~ Hi et k| h.
Ainsi, pour tout heH., Di(h) est colinéaire à h.

Nécessairement Di est de la forme p..P.. Considérons alors la martingale

q P,

M = M - ~_ u. M~ -

i=1 1

Elle est $-adaptée et pour tout i = 1,...q,

~I, Y.>= ~2014L. d P, 1>

= 1 ((AX, PiX) - ds

- 0. 
’

Comme (Yi ; i = 1,...q) possède la propriété de représentation prévisible pour g,
il en résulte que M = 0, donc MA = 03A3 i MPi, ce qui entraîne A = 03A3 i Pi .

Nous allons maintenant faire une hypothèse sur l’opérateur A afin de

faire apparaître de nouveaux mouvements browniens réels.

HYPOTHESE (C). Soient H ÂA et P la projection sur H . On dit

que A vérifie l’hypothèse (C) si P A et ÃA commutent.

THEOREME 3. Supposons véribiée l’hypothèse ( C j et notons s = 2 ( P ô + 
PouA chaque sous-espace propre Hi de ÃA correspondant à une valeur propre non

on note mi le nombne de valeurs propres distinctes de .ea restriction de

s à Hi. Mt engendrée par un mouvement brownien de dimension
q

s un mouvement 

i=1
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DEMONSTRATION.

Montrons que domine X) pour tout P 3 1. Pour p -~1, MA domine M~A
d’après (1.3) et (1.4), donc aussi (AX, ÃAX) d’après (1.1). Nais

(AX, (ÂAAX, X)

= (ÂA P AX, X)
o

- 2 AX, X) + Xl,
- 2 [ X)~
= (ÃASX, X).

Si MA domine X), alors MA domine et donc aussi

((ÂA)p+1 SX, X),

ce qui établit par récurrence le résultat désiré. Il résulte alors de la partie b)

du lemme fondamental que I~A domine les processus (Si X, X), où Si - Pi S. Si

Pji désigne la projection sur un sous-espace propre de Si correspondant à une
valeur propre non nulle, en utilisant à nouveau le lemme on vérifie que ~1A domine

les 
. 

X~2 . On a déjà vu dans le théorème 2 que ~1A domine les donc en

fait MA domine tous les 
. 

X|2 en comptant dans les Pi 
. 

toutes les projections

sur les différents sous-espaces propres de la restriction de S à Hi, y compris

éventuellement pour la valeur propre nulle. Comme dans le théorème 2, ~f- domine

encorele brownien réel VA.
Inversement, dans ~1 ,

f

q m,

§ ~i n (Pi X~2
i=1 j=1

est dominé par les processus donc

1 dYA
est adaptée à la filtration engendrée par les |Pji X| et VA.
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On peut encore se poser la question de l’adaptatbn du brownien YA à la

filtration engendrée par les xl . La réponse est donnée par le résultat

suivant.

Proposition 2. Supposons vérifiée l’hypothèse (C). Alors, le brownien réel Y
n’est adapté à la filtration XI) ; ; i = 1,...q ; j = 1,...,mi) que si A

est normal.

DEMONSTRATION.

Posons g = F ((|PjiX|) ; i = 1,...q , j = 1,...,mi).
La suitedes mouvements browniens réels

Yji = dMpji |PjiX|
a la propriété de représentation prévisible, et si MA est adaptée à ,

MA = 
dMA,MPji> ds 

dYji |PjiX|

= (AX, Pji X) DMPji |PjiX|2

q mi p~
= V y PjiX) dM1 |PjiX|2

Il en résulte que

|AX|2 = (PoAX, Pji |PjiX|2
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et par conséquent A = P A. L’hypothèse (C) entraîne donc que A et AA commutent

et c’est une propriété caractéristique des opérateurs normaux.

Nous voyons s’introduire naturellement l’hypothèse de normalité de A.

Cette hypothèse va s’avérer extrêmement utile (bien qu’on montrera plus tard que

dans la proposition précédente en fait A doit être symétrique et pas seulement

normal).

Définition. Nous dirons que A est sous-normal si :

- il vérifie l’hypothèse (C) : P A et ÂA commutent ;

- P A est normal.

On peut vérifier que si A est normal, P o A = A, donc A est sous-normal.

Voici maintenant notre réponse à la conjecture de Yor.

THEOREME 4. Si A sous-normal non d’un

mouvement brownien de dimension p (A) - s + 1.

Rappelons que s a été défini au théorème 3.

DEMONSTRATION.

Considérons

S = 1 2(PoA + Ã Po)

T = P A - S
o

U = A - P A
o

Puisque MA domine les processus (SiX, X), elle domine les martingales MSi, donc

aussi t~=) Z_ N Comme PoA est normal, S et T commutent ;

de plus T est antisymétrique, donc

(TX, SX) = (STX, X)

= (TSX, X)

= -(SX,TX)

= 0,
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tandis que .

(UX, SX) = (AX, SX) - (P AX, SX)
o

= (AX , ( S - P S) X)
o

= 0.

car de APo = A on déduit facilement que S = P S. Ainsi,

est également dominé par les donc aussi par M d’après la démonstration

du théorème 3. Cela entraîne que le mouvement brownien réel

YT+U = dMT+U |(T+U)X|
est dominé par N . Inversement,

~ " H ~ 
i=1 

est dominée par les et ° 

.

Il reste à montrer que Y est orthogonal aux mouvements browniens

(Y’). D’une part, T commute avec ÂA, donc les P. ; J T commute aussi avec S, donc

avec les S. = P.S, donc avec les P’ j J comme de surcroît Test antisymétrique,

nous avons

(TX , = (TPjiX, PjiX) = 0 pour i=1,...q ; J j=1,...,m..

D’autre part,

(UX, = ([A - P A)X, P~X)
1 01

= ((A - P A)X, P P~X)
o oi

= 0 pour i=1,...q j J j=1,...,m..
Il en résulte que

 n~ > . o
et de même

 = 0 pour i=1,...,q * j=1,...m~.
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REMARQUE.

Les opérateurs tels que A2 - 0, déjà signalés dans (6), sont bien des opérateurs

sous-normaux : dans ce cas en effet, ~AZ - 0, donc P A = 0.
o

Exemples.

a) n = 4. Soit un mouvement brownien à valeurs dans R4. Considérons

les opérateurs A, B, C de matrices associées

~ 0 a 0 0 c a 0 0 c a 0 0 B

- a 0 0 0 -a c 0 0 -a c 0 0
A : B. 

-a 0 0 0 

B : 
-a cOD 

C : 
cOD

000 b 0 0 c b 0 0 0 d d b

0 0 -b 0 / 0 0 -b c 0 0 -b d

où a, b, c, d sont réels, a2 ~ b2, c ~ d et ab ~ 0. Ces opérateurs étant normaux

les filtrations A, B et C sont égales à celle du mouvement brownien dans

R3 défini par

Z1 = 
X1dX1 + X2dX2 X12 + X22

Z2 = 
X3 dX3 + X4dX4 X32 + X42

Z3 = a(X2dX1 - X1 dX2) + b(X4dX3 - X3dX4) a2(X12 + X22) + b(X32 + X42)

bJ n = 3. Soient A, B, C de matrices associées

a 0 0 a 0 0 /ab0 0

A : b 0 0 B : 0 b 0 C : -b a 0Bc 0 0 / Bc 0 0 / Bc c 0/

où b2 + c 2 # a où bc ~ 0 où b2 + c 2 ~ 0
2 p (B) - 3 p(C) = 2
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Remarquons que p(R) > rang de A et p(B) > rang de B.

En fait, on a pour tout A rang de A + 1, car nécessairement s  rang de A.

c) Donnons-nous une suite de (n-1) nombres (ai) tous différents appartenant à

[-1, + 1] , et soient (bi ; i = 1,...,-1) des nombres tels que ai2 + bi2 = 1
pour i = 1,..,n-1. Si H = Rn, l’opérateur A de matrice associée

aii = a, pour i = 1,...,n-1

ani 
= bi pour i = 1,...,n-1

a = 0 sinon
1J

est sous-normal et vérifie p(A) = n. Cependant, d’après le théorème 2, est

engendrée par le couple de browniens réels

( 03A3n-1 i=1 Xi dXi (03A3n-1i=1 Xi2)1/2, dMA (03A3n-1i=1 X12)1/2),

non orthogonaux. On aboutit au résultat, un peu paradoxal a priori, que deux

browniens réels peuvent engendrer la même filtration que n browniens réels.

3. MULTIPLICITE DES FILTRATIONS.

Nous avons pu définir la caractéristique p[A) lorsque A est nous-normal,
A

mais en déhors de ce cas nous ignorons si ~ est encore la filtration d’un

mouvement brownien. A défaut nous allons étudier une notion plus large que celle

de caractéristique, qui est celle de multiplicité, et qui présente l’avantage

d’être toujours définie.

Rappelons d’après Davis-Varaiya (1) que si 9f est un sous-espace stable

séparable de r~ f( ~ , , P), la multiplicité de est l’unique nombre m 

tel qu’il existe des martingales (l. ; i=1,...,m) de H vérifiant
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(i) H est le sous-espace stable engendré par les (Mi) ;

(ii) Pour tous i,j tels que i ~ j, N. et N. sont orthogonales ;

(iii) Sur la tribu 1§1-prévisible, on a la relation

dM1> ® dP» d~12> ® dP» ...

Bien entendu, pour sous-espace stable nous pouvons prendre ~ f( ’3!*, P)

tout entier s’il est séparable (on dira de façon équivalente que °~ est séparable).
On parlera alors de la multiplicité de la filtration ~ , et on la notera 

Nous aurons besoin du résultat suivant, qui s’établit facilement à partir de (1).

(3.1) Si àet ~° ’ sont deux sous-espaces stables ~, P) tels que

C ’, la multiplicité de  est inférieure ou égale à celle de ’.

De la définition de la multiplicité et de la propriété de représentation

prévisible d’un mouvement brownien de dimension k (1  k ~ il résulte que la

multiplicité de la filtration (Y-k) engendrée par ce brownien est M(yk) 1 = k.

Revenons comme dans la seconde partie à un espace hilbertien réel sépara-

ble H, muni d’un mouvement brownien cylindrique X et soit encore Ae 

différent de zéro.

Comme la filtration engendrée par X est séparable, 9’ l’est également.

D’après le théorème 4 et ce que l’on vient de dire pour les filtrations browniennes,

si A est sous-normal, M( ~ A) - p(A). Que dire dans le cas général ?

Proposition 3. (i) Si A est quelconque, q, où q désigne comme dans le

théorème 2 le nombre de valeurs propres distinctes différentes de zéro de ÂA.

(ii) Si A vérifie l’hypothèse (0, ~1( A) > s, où s a le même sens que dans le

théorème 3.

DEMONSTRATION :

Dans un cas comme dans l’autre, il existe un mouvement brownien de dimension k

(q ou s) adapté donc le sous-espace stable engendré par ce brownien a pour

multiplicité k et ~’après (3.1), k~ 
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Nous allons tenter d’améliorer légèrement ce résultat en cherchant à savoir

si la martingale MA appartient au sous-espace L
q 

engendré par (Y. ; J i = 1,...,q)

dans la filtration A. Si ce n’est pas le cas, le sous-espace stable engendré par

(y i ; 3 i = 1,...,q ; YA) J sera de dimension q + 1, donc q + 1.

Proposition 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que MA est que l’on

ait

. P A = A
o

. p A proportionnel à Pi pour tout sous-espace propre H. de dimension> 1.

DEMONSTRATION.

Il est clair que 
q 

si et seulement si

q

dt t 
i=1

soit 

|AX|2 = 03A3 {AX, PiX)2 |PiX|2

Mais par ailleurs
AX = L P.AX + (I-P )AX,

i=1 
~ °

donc 
qq

IAXI2 = ~ Ip.Ax12 + I(I-P )AXI2.
i=1 

~ o

Il résulte de l’égalité de ces deux valeurs de IAxI2 que

. (I-Po)AX 
= 0, donc A = PoA

. pour tout i = 1,...,q

(~] i (P i X, P i AX) 2 = 1 P i AX 12
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Cette relation est naturellement satisfaite si Hi est de dimension un, c’est-à-dire

si la valeur propre Ài correspondante est simple. Sinon, ( ~) entraine que les

vecteurs aléatoires PiX et PiAX, qui prennent leurs valeurs dans Hi, sont colinéaires,

ce qui implique que si h et k sont deux éléments orthonormés de Hi, on ait

(PiX, h) (P AX, k) - (PiX, k) (P AX, h)

soit encore

X(h) X(À(k)1 = X(k) 

Il existe deux browniens réels X’ et X" indépendants de X(h) et de X(k) tels que

X(~(h)) - (A(h),) X(h) + (A(k),h) X(k) + X’

X(X(k))= (A(h),k) X(h) + (A(k),k) X(k) + X"

et par conséquent

X(h) [(A(h),k) X(h) +(A(k),k) X(k) + X"J
= X(k) [(A(h) ,h) X(h) + (A(k),h) X(k) + X’].

Mais cela entraine nécessairement

X’ = X" = 0

(A(h),k) = (A(k),h) = 0

(A(h),h) = (A(k),k).

Ainsi PiA est proportionnel à Pi.
REMARQUE.

On peut montrer que les conditions del’énoncé entraînent de plus la relation

Pi A Pi = APi si dim Hi > 1.

De façon analogue, nous pouvons utiliser les mouvements browniens apparus

sousl’hypothèse (C) dans le théorème 3, et voir si appartient au sous-espace

stable ~ s engendré dans ~ A par les mouvements browniens (yI). Le résultat

est très simple.
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Proposition 5. Sous l’hypothèse (C), une condition nécessaire et suffisante pour

que MA est que A soit symétrique.

DEMONSTRATION.

On doit avoir 
q mi (AX, P~ X)2

Cela entraîne tout d’abord que A = PoA, donc en fait A est normal, et sa partie

antisymétrique T commute avec les Comme dans la proposition précédente, si

dim Hi > 1, alors PjiA est proportionnel à Pi, donc Pji 
. 

T = 0, tandis que si dim

HI = 1, pIT est naturellement nul. Ainsi T = 0, et cette condition est évidemment

suffisante d’après le théorème 1 pour que N e 

Ces deux propositions nous apportent un gain très modéré quant à la

connaissance de f1( ~ ~ ).Pourtant, grâce à elles, le lecteur consciencieux pourra

à titre d’exercice vérifier par exemple que pour n = 3, s’il n’existe pas de pro-

jecteur P de dimension deux tel que PAP = A, et si A n’est pas sous-normal, alors

N( 3 (étudier successivement les différentes possibilités pour les valeurs

propres de Nous ne savons rien démontrer d’analogue pour n ) 3, faute d’avoir

suffisamment de A-martingales à notre disposition.

4. LE CAS COMPLEXE.

Donnons-nous cette fois un espace hilbertien séparable complexe H, de

dimension n (1’ de produit scalaire noté encore (.,.). Munissons-le d’un

mouvement brownien cylindrique complexe X ; pour tout hE H, X(h) est un mouvement

brownien complexe (de dimension un) normalisé si h est de norme unité. Si A est

un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H (Ae on peut encore définir le

processus AX, à valeurs dans H, tel que

X(s, A’~(h)) - (AX(s),h) pour s e R+, heH,

où A* est l’adjoint de A. On note encore |AX| 1 le processus (AX, , mais

cette fois

E (!AxI2(s)) = 2 sll Ali 2
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En particulier, si P est la projection sur un sous-espace de H de dimension finie,

le processus PX est un mouvement brownien complexe à valeurs dans ce sous-espace.

On définit comme dans la deuxième partie le processus (BX,X) pour

espace des opérateurs nucléaires sur H.

Rappelons (3) qu’une martingale conforme est une martingale complexe de

décomposition N + iN’, où N et N’ sont réelles, N> = N’> et N,N’> = 0. En

particulier, les mouvements browniens X(h) et X(h) sont des martingales conformes.

2,c
L’espace des martingales conformes N, nulles en zéro, de carré

intégrable pour tout t fini, est muni de la topologie définie par les semi-normes

(E ~~1t1 ) 2 1/2 ; un sous-espace stable de naturellement une partie fermée de

2,c
stable par l’intégration des processus prévisibles bornés.

f

Si Ae ~ Z(H), nous notons encore MA l’unique élément du sous-espace
stable de II2’c engendré par les browniens complexes X(h) (heH) tel que

MA , X(h)>t = 2to (AX(s), h) ds.

On pourrait encore noter cette martingale dX). On a cette fois

(4.1) MA>t = 2to |AX|2(s) ds.

Notons

N’~ = Im tA

Si S est un opérateur hermitien nucléaire, on peut démontrer la formule d’Ito

suivante

(4.2) = 2Nt + 2 t trace S.
Laissant de côté les questions de multiplicité, nous nous bornerons à

donnerun équivalent complexe du théorème 4 sur les opérateurs réels sous-normaux.

Contrairement à ce que l’on pourrait croire au premier abord, notre "unité de

mesure" dans la caractérisation des filtrations reste le brownien réel, et non le

brownien complexe. Cela tient largement à ce que, si P est la projection sur un
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sous-espace de dimension finie, |PX|2 est encore équivalent à un mouvement brownien
réel.

THEOREME 5. Soit A un opézateur de Hilbert-Schmidt non nul tel que, Po désigne

la projection sur l’image de A*A , PoA soit normal, commute avec A*A ex ait

ses valeurs propces zépaities sur deux axes oithogonaux du plan complexe. Si mk

désigne le nombre de valeurs propies distinctes de la zestiction de PoA à c.ha.que

sous-espace propie Hk de A*A correspobndant à une valeur propie non nulle, ta

de MA est celle d’un mouvement brounien de dimension k E mk 
+ 2

A est propoitionnel à un apézateur heimitien, auquel cas cette dimension

est égale au nombre de valeurs propies de A distinctes et non nulles, augmenté de

un.

DEMONSTRATION.

Comme on peut à l’évidence multiplier A par un scalaire complexe sans rien changer

à la filtration naturelle de on pourra supposer que les valeurs propres de PoA
sont soit réelles, soit imaginaires pures. 0’après (4.1), I~ domine et

d’après le lemme fondamental, il en résulte que MA domine les q processus 

où les (Pk) désignent les projections sur les sous-espaces propres (Hk) corres-

pondent à des valeurs propres de A* A non nulles. Joint à (4.2), ceci montre que ~f-

domine les (N Pk ), donc également les (I~--, Les martingales et N Pk
sont orthogonales, car la première est dans le sous-espace stable engendré par les

X(h) (h tandis que la seconde est indépendante de ces mêmes browniens. Nous

avons donc

N k> _ 
D’après les hypothèses faites sur PoA, il existe pour tout k = 1,...,q des nombres

réels = 1,...r~), des nombres imaginaires purs = 

et des projections correspondantes = 1,...rk+s~k) sur des sous -espaces

mutuellement orthogonaux tels que

rk . rk+sk.. .

PkA = f 03B1jkPjR + i t Sl Pl
j=1 



665

On calcule alors que

MPkA, NPk>t= 03A3 03B1

jk MPjk, NPK>t + i 03A3 
jk MPjk , NPk>

t

rk rk+sk 
t

r ° j=rk+1
Le lemme fondamental nous permet de voir que MA domine les divers processus

~Pk x12, en y incluant éventuellement le processus

rk+sk

j=1

qui, s’il n’est pas nul, est un processus du même type correspondant à la projec-

tion sur le noyau de la restriction de PkA à Hk. A k fixé, on obtient ainsi mk
processus ~Pk Xl, où

mk 
= 

rk 
+ 

sk si ce noyau est réduit à 0

= 

rk + sk + 1 si ce noyau est de dimension au moins un.

Considérons maintenant les deux opérateurs hermitiens
q i.

S1 = 03A3 03A3 03B1jk Pjk
k=1 j=1

S2 = 03A303A3 03B2jkPjk
On a alors P oA = S1 + i S2, donc

M A = ’ 
+ i M S 2 + 

= N S 1 + i N’ S 1 + i N’ S2 + + I 
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Les (N pj k ; ; k = 1,...,q ; j = 1 ... m ) étant dominées par MA il en est de même

de leurs sommes 1 et 2 Ainsi les martin g ales réelles

V = N 
(1-P ° )A -N’ S2

M=N’ S1 + N’ (I-P0)A

sont dominées par Elles.sont orthogonales entre elles et orthogonales aux

différentes martingales (N De plus,

S (I-P )A

U>t = oN’ z>t + N 
o 

>t

= 2 1 ( ~1 SZ >t + N (I-Po)A >t

=to 
(|AX|2 - |S1 X|2) ds

est dominé par ainsi que

= tn(|AX|2 - |S2X|2) ds.

Ainsi, si A ~ S1 et A ~ iS2, MA domine les mouvements browniens orthogonaux

1 7 1

’- 
7 

Inversement,puisque

V = X|dZ1

W = |(A-iS2) X|dZ2

n A = N 
S 1 

+ i N 
S2 

+ V + iW,

et par ailleurs NS1, NS2, > et I (A-iS ) 2 X|2 sont dominés par les

(IPj k XI; k = 1,...,q ; j = 1,...m k ), il en résulte aisément que I~A est dominée par
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le mouvement brownien réel de dimension [ mk + 2 donné par

~ 
k=1

(Z1 , Z2, / ; k. = 1,...q ; j - 1,...,mk).(Z1 . Z2’ 
|PJkX| 

k = 1.... q ; j = 1..... mk).

Si A est proportionnel à un opérateur hermitien, posons pour simplifier

A = Si ; on a mk = 1 ou 2, et chaque Pk correspond à la projection sur un sous-
espace propre de A correspondant à une valeur propre non nulle. Comme V = 0, ~1A

a même filtration que

iZ~ ’ S k * 1’°°°’q S 1 6 à ’ m~1°

Retenons pour clore cette partie que cette valeur qu’on peut encore

appeler la "caractéristique" de A ne peut jamais être égale à un, est égale à deux

dans le cas simple des projecteurs P sur un sous-espace de dimension finie, mais

peut cependant être impaire, ce qui interdit de compter en "nombre de browniens

complexes". Par exemple l’opérateur associé à la matrice suivante

1 0 0

0 1 0

i i 0

a pour caractéristique trois.

5. QUELQUES QUESTIONS EN SUSPENS.

Nous avons dit à plusieurs reprises que cette étude n’était pas achevée.

Pour ne parler que du cas réel, il reste de vastes zones d’ombre dès que l’on

sort du cadre sous-normal. Voici quelques-unes des questions que l’on peut légiti-

mement se poser si A n’est pas sous-normal.
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- Existe-t-il une A-martingale discontinue ? A priori, cela semble

peu raisonnable, mais Lane (4) a montré qu’on peut obtenir simplement des sous-

filtrations de la filtration d’un mouvement brownien réel comportant des martin-

gales discontinues.

- A l’inverse, existe-t-il toujours un mouvement brownien de dimension

appropriée ayant A pour filtration ? C’est la conjecture de Yor, mais nous n’y

croyons guère.

- La multiplicité de ~ A est-elle infinie dans ce cas ?

C’est possible, compte-tenu de la difficulté d’obtenir une base de martingales.

Mais à l’opposé on peut tout aussi bien se poser la question suivante.

- La multiplicité de A est-elle majorée par n, dimension du mouvement

brownien de départ ?
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