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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1979/80

MESURES A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS
ET P,A.I. NON HOMOGENES
par R, SIDIBE

Dang le volume XIII du séminaire de probabilités, nous avons publié

une note prouvant que tout processus & accroissements indépendants ( p.a.i.)
et homogénes, gui est une martingale locale par rapport 3 sa famille de
tribus naturelle, est une vraie martingale., A la fin de cette note, nous
signalons qu'une méthode due & M. Jacod permet de donner une meilleure
démonstration de ce résultat (voir p. 136 ), et en particulier, de traiter
le cas d'une filtration quelconque. Dans une thése de troisiéme cycle, sou-
tenue a Strasbourg en Mai 1980, nous avons étendu le méme résultat aux
pP.2.i. non homogénes. Dans cette thése, nous présentions aussi la structure
des p.a.i. non homogénes, & partir de la théorie des martingales, d'une
maniére assez différente de celle de Jacod [1], p. 90-97, et qui posséde
peut &tre un certain intérét pédagogique. Comme d'autre part la structure
des p.a.i., non homogénes fait connaitre celle des mesures i accroissements
indépendants sur tous les espaces mesurables << raisonnables >>, M, P.A,
Meyer a suggéré d'extraire de cette thése la note qui suit.

0. MESURES ALEATOIRES A ACEROISSEMENTS INDEPENDANTS

Soit (E,&) un espace mesuré, et soit (0,¥,P) un espace probabilisé.

On appelle mesure aléatoire & accroissements indépendants un processus
(XA)Lee , & valeurs réelles finies, possédant les propriétés suivantes :

i) si AyyeoepA sont des éléments de & disjoints deux a deux, les
Vel XA1,...,XAn sont indépendantes, et xA1UA2...UAn = XA1+ZA2+...+XAn .
ii) Pour toute suite décroissante (An) d'éléments de &, d'intersection
vide, xAn tend vers O en probabilité.

FNous n'abordons pas ici le probléme de construction d'une mesure
aléatoire & accroissements indépendants par prolongement & partir d'une
mesure définie sur une algébre de Boole engendrant € : supposant la mesure

construite sur & tout entier, nous nous proposons de décrire sa structure,
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sous quelques hypothéses assez anodines concernant la tribu.€ . La premiére
sera que la tribu est séparable, ce qui entraine que les atomes de & sont
mesurables. Nous ferons 1'hypothése supplémentaire :

iii) X, = O pour tout atome A de & .
Sans cette hypothése, on ne peut rien faire d'intéressant : par exemple,
si (E,e) est un ensemble fini, la notion de mesure & accroissements indé-
pendants se réduit & celle de systéme fini de v.a. indépendantes, et celles-

ci n'ont aucune autre structure particuliére.
Sous les hypothéses i), ii), iii), on peut effectivement ( Kingman [1])

déterminer la structure de la mesure aléatoire, sous la forme d'une formule
de Lévy-Khintchine, dont les divers éléments sont des mesures . Mais
les démonstrations de Kingman sont laborieuses, et en voici une beaucoup
plus simple, qui couvre tous les cas usuels.

Dtaprés le théoréme I.12 de Dellacherie-Meyer [1], si les atomes de
¢ sont les points de E (' ce que 1l'on peut toujours supposer, quitte & faire
un passage au quotient ), il existe une application bijective f de E dans
1'intervalle [0,1], qui est un isomorphisme de E sur f(E). Autrement dit,
les éléments de & sont exactement les images réciproques par f des boré-
liens de f(B) ou, ce qui revient au méme, des boréliens de [0,1] . Posons
alors, pour tout borélien B de [0,1]

T = %e-1(p)
I1 est clair que Y satisfait aux hypothéses i), ii). Si 1l'on pose Y= Y[O,t]’
on définit donc un p.a.i. usuel ( non homogéne ) sur [0,1]. La condition
iii) permet d'affirmer que Y est continu en probabilité sur [0,1].

Nous allons déterminer la structure de Y en nous appuyant sur la thé-
orie des martingales. Il restera ensuite & revenir sur l'espace initial
(B,e) : ce retour est immédiat si cet espace est lusinien ( i.e. si E est
un espace polonais, ou plus généralement un sous-ensemble borélien d'un
espace polonais muni de la tribu induite ), car on peut montrer dans ce
cas que f(E) est borélien dans [0,1] ( Dellacherie-Meyer, chap. III, théo-
réme 21 ). Cela couvre tous les cas usuels, et nous ne chercherons pas &

en dire davantage sur ce sujet.
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A. STRUCTURE DES P.A,I. NON HOMOGENES

Nous désignons par (Q,%,P) un espace probabilisé complet muni d'une
filtration (St), par (X%) un processus adapté , nul en O , tel que :

(1.1) si s<t , l'accroissement X -X  est indépendant de ¥,
( X est un p.a.i. relativement & la filtration (3t)) . Nous supposerons
de plus que X est continu en probabilité.

Si aucune filtration n'est donnée a priori, on dira que X est un p.a.i.

lorsque la condition (1.1) est satisfaite, 38 étant engendrée par les
v.a. X, rss ( ou, ce qui revient au méme puisque X,=0, par les accrois-
sements Xv-Xu y USV<S ). On peut toujours augmenter la tribu 35 de tous les
ensembles négligeables de ¥ , sans perdre (1.1) . Puis remarquons que
si s<u<t , Xt-xu est indépendante de 3u , donc aussi de ,s+ = 3u .
Faisant tendre u vers éQ(HIVOit que X%—XS est indépendante de ,s+ .

On ne perd donc pas de généralité en supposant que la famille (’t)

gatisfait aux conditions habituelles de la théorie des processus.

Maintenant, nous allons prouver que le processus X admet une modifi-

cation & trajectoires cadldg. : cette partie de la démonstration est tout

3 fait classique, et figure dans le livre de Doob [1].

A. Pour s<t , nous posons ¢St(h) = E[eik(xt—xs)] , et en particulier
¢t(A)=¢0t(k) . La continuité de X en probabilité entraine que ¢t(k) est
fonction continue de t, et ¢O(A) =1.

(1.2) |¢t(A)| est borné inférieurement pour t€[0,k] , k fini.

En effet, écrivons que l'application t#a»Xt de 1l'intervalle compact [0,k]
dans l'espace métrique LO est uniformément continue :

¥e>0 >0 Ogugvk , v-udl = PHXV-Xngel <€
En choisissant bien € , la condition de droite entrainera

Elcos AM(X =X )]> 1/2 , donc |E[ei"(xv‘xu)|]|2 1/2
v ou' = =

1. Peut 8tre vaut-il la peine de donner les détails ? Soit A€38+ et soit
AR .Ona /[ eiA(xt—xu)dP = P(A)E[eik(xt_xu)]. D'ol le méme résultat pour
A

u=s par passage 3 la limite, et c'est le résultat d'indépendance cherché.
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Soit n entier tel que k/n <1 ; on a XX, = (X1/n-Xo)+(X2/n-X1/n)+...
donc, en utilisant le résultat précédent et 1'indépendance, on a

lo (V) |=|BLeMk1] 2 1/2"
et alors pour t<k , comme on a Ivk(h)|=|¢t(h)||¢tk(K)|§ [#,(A)], on a
aussi |¢t(x)| > 1/2" .

B. Le processus M% = eiAxt /wt(k) est une martingale complexe,bornée
sur tout intervalle [0,k].

En effet, d'aprés A ci-dessus la v.a. Mg est bornée pour tout t , et

1l'on a Mﬁ = MQ Z pour s<t , ol la v.a, Z = eik(xt_xs)/wst(x) est

telle que E[Z|¥_ ]J=1 . On a donc E[M§|?s] = Mg P.S. .

C. D'aprés la théorie des martingales, il existe un ensemble négligeable
N tel que, pour tout weNc, tout A rationnel :

la fonction to—>M§(w) sur 1l'ensemble Q des rationnels
admette une limite 3 droite en tout point de [0,m [, une
limite & gauche en tout point de JO,o[ .

Comme le dénominateur wt(h) de M% est une fonctiop continue de t, on ob-

tient le méme résultat pour les fonctions t»e»eikxt(w) = M%(m)vk(t) pour
A rationnel, puis par convergence uniforme pour tout A réel.

Nous sommes ramenés & établir le lemme suivant :

Soit (xn) une suite de nombres réels. Si el™Mn & une 1imite pour tout
A, la suite (xn) a une limite finie dans R .

Soit ﬁ le compactifié d'Alexandrov de R . Il est olair que la sdite
(xn) ne peut avoir dans R deux valeurs d'adhérence finies a et b dis-
tinctes ( prendre A tel que ei;\a;éeixb ). I1 suffit donc d'exclure la pos-

sibilité d'une valeur d'adhérence infinie . Quitte & remplacer (xn) par
une suite extraite, il suffit d'exclure la possibilité d'une limite infinie.

Posons f(A) = lim e1Axn ; £ est une fonction borélienne bornée de
A, et 1'on a pour tcute fonction intégrable g(A)

/ £(Ng(Nar = Llim / eMng(A)an = Lim &(x,) = O
d'aprés le lemme de Riemamnn-Lebesgue. Donc f est nulle p.p., ce qui est

absurde, car |f|=1 partout. [
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D. Posons pour wéN It(w)=0 pour tout t , et pour teNC !t(m)=xt+(w)
pour tout t . Le processus Y est adapté ( N appartient a 30 d'aprés
les conditions habituelles ). Comme X est continu en probabilité, Y
est une modification cddldg. de X . Désormais, nous écrirons & nouveau
X au lieude Y

Nous pouvons maintenant parler des sauts du processus X , Si B est

un borélien de B non adhérent 4 O , nous poserons

NE=:u____<t1{AXueB}
(t.3) T = Tugt “Ra'fax_ e B)
z = Xy - %

8i B= J-o,-1Jul1,+® [ , nous écrirons simplement N,, Yt' Zt . I1 est
immédiat de véritier que ces processus sont des p.a.i. ( non homogénes ) :
en effet, si s<t , les v.a. NE, Y%, Zg sont mesurables par rapport a

la tribu engendrée par les accroissements de X entre s et t

c(xu-xv sy su<v<t) , tribu indépendante de L

Le théoréme suivant s'appliquera en particulier 3 YB ou NB s et b
THEOREME 1.1, Soient Y et 2 deux p.a.il) relativement 3 la méme fii-
tration (ﬁt). On_suppose que

1) ZLes trajectoires de Y sont & variation finie. .
2) Y et Z pe sautent jamais en méme temps .

Alors Y et Z gont indépendants .

Démonstration. Soient u et v deux nombres réels. Considérons les

deux martingales de carré intégrable ( complexes )
M'ltl - eiuYt/E[eiuYtJ Nz = eint/E[eint]

( on a vérifié plus haut que les dénominateurs ne sont pas nuls ) . Si
nous pouvons montrer que ces deux martingales sont orthogonales, nous aurons
B [eiuYt +iVZt ]

B [eiult ]E [eivbt ]
ce qui prouve que les v.a. Yt et Zt sont indépendantes. Mais alors le

P.a.i.h, & deux dimensions (Yt’zt) et le p.a.i.h. produit de deux copies
1. A trajectoires cidlig., et continus en probabilité,
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indépendantes de Y et Z ont mémes lois d'accroissements, ils ont donc
méme loi, et on voit que les tribus O(Ys, 820) , O(ZS, 820) sont indépen-

dantes .

Pour montrer que M* et NV sont orthogonales, il nous suffit de montrer
que [Mu,Nv] = 0 , Or ces martingales n'ont pas de saut commun. Il nous
suffit donc de montrer que MY est 3 variation finie. Ce n'est pas tout &

fait évident, mais voici une raison : le processus 1/E[eiuYt] = Mge-iuYt est
déterministe, et d'autre part c'est un produit de semimartingales, donc une
semimartingale, et cela entraine qu'il est a variation finie. Il en résulte

que 1les trajectoires de M* gsont 3 variation finie,

Voici 1'étape principale de la démonstration, qui nous a été expli-
quée par M. J. Bretagnolle. Elle montre que si l'on enléve les sauts du
processus X dont la valeur absolue dépasse une constante M , il reste
un p.a.i. auquel va s'appliquer la théorie des martingales de carré inté-
grable.

THEOREME 1,2 . Soit X un p.a.i. dont les sauts sont bornés en valeur

absolue par une constante M . Alors les v.a. Xt ont _des moments de tous
les ordres.

DEMONSTRATION, A, Pour tout t, posons

(1.4) T3 = inf{ o>t : |X -X |>Mia} (a>0)

Nous ne disposons pas d'une bonne propriété de Markov forte : notre pre-

mier but est d'établir 1'existence, pour tout k fixé, d'une constante

A<! telle que 1l'on ait , pour tout temps d4'arrét Sk

(1.5) E[e-(Tg'S)ISS l<Ap.s..
I1 suffit d'établir cela pour S ¢tagé . En effet, tout temps d'arrét
3 est limite d'une suite décroissante (S ) de temps d'arrét S,k éta-
gés, et 1'on a IXTa -Xg| > M+a sur lT <o} , donc Ing-Xsn|>M+a/2
pour n assez grand, et Ta-S 2 limsup Tgéz - D'oll 11 résulte aisé-
ment, grice au lemme de Fatou, que la constante A relative & a/2 et aux
temps d'arrét étagés convient & a et aux temps d'arrét quelconques.

Mais pour &tablir (4.5) pour S étagé, il suffit de démontrer que
pour tout t £ixé appartenant & [0,k] , on a
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a
(1.6) Ble”(Tt¥) 15,1 <A pus. .
et cette espérance conditionnelle est en fait une espérance ordinaire,

puisque X est un p.a.i. .

Supposons que (1.6) n'ait pas lieu : il existe des tne[O,k] et un
‘(T%n“tn)

a>0 tels que lim Efe ] =1 .1I1 en résulte que les v.a. T: -t
n

tendent vers O en probabilité. Extrayant une sous-suite, on peut supposer

n

que T%-tn* 0 p.s. . D'autre part, la suite (tn) a au moins une valeur
n -

d'adhérence t€[0,k], et celle-ci est, soit valeur d'adhérence a droite,

goit valeur d'adhérence i gauche, soit les deux 3 la fois. Quitte & ex-

traire une sous-suite, on peut supposer la suite (tn) monotone.

La suite (tn) ne peut étre décroissante : en effet, si elle 1'était,
on aurait pour tout €0 % €[t,t+el , 'r,? e[t,t+e[ , et 1'inégalité
n

[Xpa =X, | > M+a sur {Ti <o } serait incompatible avec 1l'existence d'une
t n = n

limige 3 droite en t . En particulier, la suite (tn) ne peut étre station-
naire, et quitte & faire une nouvelle extraction on peut la supposer stric-
tement croissante.

L'existence d'une limite a gauche au point t entraine alors, de la méme
maniére que ci-dessus, que l'on a p.s. tn<x§T§ pour n assez grand, Mais
alors, |XT: - tn| tend vers |AXt| lorsque n~® , et le saut en t dépasse
M en valeuB absolue, ce qui est absurde. Ainsi la propriété (1.6) est
établie.

B. Nous fixons maintenant a>0 et nous posons

= _ ma
Toe=0 » Tpe=Tp
n
Alors un raisonnement simple de récurrence nous donne, a partir de (1.6)
(1.7) Ele™™m1, 4] s A7
n=

On en déduit que P{Tnéklg ekAn. Pour fixer les idées, prenons a=1 .
Les sauts de X é&tant bornés par M, on a sur {Tn_1§t<mnl

L e L WP

| X, - | < n(1+M)
+ x'rn_1 <
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donc aussi t<I = IXt|<n(1+M) , et en posant comme d'habitude X; =
supy 5 IX%I , On a
= * ky-n
P{Xk>n(1+M)} < P{Tn<k} <eX
Cette suite étant & décroissance exponentielle en n , on voit que X; a

des moments de tous les ordres . Comme k est arbitraire, le théoréme
est établi.

Premiére conséguence du théoréme 1.2 . Revenons 3 la décomposition X =Y +2,
de la formule (1.3), avec le choix particulier de B indiqué. Les sauts de
Z étant bornés par 1 en valeur absolue, les Vv.a. Zt y t<k, forment un
ensemble borné dans L2, donc uniformément intégrable. La fonction tva'E[Zt]
( que nous noterons m ) est donc continue, puisque Z est continu en
probabilité. Ecrivant Xt = Yt + (Zt-mt) +my , le premier terme est a
variation finie, le second est une martingale de carré intégrable, et on

voit que X est une semimartingale si et seulement si le processus déter-

ministe (mt) est une semimartingale, autrement dit, si la fonction continue

m, est & variation finie.

]

Seconde conséquence du théoréme 1,2 . Pour tout borélien B non adhé-
rent & 0, pour tout t , la v.a. NE de la formule (1.3) est intégrable.

I1 est clair que B> E[N%] est une fonction croissante et continue de
t, et une mesure en B pour t+t fix4. Il existe donc une mesure A(dt,dx)
sur ZR+XR* , telle que 1'on ait
BIN?] = A([0,41B )

Cette mesure ne charge pas {OiXR* . I1 n'y a pas de difficulté & vérifier
la propriété suivante ( cf. Dellacherie-Meyer, VIII.68 )

8i X est une semimartingale, la mesure de Lévy v de X est donnde
par
(1.8) v(w, ds, dx ) = A(ds, dx )

Méme si X n'est pas une semimartingale, il existe un p.a.i. X%:Xt-mt

qui est une semimartingale, et la fonction m, étant continue, les mesures

aléatoires assocides aux sauts de X et de X' sont les mémes. On peut
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donc considérer v aussi comme la mesure de Lévy de X ( et c'est d'ail-
leurs le point de vue classique sur la question, antérieur 3 la théorie des

semimartingales ).

Revenons au processus Ng ¢ nous savons que la fonction m%:E[NE]
est continue croisfante, et le processus Q%:Nz—mg est une martingale &
sauts unité. Un théoréme di & S, Watanabe affirme qu'une telle martingale

est un processus de Poisson non homogéne ( peut se ramener 3 un processus

de Poisson homogéne par un changement de temps déterministe ). D'autre
part, si des boréliens Bi sont disjoints, les processus Nfi sont indé-
pendants d'aprés le théoréme 1.1. Il en résulte sans peine que la mesure
aléatoire p(w,ds, dx ) qui compte les sauts de X d'amplitude comprise
entre x et x+dx est une mesure aléatoire de Poisson sur ngmf , de para~
métre ( i.e. d'espérance ) A(ds,dx). La somme des sauts de X d'amplitude
>1 peut s'écrire

- , ds, 4
L) = L i,y O 28 @)

]0,t])([1 ,(I)[
On étudie ensuite la structure du processus (Zt)' Retranchant son espéran-
ce m, ( fonction déterministe continue ), on a une martingale de carré
intégrable, dont la partie purement discontinue ( somme compensée de sauts)
est donnée par a ~
z2,(0) =/

10,tIx(3-1,1[\{o})

Reste enfin la partie martingale continue : un théoréme de Paul Lévy, dont

x(p(w,ds,dt)-A(ds,dt))

une démonstration trés simple au moyen de la théorie des martingales est

due 3 Kunita-Watanabe, affirme que c'est un mouvement brownien non homogé—

ne ( se ramenant au mouvement brownien par un changement de temps détermi-
niste ).

Ainsi, les théorémes 1.1 et 1.2 permettent de décrire complétement les
p.a.i. non homogénes au moyen de la théorie des martingales, et, du méme

coup, les mesures aléatoires a accroissements indépendants sur des espaces

trés généraux.
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REMARQUE, Supposons que le processus X provienne d'une mesure aléatoire

4 accroissements indépendants, comme on 1l'a expliqué au début de ce para-
graphe. Alors X s'écrit X'+m , oi X' est une semimartingale, et m

est une fonction continue déterministe. La possibilité de définir 1'in-
tégrale stochastique en probabilité ]IA(s)dXé pour une partie borélienne

A deRR, ( déterministe ) entraine par différence la possibilité de définir
/ IA(e)dms , ce qui entraine que m est 3 variation bornée. Donc X est

en fait une semimartingale.

2. UNE APPLICATION

Le résultat suivant améliore celul que nous avons publié dans le
volume XIII du séminaire. Nous désignons toujours par X un p.a.i. ( non
nécessairement homogdne ) continu en probabilité, et nous conservons les
autres notations du paragraphe 1. Nous supposons que X est une semimartin-
gale,

THEOREME 2.1. X est une semimartingale spéciale si et seulement si E[|X%|]
est fini pour tout t .

DEMONSTRATION, Nous revenons & la décomposition (1.3) , X=Y+Z , ol Y

est la somme des sauts de X dépassant 1 en valeur absolue., Il est clair
que Z ne pose aucun probléme ( th. 1.2 ) , et que X est une semi-martin-
gale spéciale si et seulement si Y en est une. Or dire que Y est une
semimartingale spéciale revient a dire que le processus croissant

(2.1) A, = Zagt |ay,| = Zogt IAXSII“AXSE”

est localement intégrable ( Dellacherie-Meyer, VII. 25 ). Or les processus
croissants Esgt lAYs|I{|AYSI<n! sont intégrables, et admettent comme

compensateurs prévisibles les processus croissants déterministes
K} = A([0,%1x(1-n,~11U[1,n[) )

Dire que At est localement intégrable revient 3 dire que les ig ont

P.s. une limite finie, Comme ils sont déterministes, cela revient & dire
que E[Ag] a une limite finie, ou encore, que E[At]<no. Aors E[lXt|]
est finie,

Inversement, si E[Ith] est finie, le processus Xt_E[Xt] est une
martingale, donc une semimartingale spéciale, et le processus E[Xt] une

semimartingale déterministe, donc aussi une semimartingale spéciale.
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