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REPRESENTATION DES MARTINGALES ET FILTRATION
NATURELLE QUASI-CONTINUE A GAUCHE.

ITMI Mhamed
Université de Hte-Normandie
Laboratoire de Mathématiques
BP. 67 - 76 130 Mt-St-Aignan.

0 - Introduction :

I1 ressort du présent €xposé deux résultats liés par la
quasi-continuité 3 gauche (q-cig) de la filtration naturelle du
processus ponctuel marqué stochastique (PPMS)

i) Une condition nécessaire et suffisante pour la q-cig

(situation fréquente dans les applications : c'est, par exemple,
le cas des processus ponctuels stochastiques (PPS) admettant une

intensité), suivie d'une classification des temps d'arrét pour

une filtration pas forcément q-ciag.

ii) Une caractérisation de la filtration naturelle du

PPMS, dans le cas ol elle est g-cdg, en tant que seule filtration

q—c3g permettant la "représentation des martingales' comme intég-
-rales stochastiques. En effet, on sait que pour la filtration
naturelle du PPMS, les '"martingales locales jusqu'id T," s'é&crivent
comme intégrales stochastiques par rapport au "compensé&" du PPMS,

mais on ne sait rien de la réciproque.

I - Généralités et notations :

Soit (Q,F) un espace mesurable; (E,£) un espace polonais
muni de ses boréliens, ou bien fini ou dénombrable muni de la tribu
de ses parties.

Un processus ponctuel marqué (PPM) est la donnée d'une
suite (Tn’zn)nzl telle que :

- (Tn) est un processus ponctuel (dont le processus de comptage
associé sera noté Nt)’ c'est 3 dire : une suite de variables aléa-
-toires (v.a.) strictement pgsitives, telles que : Tn<Tn+] quand

T <=. On rappelle que : Nt=né11{Tnst}’

- (Zn) est une suite de v.a. de Q dans EU{A}, A étant un point
exterieur 3 E qui facilite les calculs; Zn prenant la valeur A

lorsque Tn=m .
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On pose : To=0, Tmflian et ZO=6 constante de E.
E=]o,=[xE , &=8(J0,=[)8%
Le PPM (Tn,Zn) est complétement déterminé par la mesure aléatoire u
positive et discréte, de (Q,F) sur (%,%), définie par :

Vv, m
(¥ BED : u@B= ] 1T .2 Dy () cay

(¥ C € g), soit N€=u(.;]0,t]XC). On a en particulier NC=NE.
Ni est un processus de comptage 'dénombrant les points Tn dont
la marque est dans C".
On désignera par filtration naturelle du PPM, la filtration (G;)tzo
définie par G:= (Ng ; C € £,s5t). On pose Gy_=Gy (pour 1'usage
des prévisibles) et G;fgcz .

Soit P une probabilité sur (Q,F). Le PPM est alors dit
PPM stochastique (PPMS). Pour travailler dans les '"conditions
habituelles", on va devoir compléter la filtration (GZ) qui devient
(Gt) ol Gt est la tribu engendrée par G; et tous les négligeables
de G° .

IT - Q-c3g de la filtration naturelle :

Voici 3 présent quelques résultats utiles pour la suite :

Proposition | : [1]

a) Les familles (GZ) et (Gt) sont cad (continues 3 droite).

b) Pour tout n20 T est un Gz—temps d'arrét (et donc un Gt—t.a.)
C
o .« Q%= .
c) Pour tout Gt t.a. T, on a : GT (NTAt ; C € E, t20) avec
en particulier :
o _ . s . G° =G° =G°=G° .
GTn— (Ti’zi 3 isn) 3 GTm GT; G, Gm_

Proposition 2 : [II]

Soit T un G -t.a. prévisible. Il existe alors un G;—t.a. prévi-
-sible T' tel que T=T' ps. De plus :
GT— {Aec_/ (A'E€ GTU) tel que P(AAA')=0}.

-

On introduit 3 présent ce que représente la situation
de q-cidg d'une filtration (Ft) vérifiant les conditions habituelles.
Définition 3 :
On dit que (Ft) est q-c3g si 1'on a FT=FT— pour tout Ft-c.a.

prévisible T.

Théoréme 4 : [1I]
Supposons (Ft) q-cag. Alors :
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a) Tout Ft-t.a. accessible est prévisible (c'est aussi une
condition suffisante pour la q-cig).

b) Pour toute suite croissante (Sn) de temps d'arrét, on a
en posant S=11mSn : FS=¥\an .

¢) Les martingales cid sont q-cidg (ie : MS=MS_ pour tout

Ft-t.a. prévisible S) et ont leurs sauts totalement inaccessibles.

Dans la suite, pour tout n2l on designera par TAn

(resp. TIn) la partie accessible de Tn (resp. totalement inac-
—-cessible de Tn)' Pour ces notions voir [II]. A présent on peut
énoncer le resultat i) de 1'introduction :
Théoréme 5 :

La filtration (Gt) est q-c3g si et seulement si pour tout nzl
ona:T, estun Gt~t.a. prévisible et Z est une v.a. Gp_ —
-mesurable.
Démonstration :

a) Condition nécessaire : On suppose (Gt) q-cag, alors les
Gt—t.a. accessibles sont prévisibles par le théoréme 4. En par-
-ticulier T, est prévisible. D'autre part, par la proposition 1,

An

c) on a Z_ est G, -mesurable, mais G,CG_ =G . D'ol le résultat.
n T T T, -
n n An An

b) Condition suffisante : Soit S un Gt-t.a. prévisible. Mont-

T

-rons que GS=GS_.

Par la proposition 2 on a :

T G:-t.a. prévisible tel que T=S ps, et par conséquent GT=GS
et G_=G._. En montrant que G,;CGT_ le théoréme sera &tabli.

Par la proposition 1, c) on a : G,;= (N'(I:‘At; Ceg, t20).
Montrons que (¥t;0)(¥Ceg) :

C s s
NTAt est GT_-mesurable. Pour celd il
suffit de montrer que (¥n2l) : {TAtzTn}{ZnEC}CGT_ de part 1'éc-

. C
riture de NTAt .

{TAtzTn}{ZnEC}={TAt>Tn}{Zn€ C}+{TAt-Tn}{Z§: C}
= Al + A2

A€G . Montrons que AZCGT_.

C G,
1 TAt- T-
A2={TAt-TAn}{Z§ C}+{TAt=TIn}{Zn€C} Ps
= Ayt A,
A3={TAt=TAn{Z€C}} 3 comme Zn est GT _-mesurable,
n An
= .
TAt- GT-
totalement inaccessible, on a :

TAn{ZnCC} est

prévisible (voir [II]) et donc A3€G

TAt étant prévisible et TIn
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At= = € . .
P{TAt TIn} 0 et donc A GT- CQFD

4

On cite 3 présent un corollaire de ce théoréme pour le
cas des processus ponctuels stochastiques simples (PPS) :
Corollaire 6 :

La filtration naturelle du PPS (Tn) est q-c3g si et seulement
si (¥nz2l) : TAn

Commentaire :

est prévisible.

Des exemples simples de la situation de q-cdg des PPMS corres-
pondent au cas ou le PPS (Tn) est constitué de temps d'arrét
totalement inaccessibles (ou bien que le compensateur de N est

continu). En effet, dans ce cas, TAnam (pour n:l) et GT =G _--G°°
-mesurable.

T-

An

C'est en particulier le cas des processus de Poisson pour leur

par conséquent Znest G,

filtration naturelle.

Maintenant qu'on a vu 1'influence des parties accessibles
des Tn sur la filtration naturelle du PPMS, on va montrer comment
elles interviennent dans la classification des temps d'arrét, la

filtration naturelle n'étant pas forcément q-cdg. On rappellera

tout d'abord quelques propositions.

Soit T un Gt-t.a. On désignera par S(T) la famille des suites
croissantes (Sn) de Gt-t.a. telles que SnsT pour tout n. Si
(Sn)ES(T), on posera :

K(Sn)={w/1imsn(w)-'r(m)<w H Sn(w)<T(w) pour tout n}.

Théoréme 7 : [III]

a) Un Gt-t.a. T est accessible si et seulement si 1'ensemble
{0<T<=} est la réunion d'une suite d'ensembles de la forme K(Sn)
ol (Sn) est un élément de S(T).

b) Un Gt-t.a. est totalement inaccessible si et seulement si
1'on a : P{T=0}=0 et P{K(Sn)}=0 pour toute suite (Sn) élément de
S(T) .

Théoréme 8 : [I11]

Soit T un Gt-t.a. et A un élément de Gt' Si T est accessible

(resp. totalement inaccessible), le Gt-t.a. T, est égatement

A
accessible (resp. totalement inaccessible).
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Théoreme 9 : (1], [v]

Soit T un Gt-t.a. Alors il existe une suite

(Rn)nefﬁ de v.a.

réelles positives, G_ -mesurables pour tout n, telles que :

TAT_, =(T_+R ) AT . "n (T=T #R_ quand n=«) sur {T>T_}.
Voici 3 présent la classification des temps d'arrét :
Théoréme 10 :
Soit T un Gt-t.a. On a :
a) T est totalement inaccessible si et seulement si
P{T, ¥T<»}=0.
™" In

b) T est accessible si et seulement si PU{T_ =T<«}&0.
o In

Démonstration :
a) Condition nécessaire : Soit T un Gt—t.a. totalement inac-—

—cessible. Alors :
{T<e}=UT<o}{T <r<T  J+U{T<oHT=T_ }+{T<oHT>T }.

N n n+l° N n ©
Soit B_={T <T<T__ }. Montrons que P{B_}=0.

n n n+l n
Comme Bn est élément de Gt et T est totalement inaccessible, donc

T, est totalement inaccessible par le théoréme 8 (on a noté T

Bn B

n
par TBn).
D'autre part, ﬂRn v.a. réelle positive (strictement sur Bn) GT-me—
-surable, telle que T=Tn+Rnsur Bn' (Théoréme 9). n
. .
(¥i21), soit Sl=g—le . S* est une variable aléatoire réelle G
n 21 n n Tn

mesurable et positive (strictement sur Bn). Donc Tn+S; est un Gt
T -mesurable. Voir [I1]).

Comme (T +Sl).€S(T ) et T_ esP totalement inaccessible, on a
n ni Bn Bn

t.a. (car plus grand que Tn et G

donc : P{K(Tn+si)}=0 par le théoréme 7. Mais Bé:K(Tn+Si), donc
P{Bn}=0. De la méme fagon on peut démontrer que P{{T<=}{T>T_}}=0.
On a donc {T<”}=t§{T<m}{T=Tn} PS, et on peut supprimer n=0 ou =,
les Tn correspondant &tant prévisibles.
Alors, (¥n€IN™) omn a :
{T<oHT=T }={T<w}{T=T, I{T<wHT=T_} ps
n An In

={T<m}{T=TIn} ps car Ttotalement inaccessible et T
accessible. (Voir [II]).
Par consdquent {T<=}C.U{T=T_ }, d'od P (V{T, #T<=}=0. cqfd
mw*x In e In

An
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Condition suffisante : Soit T un Gt-t.a. tel que
PINLTIH#T<m}=O. Alors : {T<mF:IHLT=TIn}.
Soit T, la partie accessible de T,

A

{T,<=}C U{T,=T_ <=} qui est négligeable, donc T est totalement
A Pt A "In

inaccessible.
b) Condition nécessaire : évidente.
Condition suffisante : Soit T un Gt—t.a. tel que

P U{T, =T<=}=0. Montrons que T est accessible.
o+ In
Soit U un Gt—t.a. totalement inaccessible. Il suffit de
montrer que P{T=U<=}=0. Or on a par a)

{U<=}C UiTIn=U} , donc :

IN
{T=U<w}= U{T=U<w}{TI =U}= U{T=U<m}{TI =T<w»} Ps
m* mooo n
L'hypothése sur T permet de conclure : P{T=U<=}=0. cqfd.

III Représentation des martingales sous la gq-cag :

Soit (Ft) une filtration satisfaisant aux conditions
habituelles, constituée de sous-tribus de F telles que (¥t30)
Gé:Ft' On notera § la tribu des Ft—prévisibles sur QXLO,M[ et
¥=ﬂﬁg. On rappelle la définition suivante

Définition 11 : [V]

Une mesure aléatoire est dite prévisible si pour tout

processus H Y-mesurable et positif, le processus défini par
(\H)t(u9=£tftH(m,s,x)v(w;ds,dx) est prévisible (%Lmesurable).

Soit v la mesure aléatoire prévisible associée 3 W,
et At=v(JO,§]XE) le compensateur de N (voir [V]). Lorsque

"martingale locale

Ft=%v Gt’ il est démontré dans [V} que toute
jusqu'a T " : Mt (ie : processus cad tel qu'il éxiste une suite

de t.a. SJ T_Ps avec ¥n20 : est une martingale uniformé-

M
SpAt
-ment intégrable), admet la représentation :

Mt=Mo+6tjﬁH(s,x)(u(ds,dx)—v(ds,dx)) ps sur {t<Tm},

le processus H vérifiant : 6tjé|H(s,xﬂ v(ds,dx) <= ps sur'{t<Tm}

Y -
et est fmesurable. On se propose de démontrer que dans un cer-
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-tain sens celd caractérise (Gt)' On commence par faire la con-
vention términologique suivante : On désignera par condition de
"représentation des martingales" la situation ol toute Ft-mar-

-tingale bornée s'écrit Mt=c+6thH(s,x)(u(ds,dx)-v(ds,dx)) ps,

ol ceIR, H est W-mesurable (on n'est plus forcément dans le

cas Ft=FOVGt)°

Proposition 12 :

On suppose (Ft) q-cag. Alors la suite (TAn) de t.a. prévisibles
épuise les temps de saut de A, de plus A y saute de ! ps.
Démonstration :

En effet les sauts de A pouvant étre choisis prévisibles [III],
on a pour tout t.a. S prévisible : E(ANS/FS_)=AAS ps.

La q-cig de (Ft) permet d'édcrire : ANg=0Ag Ps. cqfd.
Commentaire :

Remarquons 3 présent que dans la "représentation des martin-
~gales", les intégrales stochastiques sont en fait des intégrales
de Stieltjes, et les martingales admettant cette représentation
sont purement discontinues ([II]). De plus, la filtration étant
supposée q-c3g fait que les martingales c3d sont q-c3g et ont
leurs sauts totalement inaccessibles, par conséquent elles

sautent sur les (T n) par le théoréme 10.

I
Proposition 13 : [1v]

Supposons que toute les Ft-martingales soient purement dis-
-continues et ne sautent qu'aux instants (Tn) au plus. Alors
pour tout Ft—t.a. T on a ((Ft) n'est pas supposée q-cdg ici) :

a) Ffﬁ{TwsT}=FT£1{Tm5T}

o

FTn{Tn5T<Tn + }=FT2 {TnsT<Tn 1 }

b) F.._ =F_ vo(T
Tn+] '1‘n n+

1)'

Proposition 14 :

Les résultats de la proposition précédente restent valables
sous 1'hypothése de q—-cig de (Ft) et de la représentation des
martingales.

Démonstration :
En effet, le commentaire ci-~dessus fait que les conditions

de la proposition 13 sont vérifiées.
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Proposition 15 : [Iv]

Sous les conditions de la proposition 13, on a :
[ve20 , G =F ] &> [va20 , GTn=FTn] .

(C'est donc vrai sous les conditions de la proposition 14).

Proposition 16 :

Sous les conditions de q-cig de (Ft) et de "représentation des
martingales”", on a : Vt20 , Gc=Ft'
Démonstration :

On utilise la proposition 15 et on fait un raisonnement par

récurrence :

a) Il est 3 remarquer que % =Go par la "représentation des mar-
-tingales".

b) Cas de T1 : Soit BcFT , montrons que BCGT .
1 1

On pose MS=P(B/FS). On a :

MT =|B=c + éT‘fEH(du-dv) H est Y-mesurable.
[

=c + H(T ,2))1 lefEH(s,x)v(ds,dx).

{T <=} o
1

H étant prévisible, H(Tl’zl) est F,, VG mesurable. En effet, celd

T,
. . S -~ . P
est vrai pour les processus élémentaires Y-mesurables, qui s'écrivent

ht(m).¢(x) ol h est V-mesurable et ¢ est {-mesurable, en remarquant
que Z1 est GT -mesurable par la proposition 1 et donc ¢oZ est G -
1

T
1
mesurable. (hT est F__-mesurable). 1

T
Mais Fngg vo(Tl), donc FT_g:GT (proposition 1).

n
D'autre part : H étant fT-mesurable, la définition 11 permet de dire

que le processus (vH)t=£tIEHdv est prévisible, et donc (\)H)T est

1
F,__-mesurable, soit G_ —mesurable, et BeGT . (Remarquons que FTQ:GT_,
mais c'est sans interét ici). 1 11

c) Cas de Tn : On suppose FT -GT .
n=) n=1
Soit BcFTn et MS-P(B/FS).

T
lB c + é nfEH(du d v)
Tn
ML+ H(TLZ ) 0y” * Judv .
n-1 n n—lE
MT est GT -mesurable par 1'hypothése de récurrence.
n-l n-1
H(Tn,zn) est FT_VGT -mesurable (Comme ci-haut). Mais par la propo-
n n
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-sition 13 : F_ =F vo(T ) (tribu contenue dans G._), donc
T- T n T=
n n-1
H(T ,Z ) est G_ -mesurable.
n n Tn
- . T
De méme que ci-haut, (vH)T —é nfE I]T )T ]Hdv est FT_-mesurable
n n-1""'n n
et donc GT -mesurable, et BEGT . CQFD.
n n

Remarque finale :

Signalons que dans [Il}], les auteurs, en s'interassant & 1'éxt-
—rémalité des martingales locales, démontrent (entre-autre) que sous
cértaines conditions, la filtration pour laquelle une martingale
locale est éxtrémale, est identique 3 la filtration naturelle de
cette martingale locale, et 3 celle du PPS formé des sauts de cette
martingale locale (supposés totalement inaccessibles). Ce résultat,
appliqué au cas du compensé d'un PPS (Tn) dont les parties acces—
-sibles sont prévisibles, et celui de la proposition 16 permettent
d'affirmer de plus que les filtrations naturelles de (Tn) et de
(TIn) sont alors identiques. Les (TAn) ne paraissent pas, ils ont

en fait joué leur role pour la condition de q-cag de (Gt)-
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