
SÉMINAIRE DE PROBABILITÉS (STRASBOURG)

JEAN JACOD

JEAN MÉMIN
Sur un type de convergence intermédiaire entre la convergence
en loi et la convergence en probabilité
Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 15 (1981), p. 529-546
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1981__15__529_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1981, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http://portail.
mathdoc.fr/SemProba/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SPS_1981__15__529_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR UN TYPE DE CONVERGENCE INTERMEDIAIRE ENTRE LA

CONVERGENCE EN LOI ET LA CONVERGENCE EN PROBABILITE

Jean JACOD et Jean MEMIN

1 - INTRODUCTION

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires définies sur un espace

(nt,p), , à valeurs dans un espace polonais ~ .

(1.1) DEFINITION: a) (X ) converge de manière stable si elle converge en

loi et si, pour tout AcF et toute fonction continue bornée f sur ~

la suite converge.

b) Remarquer que ci-dessus, on ne précise pas la limite 1
si maintenant E[I A 201420142014~ , où X est une autre varia-

ble aléatoire, on dit que converge de manière stable vers X . 

Cette terminologie est celle de Rényi, qui est le premier semble-t-il
à avoir introduit cette notion (~14~,[15]).

Il est presque immédiat de vérifier que la suite converge de

manière stable vers une limite X si et seulement si elle converge en

probabilité vers X : ainsi la convergence stable "préserve" la structure

de l’espace , à l’instar de la convergence en probabilité. Mais

une suite peut converger de manière stable, sans pour autant qu’il

y ait une limite au sens de (l.l,b): en fait nous verrons que la conver-

gence stable, qui est plus forte que la convergence en loi, est en fait

la convergence associée à une topologie de type "topologie faible" sur un

ensemble de probabilités adéquat; ainsi, les bonnes propriétés de la con-

vergence en loi (notamment les critères de compacité) se retrouvent-elles

dans la convergence stable.

Pour donner des résultats plus précis, introduisons l’espace produit
(~ est la tribu borélienne de J~).

(1.2) DEFINITION: On note l’espace des mesures positives finies

(~1,F) muni de la topologie la moins fine rendant continues les applica-
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tions:   (g), pour toute fonction mesurable bornée g sur

(~1, F) telle que chaque g(w, . ) soit continue sur .~ .

On verra que cette topologie est aussi la moins fine rendant continues

les applications:   (IAf) , où A ~ F et où f est continue

bornée sur 3~. .

A toute variable aléatoire X sur à valeurs dans ~, on

associe la probabilité Ri sur (1,F) par

(1.3) P(d~) 

( ~a ~ mesure de Dirac en a ). Il est alors aisé de vérifier que la suite
(Xn) converge de manière stable si et seulement si la suite (R,, ) con-

verge dans Mmc (!1) vers une limite R. . Si de plus R = Ry pour une va-
riable X (ce qui n’est pas nécessairement le cas), alors (Xn) converge

de manière stable vers X.

La convergence stable a d’abord été utilisée dans la théorie des théo-

rèmes limite "classiques": voir l’article de revue [2] d’Aldous et Eagle-

son, et la bibliographie qu’il contient. Elle est aussi utilisée en pro-

grammation dynamique, sous la forme (1.2): cf. par exemple Schal [16].

Toute probabilité sur 03A9 dont la loi marginale sur fi est P peut
être considérée (via (1.3)) comme une variable aléatoire "randomisée", ou
"floue" selon la terminologie de Meyer i~9~, et ce point de vue a été uti-

lisé par Baxter et Chacon [3] pour étudier certaines propriétés des temps
d’arrêt. Enfin plus récemment la convergence stable a joué un rôle cent-

ral dans la preuve de l’existence de solutions faibles pour certaines

équations différentielles stochastiques (Pellaumail [12], [13], Jacod et
Mémin [7]) et dans l’étude de la stabilité de ces solutions faibles [8].

Il est d’ailleurs vraisemblable que la convergence stable a été utili-

sée, dans différents contextes, par bien d’autres auteurs.

Nous proposons ici une étude systématique de cette convergence: les

résultats généralisent, de manière souvent très simple, des résultats

classiques sur la convergence étroite (voir par exemple mi et [10J).

Nous suivons pour une bonne part de ce qui suit l’article de Meyer [91,
et aussi [7].
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2 - LES BASES TXEORIQUES: LA TOPOLOGIE DE Mmc(03A9)

§a - Notations. Soit (E,E) un espace mesurable quelconque. On note B(E)
l’ensemble des fonctions mesurables bornées et M(E) l’ensemble des mesu-

res positives finies sur (E~E) . . L’ensemble M(E) sera aussi noté Mm(E)
("m" pour mesurable) lorsqu’il est muni de la topologie la moins fine ren-

dant continues les applications: ~u. ~ y( f), , f E B(E) .

Si en outre E est polonais, et E est sa tribu borélienne, on note

C(E) (resp. l’espace des fonctions continues (resp, uniformément
continues) bornées sur E . . L’ensemble M(E) sera noté Mc(E) ("c" pour

continu) lorsqu’il est muni de la topologie étroite, i.e. la moins fine
rendant continues les applications: ~ n~--~ ~.(f) pour toute f E C(E)

(ou, de manière équivalente, pour toute f E Cu(E) ) ,
Nos données de base sont:

{ 
(!t, F) , , un espace mesurable

(2.1) ~, un espace polonais, et sa tribu borélienne 

_ = àl> Z , _ = 
_

03A9=03A9 , F= F~.

L’espace M(sl) sera aussi noté lorsqu’il est muni de la topo-
logie définie en (1.2), c’est-à-dire la moins fine rendant continues les

applications:   (g), g ~ Bmc (03A9), où Bmc(03A9) est défini par:

(2.2) Bmc (03A9) = {g E B(n.) : : g(03C9,.) est continue pour chaque w E 

, on note 03A9 (resp. ) sa mesure marginale sur J1

(resp. ); il est clair que l’application:   03A9 (resp.  )
est continue de dans (resp. Mc(~) ). Si Il >
est réduit à un point, Mmc(n.) est isomorphe à Mc(~) (resp. Mm(!1) ).

Posons enfin:

B1mc(03A9) = {g(03C9,x) = IA(03C9)f(x) : A ~ F, f ~ Cu()}
(2.3) B2mc(03A9) = {g(03C9,x) = 03A3n~1IAn(03C9)fn(x) : fn ~ Cu(), g est bornée,~ les constituent une partition F-mesurable de ~.~.
On a bien-sûr Bmc (s..) e B2mc(03A9) C B 

mc 
(03A9).

§b - Une définition équivalente de la topologie de Mmc(n) . On a la:

(2.4) PROPOSITION: La topologie de M est la moins fine rendant conti-

nues les applications:   (g), g ~ B1mc (n) .
Commençons par un lemme.
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(2.5) LEMME: Si K est un compact de  et si g ~ Bmc(03A9), il existe une

suite (g) d’éléments de qui converge uniformément vers g sur

l’ensemble 03A9 K.

Démonstration. L’espace contient une suite (V.) dense pour

la topologie uniforme. D’après le théorème de Tietze-Urysohn, chaque V,
se prolonge en une fonction (~) . . Soit A ~ = 0 ~~

= ~~~~~~A~~, ’ ’

= ~~B~~~k~! 
Les g vérifient alors les propriétés requises. []

Démonstration de (2.4). . Il suffit de montrer que si ( 03B1) est une famille

filtrante de M(n.) telle que 03B1(g) ~ (g) pour toute (03A9), où

, on a aussi /~(g)20142014~(g) pour g~B~~(~) .
Soit d’abord g = 03A3n1 I. ~ fn ~ , et a=sup)g) . . Pour tout

6>0 il existe n0~IN tel que 03A9(~n > n0 An)  ~. Par hypothèse ( 03A903B1)
tend vers ~ dans , donc l~(~) ~n~~ ~~

~a.

On sait aussi que E

est arbitraire on en déduit que /~(ë)20142014~~(g) *

Soit ensuite (S) , , a=supjg), b=sup.~/~(~) . On a et

Par hypothèse tend vers ~~ dans M ?) , , donc pour

tout ~ > 0 il existe un compact K de  tel que (BK)  ~ et

sup.~/~(~K)~. D’après (2.3) il existe g’6B~(~) avec 

sur 03A9 K, et on peut supposer que |g’|  a . . Donc

)A6) - /~(g’))  b~ + 2a~, )~(g) -/(6’)) ~ b~ + 2a~.

On a vu que n (g’)20142014>~(g’) . Comme ~ est arbitraire, on en déduit

que /~(g)20142014~(g) . t

~c - Compacité dans M (E) . . Commençons par un théorème de Riecz.

(2.6) THEOREME: La formule définit une correspondance biunivo-

que entre les ~M(03A9) et les formes linéaires positives 03C6 sur l’espace

vectoriel engendré par B qui vérifient :

(i) A /V~-~ (~(1~1) est une mesure sur 

(ii) pour tout ~ > 0, il existe un compact K~ de  tel que

(~(l)-~(~f)~~ pour toute f~C(~) vérifiant 
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Commençons par un résultat auxiliaire, analogue d’une certaine manière

au théorème de Doléans sur les processus croissants (voir aussi le théorè-

me de Morando sur les bimesures C61, ou Meyer [9], ou Pellaumail [11]).

(2.7) PROPOSITION: Soit L : F x~ --~ 1R+ telle que
(i) --~ 

(ii) B e:  - 
Il existe unique, telle que = L(A,B) pour A ~ F, B ~ .

Démonstration. La fonction: AxB .~ L(A,B) s’étend trivialement en une

mesure additive positive  sur l’algèbre _ F° engendrée par la semi-

algèbre F . Il suffit de montrer que (Cn)  0 si est une suite

décroissante d’éléments de Fo telle que n Cn = ~ . .
Chaque C s’écrit : C = .

D’après (i) il existe un compact 
Kin 

de  tel que et

(Ain Kin) = L(Ain,Kin)  L(Ain,Bin) - 0394 pn2-n = (Ain Bin) - ~ pn2-n.

Soit On a , , et comme la suite

(Cn) est décroissante il vient:

(C’n)  (Cn) - 03A3m~n03A31~pm ~ pm2-m  r‘iC ) - ~.

Chaque coupe Gn(w) _ {x : (w ,x) E: est compacte, et ~ C’n = ~, donc si

Fn = {03A9: C’n(03C9) ~ ~} on a: lim ~ Fn = 0 . Comme

= L( â,~) ---~, 0

d’après (ii), on en déduit que: = 0 1

Démonstration de ( 2.6 ) . Si  E M (!L) , , 1’application: g  03C6(g) = (g)
vérifie trivialement les propriétés requises.

Soit inversement ()) une forme linéaire positive sur l’espace vectoriel

engendré par , vérifiant (i) et (ii). Soit AeF, et ~A :
définie par ~A(f) _ ~(IA~f) . . D’après le théorème d’Urysohn

39 est un sous-espace topologique d’un compact métrique ~; ; si 

on note f sa restriction à ~ et on pose ’A(t) = ~A(f) : : on définit

ainsi une forme linéaire positive sur C(~) , , associée d’après le théo-
rème de Riecz à une mesure finie positive L(A,.) sur ~ par

L(A,f) = 
On a = ~(IA®1) . D’après (ii) et la positivité de ~ , on a

03C6(IA~l) - 03C6(IA~f)~~ pour toute 
_ 

f ~ Cu () vérifiant Donc si

vérifie 0 ~ f ~1 et f =1 sur K£, on a 

donc L(A,~~K~. ) S ~. , donc ~~) = 0 . Si L(A,. ) désigne la restric-
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tion de L(A,.) à ~, , on a alors pour toute 

car toute fonction de C (~) admet une extension continue bornée 

)) étant linéaire, L(.,f) est additive sur F pour toute 

En utilisant les propriétés d’approximation des mesures sur ~, on en dé-

duit facilement que L(.,B) est additive sur F pour tout De

plus L(A,B)~ L(A,~) _ ~(IA®1) , , ce qui permet de déduire de (i) que
Il suffit d’appliquer (2.7) pour obtenir  ~ M(03A9) unique,

vérifiant (g) = 03C6(g) pour g ~ B1 mc (n) . .

(2.8) THEOREME: Pour qu’une partie N de M {~) soit relativement compac-

te, il faut et il suffit que:

(i) l’ensemble { 03A9: ~N} soit relativement compact dans 

(ii) l’ ensemble soit relativement compact dans Mc (.~) .
Démonstration. Seule la condition suffisante n’est pas évidente. Pour sim-

plifier les notations, on note X l’espace vectoriel engendré par 

Soit 9 : : M(~1.) --~ [-a~,ac]X définie par: 6{~) - (/~( f ) ) f E X , et
M’ = l’image de M(~L) . . L’application 6 , clairement injective,
est d’après (2.4) un homéomorphisme de sur M’ muni de la topo-

logie induite par la topologie produit. Si N’ =0(N) est l’image de N, ,
il nous suffit alors de montrer que sous (i) et (ii) la fermeture de N’

dans qui est compact, est contenue dans M’ .

Soit une famille filtrante de N, telle que (B(~~)) converge

dans pour chaque fE X, , (~~{ f ) ) converge vers une limite

~(f) . Il est clair que ~ est une forme linéaire positive sur X. . D’a-

près (i) il existe une sous-famille filtrante (~~,) telle que (/~,)
converge dans vers une limite ~ . . Si AeF on a

~(I ®1) - lim « ~^a(I ®1) - lim ~ ~â (A) - 11 (A)

et ()) vérifie (2.6,i). D’après (ii), pour tout f > 0 il existe un com-

pact K~ de  tel que 03B1(1) - *03B1(f)  ~ pour tous 03B1, avec

IK~ t f  1 : on en déduit que ~ vérifie (2.6,ii). D’après (2.6) il existe
telle que ~( f ) _ ~ ( f ) pour f EX, , ce qui revient à dire

que ---~ S (~) dans [-oo, , W

Dans le cas où Il. lui-même est polonais, donc il aussi, on va en dé-

duire un corollaire intéressant (qui peut aussi se montrer directement:
voir [?]).

(2.9) COROLLAIRE: Su osons n. polonais, de tribu borélienne F . Pour

qu’une famille filtrante ( 03B1) converge vers  dans , il faut
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et il suffit que:

(i) la famille ( 03A903B1) soit relativement compacte dans M (lL) , ,
(ii) la famille (ra ) converge vers  dans 

Démonstration. Seule la condition suffisante est à montrer. (i) et (ü)

entraînent que la famille (~~) satisfait les conditions de (2.8), donc

est relativement compacte dans (ii) entraine aussi que toute

sous-famille filtrante de ( 03B1) qui converge dans , admet /
pour limite, d’où le résultat..

Terminons par un résultat sur la métrisabilité.

(2.10) PROPOSITION: Si F est sé"p.arable, (et donc est

métrisable.

Démonstration. F est engendrée par une algèbre dénombrable . Soit

(fn)n ~ 1 une suite dense dans C (~) pour la topologie uniforme, avec

. D’après (2.4) il suffit de montrer que si est une famille

filtrante de M(!1) , , si ~E M(n) , , et si ~^a pour

tous , alors pour tous A E F ,

Soit W la classe des fonctions telles que ~a(g) .--~~ (g) .
est un espace vectoriel, fermé pour la convergence uniforme: en effet

si on a , et

b , ~y‘(g) -~(g’)~ ~ b 

Si , on a pour tout , donc pour toute

f f Cu(~) . . Si f E et si ~h e , ~Pf est un espace

vectoriel contenant les constantes, fermé pour la convergence uniforme, et

contenant les indicatrices lA pour D’après le théorème des

classes monotones, on a ~f ~ B(~) et donc 

§d - Extension des théorèmes de convergence aux fonctions non continues. Dans
ce paragraphe nous considérons une suite (rn) convergeant vers ~ dans

On sait que ~n(g)--~ r(g) pour Pour quelles fonc-

tions g n’appartenant pas à Bmc (s~.) a-t-on enc ore r 
Il s’agit là de résultats essentiellement techniques, mais néanmoins

très utiles. Ils généralisent, avec les mêmes méthodes de démonstration,
les résultats correspondants pour la convergence étroite.

Pour tout AeF on note Aw sa "coupe selon ~j", c’est-à-dire 

{x : : (w,x) E A3 . On note  l’ensemble des A ~ F à coupes fermées

dans ~.
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(2.11) PROPOSITION: Supposons ue ~n~----~~ dans Alors

(i) lim pour

(ii) lim sup(n) ~n(g) ~ ~" (g) our g E B(n) tell~ g ~0 et gue

chaque g(w,.) soit s.c.s. sur &#x26; .

Ce résultat est démontré par Meyer [9], théorème 7, lorsque  = [0,~],
mais la démonstration de [9] ne fait pas ressortir l’usage (nécessaire,

semble-t-il) du théorème de section. Le théorème de section joue un rôle

essentiel dans le lemme suivant:

(2.12) LEMME: Soit et Il existe une suite décroissante

(g) de fonctions positives de telle gue gn 

Démonstration. Choisissons sur  une distance  pour laquelle  est

totalement borné. Pour tout r>0 il existe alors un entier N(r) ayant

la propriété suivante: ° si x~,...,xn E ~ sont tels que pour

tous i ~ j , alors n  N ( r ) . Soit tl un point extérie ur à ~ ;
soit âEo = ~ (~~dj et ~Ed la tribu de ~a engendrée par ~.

Soit On va construire par récurrence une suite (F(k,q):

d’ensembles de F de la manière suivante: on pose F(k,0)

= F. Supposons F(k,q)E’F connu. D’après le théorème de section il exis-

te un ensemble et une application mesurable

hk,q+l : (03A9,F) (0394,0394) tels que:

(2.13) lAI ~ Ak, q+1 
~ 

F(k,q)03C9 ~ ~  hk,q+1(03C9) ~ F(k,q)03C9

F(k,q)03C9 = ~  hk,q+1(03C9) = 0394.

On pose alors:

(2.14) F(k,q+l) = . ~(x~hk~q+1(~))~1/k~.
Il est facile de voir que . D’après la définition de N(1/k)

on a F(k,N(1/k)) - ~ . . Posons

~ = Ak,q
l~q~N(1/k) ~

g(w’x) _ ~

On a g ~ B(03A9) par construction, et g(w,x) = 03B4(x,F’03C9) , distance de x à

la fermeture Fw de HW dans ~, , donc g(w, . ) E et ge 

Diaprés (2.13) et (2.14) il est facile de voir que si ,

tandis que yA(A) = 0 . Il reste alors à poser gn = cp(n g), où (p est

la fonction c~( t ) _ (1- t ) v 0 ( dans ce lemme, la difficulté provient de

ce qu’on ne peut pas prendre simplement , car la fonction

g ainsi définie ne serait pas nécessairement F-mesurable), 1
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Démonstration de (2.11). (i) Soit v E une mesure dominant  et les

Soit D’après (2.12) il existe une suite décroissante (g ) de~ 
- q

fonctions positives de avec On a alors

lim 

~.(gq) - ~(F) ~ ’
d’où le résultat.

( ü ) Pour tout a  0 on pose . On sait que

et de même pour ~ . Mais , donc (i) et le lemme de Fatou entrai-

nent le résultat..

(2.15) COROLLAIRE: Supposons gue ~n -~ ~ dans . Si FE ~ véri-
fie F ) --~ 0 al rs F ) _ 0 . 

- me - -

Compte tenu de (2.11), le résultat suivant est classique (voir par
exemple [61, p. 115).

(2.16) THEOREME: Supposons gue n ~  dans Mmc(!i) . . Soit A E F. Soit

g une fonction mesurable sur . Si

( i ) -.~ 0 e t = 0 ,

(ü) lima?~ >a ) ’ 0 ~
(iii) l’ensemble {(03C9,x) ~ A : la restriction de g(w,.) à la coupe Aw

est discontinue au point x} est -négligeable.
On a alors: 

Remarquer que l’ensemble négligeable intervenant dans (iii) est contenu
dans l’ensemble des. tels que g(w,.) soit discontinue en x.

Démomstration. Commençons par montrer le résultat lorsque g est bornée.
On peut alors supposer que . La fonction g(w,x) =

lim supy~x g(03C9,y)IA(03C9,y) est s.c.s. positive, et dans B(!i) . Donc

lim r (g) .
Oa a , donc g ~ et d’ aprè s ( i ) il vient 

,

lim sup(n) f"n (g) ~ J" (g) ~

Enfin l’ ensemble ,-négligeable dans ( üi ) contient de sorte

que ( i ) et ( üi ) impliquent que r( g ) _ ~,( g ) , . On a donc montré que
lim 

, et on montre de même que lim 

donc ~ ,.(g) .
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Passons au cas général, où g vérifie (ii). Posons 

pour N~IN. Comme n(1)~ (1)~, (ii) implique clairement que b=

sup(n) ~n( ~ g ~ ) est fini. ° Comme )g N [ vérifie (iii) et est borné, on a

(2.17) = b. °

Par ailleurs

~J~n(g) -J~(g)i ~ 1 + ~i(g) -%’‘(gN)~ +~n( ~g-gN~) ’ .

Comme gN vérifie (iii) et est borné, on a: ~n(gN)--~i~ (gN) ’ . D’après

(ii), on a

N})
tend vers 0 quand N1m. ° Enfin d’après (2.17). On en

déduit 

(2.18) COROLLAIRE: Supposons que dans Soit g une

fonction mesurable sur et A ~ F vérifiant les conditions

(2.16,i,üi). Soit une suite de fonctions mesurables sur (À,F)

vérifiant:

(i) n(|gn-g|) > ~) ~ 0 pour tout ~>0 ,

sup ( n ) > a~) " 0 . °

On a alors .

Démonstration. Supposons d’abord que )g) et les soient bornées

par une même constante N. . On a alors

~i‘n,(gn) - ~‘(g) ~ ~ ~ ~’‘ntg) -~(g) ~ 1 + ~~n(1) + 2 N ~n( ~gn - g ~ > f ) . .

On obtient le résultat en appliquant (2.16),. ~n(1)--~~(1)o0, et (i).

Passons au cas général où on a seulement (ii). Posons gn = 
et gN = (ghN) ~/(-N) . (ü) implique que b = ~) est fini.

Comme la suite vérifie les conditions du début de la démons-

tration, on montre comme dans la preuve de (2.16) que On a

Î i"n (g ) - n i‘ (g)~ ~ 1 + -~‘(g)~ 1 + .

En utilisant le début de la démonstration, le fait que ~(~g~) ~ b , , et

(ii), on vérifie aisément que (g) ~

3~ LES VARIABLES ALEATOIRES FLOUES

fa - Sauf mention contraire, une variable aléatoire (v.a.) est une applica-

tion mesurable de dans (~,~) . . Conformément à ce qui est annoncé
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dans l’introduction, on pose:

(3.1) DEFINITION: Une variable aléatoire floue (v.a. floue) sur l’espace

probabilisé est une probabilité R sur (5,F) telle que R~=P.

A toute v.a. X (non floue: ) on associe la v.a. floue RX définie

par (1.3):

P(dGoJ) °

On note jt(P) l’ensemble des v.a. floues sur , et par 

le sous-ensemble des éléments de associés à une v.a. non floue par

la formule précédente.

est une partie propre de R(P), à moins que * ne soit réduit

à un point. Il y a clairement correspondance biunivoque et

l’ensemble des classes d’équivalence (pour l’égalité P-p.s.)
de v.a. sur 

La topologie induite sur ~(P) par est susceptible de diver-

ses interprétations:

(3.2) Supposons n polonais, de tribu borélienne F. D’après (2.9) une

famille filtrante (R~) de R(P) converge vers une limite R dans

si et seulement si elle converge dans vers R (et

alors R E ~(P) car ~,(P) est trivialement fermé dans 

En particulier si Ra = , R = RX , , on a R~--;R si et seulement

si la famille de variables aléatoires (w,X~(W)) à valeurs dans

l’espace polonais .il converge en loi vers (w,X(w) ) , a

(3.3) Une famille filtrante (Ra) de converge vers R dans M mc (n)
si et seulement si (R~(A,~.)) converge vers R(Ax.) dans Mc(~) , ,
pour tout A e F (proposition (2.4)).
En particulier si R.sR., , , , on a si et seulement si

(X ) tend vers X en loi. pour chaque probabilité PA (.) = P An . :

(3.4) PROPOSITION: La suite de v.a. converge de manière stable sur

(fl,F,P) si et seulement si la suite converge dans 

Démon,stration. La condition suffisante est triviale. Supposons inversement

que (Xn) converge de manière stable. Pour , on pose

~(IA~f) ~ lim E(IAf(Xn» = lim Ri s’étend en une forme liné-

aire sur l’espace vectoriel engendré par , qui vérifie (2.6,ii)
parce que les Xn convergent en loi par hypothèse, et qui vérifie tri-
vialement (2.6,i) car . Il existe donc telle que

si g ~ B1mc (03A9), et d’après (2.4) RX 
n 

tend vers .[]
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Nous avons souligné dans l’introduction qu’en restriction à , la

convergence dans équivaut à la convergence en probabilité des v.

a. non floues associées (résultat dû à Dellacherie [5)). Plus généralement

on a la:

(3.5) PROPOSITION: Soit (R03B1) une famille filtrante de de la forme

soit de la forme R = RX . Pour Que (R03B1) converge

vers R dans il faut et il suffit que:

(i) (P03B1) converge vers P dans ;

(ii) P~(â{X~,X)~ f ) ---~0 pour tout f >0 ( ~ étant une distance com-

patible avec la topologie de ~).

Démonstration. (ii) équivaut à

(3.6) E [1 03B4 (X,X03B1)] ~ 0 e

Supposons d’abord que R03B1 ~ R. On a évidemment (i) et la fonction

f (~, x) = est dans , tandis que R~( f ) égale le pre-

mier membre de (3.6), et R(f) =0 : : on a donc (ii).

Supposons inversement qu’on ait (i) et (ii). Soit .

Soit a=supjf) et Il existe ~ > 0 tel que: ~(x,y) ~ ~ =======~

~ f (Y) - f (y) ~ ~ f , Par suite

R ~c (g) - + 

( Ro~(g) - EP ~IAf (X)~ ~ ~ ~ + 2 a P«~~{X~X~) ~ ~1 I ,
tandis que (i) entraine que Ep converge vers 

R(g) . Comme 1 est arbitraire, (ii) entraine que R~(g) -~ R(g) , ,
et d’après (2.4).1

(3.7) COROLLAIRE: L’application: X /~-~ Ri est un homéomorphisme de

L*(L,F,P) muni de la convergence en probabilité sur ){, (P) muni de la

topologie induite par .

En particulier, ~o(P) muni de la topologie induite par est

métrisable. Ainsi, l’espace ~(P) constitue-t-il une extension naturelle

de muni de la convergence en probabilité. Cette dernière topo-

logie n’est guère maniable, du fait notamment qu’on ne dispose pas 
de cri-

tère de compacité. Au contraire on dispose de tels critères dans ~(P)

(le prix à payer étant que ~°(P) n’est pas fermé dans R(P)). En effet,

~(P) étant trivialement fermé dans , on a d’après (2.8):

(3.8) THEOREME: Pour qu’une partie N de soit relativement compacte

pour la topologie induite par Mmc(~) , , il faut et il suffit que l’ensem-

ble soit relativement compact dans M (~) .
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(3.9) COROLLAIRE : Pour que ~(P) soit compact dans , il faut et il

suffit que * soit compact.

Démonstration. La condition nécessaire vient de ce que l’application :
x A~-~ est un homéomorphisme de ~ sur un fermé de "R(P) , , la condi-

tion suffisante découle de (3.8), car si * est compact, il en est de

même de M~(~).w

$b-Désintégration d’une variable floue. Toute se factorise ainsi:

(3.10) = 

et R==Ry p si et seulement si P-p.s.

Commençons par énoncer un critère de convergence utilisant (3.10). On
notera F(R) la tribu engendrée par les variables Q(.,B) , Remar-

quer que est une sous-tribu séparable de F qui, aux ensembles 
P

P-négligealeS près, ne dépend pas de la factorisation (3.10). Si R=Ry
on a aussi F(R) =~(X) aux ensembles P-négligeables près.

(3.11) PROPOSITION: Soit une famille filtrante de ~(P) . Pour que

R~20142014~R dans il faut et il suffit que 

pour tous f~Cu(*) et A~[(03B1)F(R03B1)]F(R). Dans ce cas. on a

F(R) c ?~~ aux ensembles P-négligeables près.

Démonstration. Seule la condition suffisante est à montrer. On pose F’ =

F"=~’V~(R) , , et on considère les factorisations (3.10):
= et R(dw,dx) = P(dW)Q(ce,dx) . A l’aide d’ap-

proximations uniformes, on voit aisément que 20142014~ R(U$f) pour

toutes , U~-BC1,F").

Soit f~Cu(*), A~F et U=E(IA|F") . On a

= = E[UQ(.,f)] = 
,

et de même R(IA*f) On en déduit que t

donc d’après (2.4). Si de plus on pose , on voit

comme ci-dessus que pour tout o. Ce qui précède im-

plique que et que ; par suite

=R(V$f) , , soit

= 

pour tout A~F et toute f ~ Cu(*). Par suite Q(.,f) est F’-mesurable

(aux ensembles P-négligeables près), et aux ensembles P-négli-

geables près..

Si , on appelle support de R tout ensemble F~F tel que
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(3.12) { R(F) = 1- 
R(F’) = 1 - P((W : F03C9~ FJ§ )) = 0 .F’~ F , R ( F’ ) = 1 ~ P({03C9:F03C9~F’03C9}) = 0.

Lorsque 0. est réduit à un point, on retrouve la notion usuelle de sup-

port d’une mesure sur l’espace polonais *. Lorsque ~ est réduit à un

point, on retrouve la notion de "support", ou "ensemble minimal portant la

probabilité" P.

(3.13) PROPOSITION: Soit RE(P) admettant la factorisation (3~.
(i) Si FI4J désigne le support de Q(w, . ) dans *, l’ensemble F de

co,~ upe~ Fw est un support de R . .

(ii) Si F’ est un autre support de 0 .

Démonstration. Soit (G ) une suite d’ouverts constituant une base de la

topologie Par définition du support de Q(w,.) on a

= [~n:Q(03C9,Gn) = 0 Gn]c ’
de sorte que

(3.14) F = [~(n) {(03C9,x) Q(w,G) = 0 et 

Par suite Il est évident que R(F) .:1 . . Soit avec R(F’ )
~ 1 . . Pour P-presque tout fA) on a alors ="1 , , donc par

définition de Fw . Donc F vérifie (3.12), et on a (i). Enfin (ii) est
évident..

Le résultat suivant, sur la caractérisation du support de la limite

d’une suite de v.a. convergeant de manière stable, est essentiellement dû

à Aldous [1).

(3.15) PROPOSITION: Soit (Xn) une suite de v.a. sur , convergeant
de manière stable vers R E R(P) (i.e., (RX) converge vers R dans

F un support de R . . Il existe une sous-suite IN’~IN

telle que, pour P-presque tout w , Fw soit égal à l’ensemble des points
limite de la suite °

On pourra comparer ce résultat à l’existence, lorsque (Xn) converge

en probabilité vers une v.a. X, , d’une sous-suite convergeant p.s. vers

X.

Démonstration. D’après (3.13, ü) on peut prendre pour F l’ensemble défi-

ni par (3.14). Soit G(p,n) = f x : 1/n ~ . On a G = ,

et si

A(p,m) = ~: ’

on a F = , tandis que . On a aussi R(A(p,m)) = 0,
donc (2.11) entraine que
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P(~W: --~ 0 .
Un raisonnement classique permet alors de trouver une sous-suite et

une partie P-négligeable B de -fl tels que, pour tous w~ B , ,

il existe avec pour .

Si F03C9 désigne l’ensemble des points limite de la suite (Xn(03C9))n
~ IN’

on a donc si , soit pour 

Par ailleurs {{w,x) : infn~IN’,nm03B4(x,Xn(03C9)) = 0 j est dans F et
Rn(Fm)=1 si nm, nEN’ . D’après (2.11) on a donc R(Fm) =1 . D’après

(3.12) il existe une partie P-négligeable B’ de .n telle que 

pour tout m6.]N si w~ B’ . Mais On en déduit que 
si t

(3.16) REMARQUE: Plus généralement, on pourrait se demander si on n’a pas
l’assertion suivante: soit (Rn) une suite de %(P) convergeant vers R;
soit Fn un support de Rn et F un support de R ; il existe une sous-

suite IN’~IN telle que pour P-presque tout w , on ait FW =

C’est évidemment faux: prendre R (dtu.dx) = ~w 0 (dw)S n (dx) .où (S ) )
est une suite de probabilités sur * de supports égaux à *, mais qui
converge vers une mesure de Dirac.W

Le résultat suivant est évident {utiliser (2.16)).

(3.17) PROPOSITION: Soit (R ) une suite de R(P) convergeant vers R

dans , avec les factorisations - et
Soit P’~ P . Si et
, la suite (Rn) converge vers R’.

En particulier si la suite de v.a. converge de manière stable

sur , elle converge aussi de manière stable sur (~,F,P’) . .

Terminons enfin ce paragraphe par un résultat dont l’idée est due à

Meyer [9J. D’après la proposition (2.10), ce résultat est évidemment sans

objet si F est séparable.

(3.18) PROPOSITION: Si (R) est une suite relativement compacte dans x(P)
on peut en extraire une sous-suite convergente (autrement dit: toute par-
tie relativement compacte de t$l(P) est séquentiellement relativement
compacte).

Démonstration. Soit F’ = ~(n) , qui est séparable. Notons P’ la

restriction de P à (~1,F’ ) , , Rn celle de Rn à {SL,F’®,~) . . D’après le
théorème (2.8), la suite (R’) est relativement compacte dans ’S~{P’) ,
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espace des prohabilités  sur telles que 03A9=P’. Mais

~(P’) est métrisable, donc on peut extraire une sous-suite (R’) qui

converge dans ~(P’) vers une limite R’ admettant la factorisation

R’ (dca,dx) = .

Soit alors R défini par R(AxB) = Q(.,B)]. Remarquer que

F(R) c F’ , , et par définition de R on a pour tous , 
:

D’après la proposition (3.11) on a alors Rnk --> R dans 

§c - Variables floues et variables non floues. Voici d’abord un résultat

déjà annoncé plus haut.

(3.19) PROPOSITION: Pour que soit fermé dans , il faut et il

suffit Que  soit réduit à un point, ou que l’espace (D.,~,P) soit pu-

rement atomique.

Démonstration. Lorsque ~ est réduit à un point, on a ~°(P) = 3~(P) , , qui

est fermé. Supposons donc ~ non réduit à un point.

Supposons d’abord (~.,.F,P) purement atomique, d’atomes (A). . Soit

une famille filtrante de R°(P) convergeant vers R dans

a prend P-p.s. une valeur constante x(«,n) sur An’ , et on a

pour , fEC(~) : :

R«(I,8f) = ~(n) P(AnAn) ,

tandis qu’il existe des probabilités Qn sur (~,~) telles que

P(AnAn) ~

Comme Ra ----~ R , ’ on a --~ Q,n dans Mc(~) si 0 . ° Donc

si P(A n‘ )> 0 , ~ ne saurait être qu’une masse de Dirac Q~= $(n) , , et

si x(n) pour w EAn on a R = RX . .

Supposons que (n,F,P) ne soit pas purement atomique. On peut alors

construire une suite (Xn) de v.a. prennant seulement deux valeurs x~
et x2 de ~, ’ indépendantes, ’ telles que: inf(n) pour

i = 1~,2 . . On ne peut extraire de (Xn) aucune suite convergeant P-p.s.

vers une limite X, donc d’après (3.5) les points limite de la suite

(Rp ) ne sont pas dans ~L°(P) . . Cependant d’après (3.8) la suite 

est relativement compacte, dont n’est pas fermé: 
n

Nous allons maintenant donner un critère d’appartenance Ce

critère est fortement inspiré de la situation qu’on rencontre dans la

théorie des équations différentielles stochastiques (et notamment du théo-

rème de Yamada et Watanabe sur l’unicité trajectorielle, voir I81).
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Dans l’énoncé suivant, on considère un espace probabilisé auxiliaire
sur lequel sont définies des variables X, X’ à valeurs dans n :

la "loi" de X sous P est alors l’image de P sur (!t, F) . La

variable X admet deux "composantes" X1 et X2 à valeurs dans h et

dans * respectivement.

(3.20) THEOREME: Soit . Il y a équivalence entre:
(i) N ne contient Qu’un seul élément R , , Qui appartient à ’Ro(P) ; ;
(ii) si (n,F,P) est un espace probabilisé quelconque sur leQuel ont

définies deux v.a. X = (X_ ,X ) et X’ _(x~’,X’) à valeurs dans n et

vérifiant X1 = X’1 P- .s, et , E:N, , alors fi = X’ 

Dans la situation des équations différentielles stochastiques, N re-

présente l’ensemble des solutions faibles (solutions-mesure); une solu-
tion-mesure appartenant à est forte, et (ii) est l’unicité trajec-
torielle (X,1 est le processus directeur, X2 et X2 les processus-solution)
Démonstration. Supposons (1). On a Soit X, X’ deux v.a, sur

(03A9,F,P) vérifiant _ ’ P-p.s. , On a alorsà,%,1> vérifiant X1 = q 1-p,s. , = R . On a alors

P({w: : = = (w,x) : x~X(03C9)}) = 0

d’après la forme de R. On a donc X2 _ XoX1
P-p.s., et de même X’2 = XoX1’ P-p.s. Comme X1 = X’1 P-P.s., on a aussi
X = X’ P-p. s.

Supposons inversement (ii). Soit R,R’e N admettant les factorisa-

tions :

R(dw,dx) = R’(dw,dx) = 

Considérons l’espace probabilisé filtré:

03A9 = 03A9x*x*, F = F~*~*
P(d03C9,dx1,dx2) = P(d03C9) Q(03C9,dx1) Q’(03C9,dx2),

avec

X = où X(w,~l.,x2) = (w,x1)
X’ = où X’ (w,x’1,x2) s (w,x2) .

Par construction , PoX-1 = R et R’. D’après (ü) on a
- - N ’’’’*-

alors XsX’ P-p.s., donc R = R’ , , ce qui prouve que N ne contient

qu’un seul élément R. En outre, P ne charge que l’ensemble

f (w,x, x) : x E ~, w E 1L3. Donc en dehors d’ un ensemble P-négligeable A ,
ne charge que la diagonale { (x,x) : Mais ceci

n’est possible que si, pour tout w; A, est une masse de Dirac

en un point X(w ) E ~ . . En choisissant arbitrairement 

on définit une variable aléatoire X telle que R = Ri, et on a (1)..
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