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SUR CERTAINS COMMUTATEURS D'UNE FILTRATION

M.Yor.

1. Enoncé du probléme.

X-= (Q,}’,?—Jt, P) est un espace de probabilité filtré usuel. On suppose 3—/.0
o . déef
triviale, et ‘f = ?m(=\/t }1) .

. o . T
On se pose la question de caractériser toute sous—tribu f} de }l, supposée (¥ ,P)

2\

(C) pour tout (33} t) temps d'arrét T, E

compléte, telle que :

E?= E?E ‘})T, la notation Eu désignant

1'opérateur d'espérance conditionnelle (sous P) par rapport & la tribu u’ défini
sur L1 (Q,}I ,P).

Ce probléme a été complétement résolu sous l'hypothé&se suivante ([l] et [2])

(T) : X admet une martingale totalisatrice, c'est-d-dire :

il existe une (3—) t) martingale de carré igtégrable (Mt) telle que toute variable
Ue Lz(‘})m,P) puisse s'@crire U = E(U) + uSdMs, avec (ut) processus (}Jt)
o0 o
prévisible tel que E[I ui d<M>s]< ®,
o
On résoud ici le probléme précédent, sans aucune hypoth&se sur X, répondant ainsi

3 une question de K.Carne et N.Varopoulos.

2. Rappels (d'aprés [2]).

On dit que‘%—vérifie 1'hypothése (}fu) (u : pour universel) relativement i X si,
pour toute probabilité Q équivalente a P (sur}J ), et tout t > 0, on a :

E, t E(?'= EQ\}EQ £

Théoréme (R1) : (}ﬁu) est vérifiée si, et seulement si, il existe un (3‘)‘:) temps
d'arrét S tel que §S' g‘%g 3"-’3.

.. < sz
Lemme (R2) : Soiént (R, % ,P) un espace de probabilité complet,%i W deux
sous—-tribus de‘}") , supposées ((}J ,P) complétes.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

w
1) pour toute probabilité Q &quivalente a P (sur’; ), E'g'EQ = E%E?
oy o G U %
2) (1) EP EP = EP EP
et (ii) pour toutes g€ b?,, uebll, (g-Ezlf(g))ueb(%.
3) Résolution du probléme.

. 1
Si xel (.?),P), on note (Xt)t>0

Soit donc‘%—vérifiant (C). De-fagon i pouvoir appliquer le théoréme (R1), on va

une version cadladg de (EP(K/}’t))-

montrer que la seconde assertion du lemme (R2) est vérifiée avec U = J’t, pour tout
>0,

{i) est vérifide (prendre T=t dans (C)).
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Il reste 3 montrer (ii). Fixons t, et associons i gcb?, uebu, les martingales

= - . = >
Ms &g gt,\s ’ Ns ut;\s (s20).
U
On a: (g - Ej(g))u = MN_ A
(o] 0
= Jo N _dM_ + JO M__aN_ +[M,N] .

Le processus (Ms) étant nul sur [_O,t:], et (NS) constant sur [t,w[, on a :
00

U N -
(& = Ep(g))u = Jo N _dM_ = [th—ng'

En cons&quence, (ii) sera, a fortiori, vérifiée, une fois le lemme suivant obtenu.

Lemme : Supposons que‘g,vérifie «©).
. 2 %f
Soit x € L (}] ,P), et g=E ((x).

Alors, pour tout processus prévisible borné (ps), on a :

. 00 00
E\%[J psdxs] =I degs , P.p.s.
o o

Démonstration du lemme : L'égalité cherchée découle immédiatement de (C) lorsque

p est un processus prévisible &lémentaire, c'est-i-dire un processus de la forme

p= ZA. 1 » avec X.€R, et (S.) une suite finie, croissante, de (3',, )
1 ]Si’SiH] 1 1 t

temps d'arrét.

Le cas général s'en dé&duit en approchant p, processus prévisible born&, dans

LZ(Q x Ry ,G), d<x.>S + d<g_>s) par une suite de processus prévisibles élémentaires,
bornés (T désigne la tribu prévisible sur Q x R, associée 2 (:}Jt)). o
On peut maintenant énoncer le

Théoréme : une sous—tribu? de }J, (F,P) compléte, vérifie (C) si, et seulement si

. . Ind ~

il existe un (J't) temps d'arrét S tel que
(-—)
Fs-cfck-

Démonstration du théoréme :

= Les arguments précédents montrent, d 1'aide du théoréme (RI), que si9/ vérifie
. . g ~

(C), il existe un (¥ t) temps d'arrét S tel que ?S_Q %Q?S

— Inversement, supposons 1'existence d'un tel temps d'arr@t S. Soit maintenant

)
T un temps d'arrét, et f eL](:)'T,P). On a :

E?’(fT)= £d (£

T

! (1<s) * f! (ng):|

Les processus fTIJT’m]et I[O,T] eétant prévisibles, les variables fT](T<S) et

1] = T = .
](Sf'l‘) sont S— mesurables. On a donc, d'aprés 1'hypothése :

E?(fT)= frl(resy) * E%(fT) semy®

Toujours d'aprés 1'hypothése, E%(fT) est Ts—mesurable, et finalement,

E?(fT) est :;:)T mesurable.
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Remargues H

(1) Ainsi, les propriétés (C) et (H{u) sont équivalentes, ce qui ne semble pas
immédiat a priori.

(2) Si (T) est vérifiée, et S est un (S’t) temps d'arrét, il découle de []]et Dﬂ
que les tribus s C; ,P) complétes, comprises entreffg_ et s’ sont les tribus :

= {ce 3 = i BE i évisi
sbB {c 3;|3CS_ Q;S-’ cl\B Cs_(\B} oi B g- est tel que Sp soit prévisible.

Corollaire :

Si toute (3{t,P) martingale est continue, les seules sous—tribusf}lgg }',(Zf,P)

complétes, qui vérifient (C), sont les tribus 358’ avec S (G{t) temps d'arrét.
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