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SUR LA DERIVATION STOCHASTIQUE
AU SENS DE M.H.A. DAVIS

*
CH. YOEURP( )

Isaacson [Z] a montré que si (Bt) est un mouvement brownien et (Ht) est un

processus prévisible continu, alors, pour tout te]{F, le rapport

t+e
3—_l:§_ J H_dB_ converge en probabilité vers H , quand e > 0. Nous avons
tte "t /t

donné un contre-exemple ([j]) prouvant que cette propriété devient fausse, en

général, si on remplace le mouvement brownien par une martingale continue quelconque.

De son cdté, M.H.A. Davis [E] a introduit une autre notion de dérivation stochas
tique par rapport 3 un mouvement brownien, en &tudiant 1'expression suivante :

T
1 t . _
—B————_-B——j HSdBS’ ou Tt = Inf{s > t / IBS Btl > e}
€ t -t
Tt

L'objet de cet article est l'étude de cette notion de dérivation dans le cas
d'une semi-martingale continue.

Notations et rappels :

On travaille sur un espace de probabilité (Q,ﬂf,(fﬁ;),?) vérifiant les condi-

tions habituelles. On utilise les notations suivantes :
c . .
33 : espace des martingales locales continues.

1r : espace des processus continus 3 droite, adaptés, & variation finie sur
tout compact.

-

c A .
qf sous—espace de 1%, constitué de processus continus.
éj; : espace des semi-martingales.
CjQC . . .
: espace des semi-martingales continues.

Pour tout processus continu adapté (Xt) et pour tout t.a. fini S, on intro-

duit les t.a. suivants :

Tg(X) = Infls > S / X ,Xg| > e}
=o gi {s}=¢g

T.(X) = lim TE(X)

s o0 S

[©)
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Quand S = 0, on notera simplement TE(X),T(X). On omettra X, s'il n'y a pas
de risque de confusion.

Supposons que X = (Xt) soit une semi-martingale continue, et soit H = (Ht)

un processus prévisible cadlag. Définissons Y = (Yt) et K = (Kt)’ en posant :

Yt = xS+t - XS’ Kt = HS+t' Alors, Y et K sont respectivement semi-martingale

nulle en O et processus prévisible cadlidg, relativement & la filtration (Cﬁs+t).
De plus, on a Tg(x) =S + TE(Y). Il est donc facile de voir que l'on a 1'égalité
suivante :

€

TS x) JT (Y)

[ 5
s s

S
- l =
w s @E®@  Ye (1% (1) <)
S

Ainsi, sans perdre de gémnéralité, on peut se limiter 3 1'étude de la dérivation

par rapport & X, au point O, le résultat obtenu reste valable pour un t.a. fini S.

Mais alors, on fera attention & ne pas supposer que XO = 0, lorsque (Ht) est de

la forme (h(Xt)), comme dans la proposition (1-3).

On rappelle ici deux cas particuliers d'inégalités de normes pour les intégrales
stochastiques (Bﬂ), que l'on utilise dans la suite. Etant donnés une martingale
locale M = (Mt) et un processus prévisible H = (Ht)’ il existe des constantes

universelles ¢, et CI')’ .pe[l,w[, telles que :

00
I IR TAER s 11y 1l
00
1
@ 1 manll, < el s I 1] g

1 - Cas d'une martiqgg}e continue.

L'article D] de M.H.A. Davis comporte en tout deux théorémes.

Son premier résultat, relatif 3 la convergence presque sfire, reste encore vrai, si
1'on remplace le temps constant t par un t.a. fini S, mais nous pensons qu'il
n'en est pas de méme pour son deuxidme résultat, relatif i la convergence dans LP.

Dans ce paragraphe, seule la propositien (1-4) se raméne au cas d'un mouvement
brownien (par changement de temps) et utilise par conséquent le théoréme 1 de Davis.

Proposition (1-1) :

Etant donnée X = (Xt) € Qgc, nulle en O, soient T¢ et T les t.a. corres—

pondants (voir les notations dans le paragraphe précédent).
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Soit H = (Ht) un processus prévisible cadlag.

TE

0

Alors, le rapport : 1 converge en probabilité vers

HO I(T =0)’ quand € -+ 0.
Démonstration :

Notons d'abord que tout processus prévisible ciadlig est localement borné, de
t
sorte que l'int&grale stochastique J Hsdxs est bien définie.
0

Soit (Tn) une suite de t.a. tendant en croissant vers « tels que Ht-H0

soit borné par n, pour tout tg [O,Tn] . Posons :

€

T
J (Hs_HO)dXs
€ ]
¢ = X ! €
€ (T=0,T <w
on peut écrire :
1 TEA Tn
B =-|J (H-H)dx_| 1 +
€
€Jo s 07 (T=0,1°<», T <T)
1 1€
=] (H -H))dX_| 1 .
€ JO s 0 s (T = o0, € < , 7€ > Tn)

Le 2% terme du 2° membre de 1'égalité converge en probabilité vers O, quand
n > o, en effet :

€ € €
P{T=0, T®  <w, T > T} < B{T_ < T° < w} —> 0.

n
er p ez
Montrons que le 1 terme du 2° membre de 1'égalité converge vers O en proba-

bilité, quand € + 0 ; il y a en fait convergence dans Lp, P > 1. En effet, d'aprés
1'inégalité (2) (voir les rappels), on a :

TEA T
| IJ’ (HH)dX_ 1

1
€ o (T=0, T  <w, T <Tn)p

c! €
<2 ||suw LSl

se[0,T6A T_] BMO

IHS"Hol I(T = o)llp
€
oi X désigne 1'arrdté de X au t.a. TF.
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< ¢! ||sup |H-H | 1, _ || » qui converge vers 0, quand € - 0,
T P seo,T°A T ] s 00 (T=0"p

d'aprés la convergence dominée et la continuité 3 droite de H. Pour finir, il

suffit de remarquer que HO 1 c converge vers HO ](T - 0)’ quand
(T" < », T =0)

e~>0. M

On donne maintenant une condition sur H pour que la convergence dans la

proposition (l-1) ait lieu dans 1P,

Proposition (1-2) :

Etant donnée . X = (Xt)€£c, nulle en O, soient T et T les t.a. correspon—

dants.

Soit H = (Ht) un processus prévisible cadlig tel qu'il existe un t.a. S > 0

vérifiant : sup |lu_|etP, p> 1.
sefo,s] ° -
’ €
T
J H dX
o S S
Alors, le rapport : X 1 e converge dans P vers
TE (T <S§ T= 0)
HO l(T = 0)’ quand ¢ - O.
Remarque :
Supposer qu'il existe un t.a. S > 0 tel que zz o |Hs|€Lp revient
N b

exactement 3 supposer que HOQLP. En effet, soit :

R

Inf{s > 0 / |B-Hy| > k}
= o §i {o} = ¢.

Alors, R est un t.a. prévisible, strictement positif. Si (Rn) est une

suite de t.a. qui 1l'annoncent, on pose :

S = Inf{s >0 / se{ [[Rnﬂ}, [[Rn]] désigne le graphe de Rn
n

=w si {+}=¢
on a immédiatement que 0 < S <R sur {R < ®}, et que su ]HS—HOI <k. On en
sep[O,S
déduit que sup IHsl <k + |H0| [t
sg|0,S
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Démonstration de la proposition (1-2).

Posons :
5 =—-I——JT€ (1 -H )dX_ 1

Xelo °° 0 (fF s, T=0)

L'inégalité (2) permet d'écrire :
€ i T
100, <2 o e 18l 1yl 115
<% ”i‘élfo,ﬁs] Bl Vir = oyl 550> O
d'aprés la convergence dominée et la continuité 3 droite de H.

Pour terminer, il suffit de remarquer que HO 1 converge vers

(T <'s, T = 0)
By 1('1: = 0)» quand €~ 0, car § > 0, par hypothése. O

Lorsque Ht est de la forme h(Xt), oi h est une fonction réelle uniformé-

ment continue, on a le résultat suivant (déjd remarqué par Davis [G), qui est un
peu meilleur que la proposition précédente

Proposition (1-3) :

P c .
Etant donnée X = (Xt)ézdg , solent T et T les t.a. correspondants.,

Soit h : R +R une fonction uniformément continue telle que h(xo)eLp, p2>1.

T
Alors, le rapport : S — h(X )dX 1 converge dans P vers
X =X s s €
o€ 070 (T" < )
h(XO) ](T < )? quand ¢ -+ O.
Démonstration :
Posons :
€ 1 T
§ = - I (hx )-h(x)))dx_ 1
X% Jo A )

D'aprés 1'inégalité (2), on peut &crire :
€ _(_:};_ ¢
16611y <22 e o 00059 1y 157 g
<c' ||sup [h(x )-h(x,) ||
~ P sefo,1f] ¢ o
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Comme h est uniformément continue, on a :
\/a > 0, 371 > 0 tel que |x—y| <n= |h(x)-—h(y)| < 0
a et n &tant ainsi fix&s, pour tout € < n, on a :

Vse [O,TE], |XS-X0| <e<n, donc sup o Ih(Xs)—h(XO)] <o.
se[0,T ]

Ce qui montre que le 2% membre de 1'inégalité précédente converge vers O,
quand ¢ > 0. OO

Remargue :

Dans la démonstration précédente, on vient de voir que si 1'on supprime 1'hypo-

T
thése d'intégrabilité de h(X)), le rapport ——— | (h(X)-h(X))dX 1 )
0 X X ] 0 s €
7€ "0 0 (T~ < )
converge toujours vers O dans LP, pour tout p >1l.D
La proposition suivante donne un critére pour que la convergence ait lieu
presque siirement :

Proposition (1-4) :

Etant donnée X = (xt)egﬂc, nulle en 0, soient ™ et T les t.a. correspon-

dants. On pose c, = <X,X>t et on définit (1t) comme inverse 3 gauche de (ct).

Soit H = (Ht) un processus prévisible cadliag vérifiant la condition suivante :

il existe deux constantes strictement positives q et k telles que
|H. -H |
1 0

. s
lim sup 5 <k p.s-.
s YO s
G
Alors, le rapport : X J HstS 1 converge p.S. Vers
€ 70 (1 < », T = 0)
H0 ](T - 0)’ quand ¢ - O.
Démonstration :
Désignons par (j t) 1'inverse a droite de (Ct) et posons bt = XJ. .
t

Alors, on sait que (bt) est un mouvement brownien relativement 3 la filtration

(F. ), et que X_=b_ .
It t e

Soit :
€ 1 €
§ =-—-J (H-H)dX 1 .
XTeo s 008 (1f (T =0)
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La formule de changement de temps dans les intégrales stochastiques ([3] , p. 390,
formule (10)) permet d'écrire :

€ 1 v
s = ——I (H -H ) db 1
Xelo s 007c (¥ <w, T =0)
‘e
- Yl—j (8, ~H)db_ 1 .
Elo s (T < w, T =0)
T -
e Déf. )
Mais, sur {Te < o}, on a : CTE =1 = Inf{s>0/ lbsl > e},
On a donc :
£
€ 1 _ s P
|87] < = ”0 (His I'l())dbs ](T = 0) =5 % d'aprés le théoréme 1 de

Davis ([l] ).

Remargue :

A la fin de la démonstration précédente, on ne voit pas trés bien l'utilité de
1'indicatrice 1 , laquelle est indispensable dans 1'énoncé de la proposi-
(T = 0)* 34 P prop

tion (1-4). Cela provient des conventions faites au point O (c0 = io =0),

masquant ainsi une certaine difficulté qui apparailt clairement quand on considére
un point t non nul. En effet, si on reprend la démonstration on obtient que sous

o, B e
c +s c, 1 Tt
la condition 1lim sup < k, le rapport W(J H dXs)l
s\VoO g% et o 8 (T€<°°,T =t)
T, t t
converge p.s. vers Hi l(T =t)® quand € > O. Il nous reste encore @ prouver que
ct t

Hi I(Tt=t) = Ht l(Tt=t)' On a i, = t s1 t est un point de croissance a

ct t

gauche de c¢, mais Tt=t signifie que t est un point de croissance & droite de c.

En fait, 1'hypoth&se sur H entraine que Hi = Hi =H, . Comme j =t
. ct+0 Jct e

sur {Tt=t}, on a le résultat désiré. M

Corollaire (1-5) :

Etant donnée X = (xt)e &/Dc’ soient T et T les t.a. correspondants.

Soit h : R +R, une fonction telle que sur tout compact K de R, h est

lipschitzienne de rapport y et d'ordre A > 0, c'est-3-dire que :

\Jxel(, \q'yel(, |h(x)-h(y) | _<}1lx-y|>‘, A et u peuvent dépendre du compact K.




€

T
1
Alors, le rapport : - J h(X )dx 1 converge p.S. Vers
XTe Xo 0 s s (TE < )
h(Xo) l(T <@’ quand ¢ - O.

Preuve :
I1 suffit de démontrer le corollaire sur chaque ensemble {IXOI < n}, neN.

Pour cela, d'aprés la proposition (1-4), il s'agit de vérifier qu'il existe deux
» P P

constantes o > O et k > 0 telles que

. 1
lim sup ~ |h(Xi )'h(xic )| ](lxol < n) <k

s\O0 s c0+s
Mais, X, =b =b et X, =b =X_. Il revient donc a vérifier
1 c. cats i c (0]
c . +s i 0 c (0]
(0] c.+s 0
(0]
. 1
que lim sup — |h(b )-h(b )| 1 < k.
s No & cots < (|bcol < n)
Cette condition est évidemment satisfaite, puisque h est lipschitzienne d'ordre
[P vs0 |
cots ©g

A>0 sur {|b | < n+l} et que lim sup <1. D
‘o s\ 0 /75 Log Log 1/,

Ce corollaire peut se démontrer facilement sans passer par le mouvement
brownien. Voici comment on procéde :

On peut se restreindre 3 {|Xo| < m}, que nous n'écrirons pas, et on considére

le compact Emrl,m+l], sur lequel h est lipschitzienne de rapport u et d'ordre
A > 0. On pese :

6€ = é sup |

TEA u
v J (h(X)-h(Xy))dX |

0]
A 1'aide de 1'inégalité de Tchebycheff et du lemme de Borel-Cantelli, on montre

. Tn 1
que la suite § , avec r_= .
n I/A

n

converge p.s. vers O.

Pour ¢ > 0, quelconque, mais assez petit, il existe ngN tel que

< < . H
T+ S€ T Alers, on a
r r
n —> 0.
6 < dn =50
—-r
n+l

c.q.f.d.
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2 - Cas d'une semi-martingale continue.

Dans le cas général, la proposition (I1-1) n'a pas d'analogue, cela provient du
terme 3 variation finie (non monotone) de la semi-martingale. Par contre, on a le
résultat suivant :

Proposition (2-1) :

Etant donnée X = (xt)e;9°, soient TE'EE T les t.a. correspondants. Soit

h : R > R, une fonction localement lipschitzienne.

®
=% I h(Xs)dX 1 converge en probabilité

£ 070 S (1f < w)

quand ¢ > O.

Alors, le rapport :

vers h(Xo) l(T < wy?

Démonstration :

Soit X =M + A la décomposition canonique de X, et soit :

S, = Inf{s > 0 / ;MS—MO| > n}
=w, si {} =¢
I1 suffit de prouver que pour tout meN et pour tout n€N,
5& Dif. l JTEA Sn (h(X )-h(X.)) 1 ax | 1 converge
xTe—xo o s 077 (]x| < s € < = 8

vers O en probabilité, quand ¢ -+ O.

Pour cela, remarquons d'abord que X, M et A sont constants sur 1l'intervalle
[o,'r]. On a, en effet :

Vs>o»§J€>os lxe
- TN\s

D'oli, quand ¢ -+ O, on obtient :

_xol g

¥s >0, |x X

Tas 0' =0

Ce qui montre que X est constant sur BLTJ, et il en est de méme pour M
et A, d'aprés l'unicité de la décomposition canonique de X.
Cela étant, soit g < 1 et soit k le rapport de lipschitz de h sur le

compact Eurl,m+l]. On a alors :
€

e 1 (TS, 1 (EoAs,
I8 |§g”o (h(xs)"h(xo))'(lxolsnf'“s[*E”0 (hX)-h(X))1

([x<m s

Déf.
= ae + be,
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2
Montrons que a® converge vers O dans L

. 'I‘E/\Sn 2
L {E(JO (h(X )-h(x,))

1
/
a1, Lxgl < oy M DY 12

1
/
k {E(<M,M> -<M,M> )} ‘2
S 0

IA

2.4/, _
_MO) } 2= 0,

1
k {E(MT8 -Mo)z} /2 —_— k{E(MTASn

AS >0
n
d'aprés la convergence dominde et la continuité 3 droite de M.

Montrons que b& converge p.s. vers O :

€
T T
bE| < XE A | —> k da | = o.
|b™] 5
— € 0 S € 0 S

On a donc terminé la démonstration. o

Remggue :

Comme on a pu voir dans la démonstration précédente, si X se réduit 3 un
processus 3 variation finie (non monotone et non nul en 0), alors, dans la propo-
sition (2-1), la convergence a lieu presque siirement. ¥

Lorsque le terme a variation finie de X est croissant (resp. décroissant),
X est une sous-martingale locale (resp. sur-martingale locale). Dans ces conditions,
on a 1'analogue de la proposition (1-1) :

Proposition (2-2) :

Etant donnée X =M + Aexc + ’U/i (resp. X =M - Aesec - ’Uf) une sous-—

martingale locale (resp. sur-martingale locale), nulle en O, soit ¢ et T les
t.a. correspondants.

Soit H = (Ht) un processus prévisible cadlag.

€
T
Alors, le rapport : il_ J H dXs 1 e converge en probabilité
€ 10 s (T° < », T = 0)

vers HO l(T =0)° quand € -+ 0.
Démonstration :
On fait la démonstration dans le cas oli X est une sous-martingale locale ; le

’
cas d'une sur-martingale locale se raméne au cas précédent en considérant son
opposé.
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Soit (Sn) une suite de t.a. tendant en croissant vers + « tels que (HC—HO)

soit borné par n, pour tout t:e[O,Sﬁ]. I1 nous suffit de prouver que, pour tout

D&f. 7S
neN, Ge = J
(S

n (HS—HO)dXs 1 converge vers O en proba-

0 (T < », T = 0)

T
bilité, quand ¢ -+ O,
Puisque (X e ) est une sous-martingale locale, il existe une constante ¢
TAt
telle que ([4], théoréme 3-2) :

[Iaello e Mot M1, = e

On en déduit que :

1y < 11X D, + ||ATE||25 (+c)e

Cela &étant, revenons 3 6&°. On peut écrire :

€ 1 TeASn 1 TEAsn
|85 <z ”0 (H ~H,) Ter = o)dMsl +o ”0 (B,7H,) I(T - O)dAs
D&f.
€ €
= a + b,

Pour prouver que a° converge vers O dans Ll, on utilise 1'inégalité (1), qui
permet d'écrire :

[+
1
[1a%[], <= ||sup [H=Ho | 1o - oyl 1M ]
€ 0 (T=0)""12 ™ g

se[p,TeASn]
< c (1+c) ||sup |le -8 | 1, _ [, =5> 0
! sefo,1%5 ] 5 ° (T =072 0" ™

' ~ 2 = LR B I .
d'aprés la convergence dominée et la continuité i droite de H.

Pour prouver que b® converge vers O dans Ll, on utilise 1'inégalité de
Schwarz qui donne :

1
[16]], << |lsup BByl 1 n ooyl T ]
1 ~¢ se[O,TeASn] s 0 (T=0)'12 € 2

sellm o B e olh =

0

D'ol le résultat désiré. [3
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Dans le cas oi H est 3 variation finie sur tout compact, la formule de change-
ment de variables permet d'obtenir le joli résultat suivant, ol la convergence a
lieu presque slirement :

Proposition (2-3) :

Etant donnée X = (Xt)eZPC, nulle en O, soient T® et T les t.a. correspon-

dants.
. ne
Soit V = (Vt) €.

€
T
Alors, le rapport : -—]—~J v.dx 1 converge presque slirement
X s s € —
€ 0 (T° < o, T = 0)

vers VO l(T =0)’ quand ¢ -+ O.

Démonstration :
€ 1 ™
Posons : §° = —-J (V-v)dx 1
XTeO s 008 (1f ¢, T=0)

Par intégration par parties, il vaut :
dst:=_‘_[(v -V )X —ITEXdV] 1
X’re TeOTe 0 s & (T€<oo,T=0)
Donc, on obtient la majoration suivante :
€

€ =
161 < AV Yol + [ 10D 1 gy 50

d'aprés la continuité 3 droite de V. O

Remarque :

Contrairement 3 ce qu'on pourrait croire, le fait que X se réduit 3 un proces-

sus @ variation finie (non monotone) ne simplifie pas les choses : on ne sait pas

€
T
démontrer que le rapport L I H dX 1 converge en probabilité
X s s €
T€ 0 (T" < o, T =0)

vers HO I(T =0)’ sauf dans le cas oi H est une semi-martingale, car alors, on

peut appliquer la formule d'intégration par parties. O3
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Nous terminons ce paragraphe en &tudiant le cas oi X est de la forme
t
Xt = Mt + J ¢sd<M,M>S, ol Oﬁt)€<£ € et od (¢t) est un processus prévisible
o -

cadlag. On dit alors que X est un processus du type d'Itd généralisé.

Proposition (2-4)

t
Etant donné X, =M + J ¢sd<M,M>s un processus du type d'Ito généralisé
0]

nul en O, soient T et T les t.a. correspondants.

Soit H = (Ht) un processus prévisible cadlag.

€
T
Alors, le rapport : il— I HdX 1 converge en probabilité

€0 (T <@, T = 0)
vers Ho l(T = 0)° quand ¢ + O.

Démonstration :

Soit L = % (- J ¢des), 1'exponentielle de la martingale locale continue
0

t
-J ¢des, qui vaut 1 en 0. Soit (Sn) une suite croissante de t.a., tendant
0]

S
P-p.s. vers + «, et tels que L ® soit une martingale uniformément intégrable.

n

Pour tout né€N, on pose : Q =1 n-P‘ Alors, Qn est une grobabilité équivalen-

te & P, et d'aprés le théoréme de Girsanov (Eﬂ p. 377), (th) est une martingale

. n .. . .
locale sous la loi Q . Définissons maintenant :

S

&0 _ Inf{s >0 / |Xsn| > ¢}

= 0o g§i {.}=¢
™ = lim 75"

e~0
Alors, d'aprés la proposition (1-1), 1'expression suivante :

, Te’ﬂxsn S,
& !J (Hs_HO)dxs ] E,n n
€ 1lJo {T7”" <o, T =0}

c1iez PR .} . :
converge vers O en probabilité sous la loi Q , donc aussi sous la loi P.

D'autre part, on a TE’I}\Sn = T%\Sn. car : T®? - ¢ sur 1'ensemble
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con;grge vers O en probabilité sous la loi P. D'oii le résultat désiré, puisque
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