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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1979/80

UNE INEGALITE DE MARTINGALES AVEC POIDS
par C.S. CHOU

Nous travaillons sur un espace probabilisé complet (Q,E,P) muni d'une
filtration (Et) satisfaisant aux conditions habituelles.

Désignons par & une fonction sur R+, continue i droite, nulle en O,
croissante, convexe et modérée, c'est & dire telle que l'on ait 6(2x)§n§(x)
poar tout x>0, ol &« est une constante finie.

Pour toute martingale locale M, posons

(1) s(M), = Mivimw1i/2 IO, = w¥au,ml/2

Chevalier a établi récemment que, pour tout p>1, on a E[S(M)p]§ cDE[I(M)p]
( voir [1] ). Lenglart, Lepingle et Pratelli ont étendu ce résultat aux
fonctions modérées & au lieu de la fonction x® ( voir [2]). Nous nous pro-
.posons ici de donner de ce résultat une version faisant intervenir un poids
Z, en utilisant les résultats de Bonami et Lepingle [3].

Rappelons ce dont il s'agit : soit Z une variable aldatoire strictement
positive d'intégrale égale 4 1 ( un poids ) ; on note P 1a 101 ZP, et Zt
la martingale E[ZIF ], dont on prend une version cddldg.. Alors 1/%Z =% est
un poids pour la 101 P ‘on a P_ZP— , et la martingale correspondante est
E[Z|£t]-1/Zt ; i1 y a donc symétrie compldte entre P et P.

On dit que le poids 2 satisfait & la condition (4_), ol p>1, s'il
existe une constante c_ telle que 1l'on ait p.s., pour tout t>0

z (B[ z /71|, )P

°p

, nous dirons que Z satisfait & la condition

> A

en permutant les rdles de P et
(Kp) si 1'on a
5 (E[z‘/P' IE P <o

b
autrement dlt, si 7 satisfait & (A ).

Dans tout le travail, ¢ désigne un nombre ( pouvant dépendre de p, ...
mais non des processus considérés ), dont la valeur ne nous intéresee pas,
et qui peut varier de place en place.

INEGALITES POUR LE CAS  PREVISIBLEMENT BORNE

Dans toute cette section, on suppose que le poids Z satisfait 3 (ip), et
que M est une martingale locale i sauts_prévisiblement bornés par D. Cela
signifie que D est un processus croissant adapté, continu i droite, et

que 1l'on a pour tout t lAMtI§ D,_ ( pour t=0, cela se 1lit M kD, : la v.a.
Dy n'est donc pas supposée nulle )
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Recopions d'abord la proposition 1 de Bonami-Lepingle [3], p. 299.
LEMME 1. Sous les hypothéses précédentes, on a si A>0, O<é<p-1
3 1/2 * 62 1 3 1/2
P{[M,M]OC{ >BA , M VDOO<6M < c(—m) /p P{[M,M]m/ > A}

8
B-6-1

f’{M; >BA, [M,M];O/ZVDm <8< o y1/p Bt >a)

Recopions aussi le lemme 7.1 de Burkholder [4], sous la forme que lui

a donnée Lepingle :

LEMME 2, Soient X et Y deux v.a. positives, et soit un B>1 fixé. Si l'on a
pour tout & , O<b<B-1 et tout A>0

P{X>Br, YT <or | < e(B,8)P{XA}

avec lim e(B,8) = 0, on a pour toute fonction & modérée ( non nécessai-
rement convexe )

E[8(X)] < cBL#(Y)]

Appliquant ce lemme & la situation précédente, nous obtenons le corol-
laire suivant :

COROLLAIRE 3, On a
BLa(In,111/2)7 < Bl (%) + #(D )]
BLa(*)] < oL o([m,M1/2) + 8D )]

Ces résultats constituent notre point de départ. Nous en déduisons une
nouvelle inégalité de distribution.

LEMME 4. Avec les mémes notations que dans le lemme 1, on a

By S(M) 5> BN, I(M) 4D < 6A } gzgffyg%{s(m)mz)\l .

DEMONSTRATION, Nous partons de la premiére inégalité du corollaire 3, avec
#(x)=x , que nous appliquons i la martingale locale

N, = Mp, 4 -Mp_ par rapport & la famille (£T+t)
Cette martingale locale satisfait &

*
N?; § 2M ) 'ANtl § DT’Ft— ) [N’N]m = [MyM]m -[M9M]T_

On a donc
~ 1 1/24 4 1/2 Arw¥
B [w,0! /2200, 1/ 21 B0 v, N1 1/2] < (2)eBD D ]
Nous omettons le facteur 2. Remplagant T par TA (AeET ), on a
A 1/2 1/2 2
800,101 /2=, M1}/ 2|y ] < oBLM%D [ By "
et par conséquent, en intégrant par rapport au processus croissant [M,M]t

B[ /® ([M,M]Zn/z-[M,M]lfz)d[M,M],‘U/z] < cBL ("D y[m,]1/2]

s 2 0 .
On sait que Aa)§ é_z(Abo_ t—)dAt pour tout processus croissant (At)‘

Négligeant le facteur 2, et prenant At=[M’M]l/2
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~ ) * 1/2
BLLM,M], ] < oBL(H 4D )11/
d'ol sans peine

BL(0w,M1! /2 )20 cBLr*eD ) (Dm,m1 /240 )]

Dans 1'autre sens, prenons la seconde inégalité du corollaire 3 avec §(x)=x2

BIM*] < cBLIm,M]_+ D2 ]
d'ol sans peine

BL(w*4p )21 < oBL([mu]!/240_)2)
Nous avons rejoint de maniére directe 1l'article de Lenglart-Lépingle-
Pratelli, Sém, XIV, p.39, ligne 8, et nous pouvons en déduire comme eux
1'inégalité
(2) Bls(N2 ] < cBL(T(M) , +Dy )°]
- sans aucune restriction d'intégrabilité sur M, puisque celle-ci a des
sauts prévisiblement bornés .: on peut se ramener par arrét au cas ol M
est bornée. Soit T un temps d'arrét ; Nf étant définie comme plus haut,

nous avons
S(M)wg S(M)T_+S(N)m ’

No< o, [N,N];o/z < [M,lvl](*x{2 , done I(N) < 2I(M)  Typ_o 4
et enfin N > “ >
BIS(M) , -S(M) g )] 5 oBL(T(M), +D )T yp ]

d'aprés 1l'inégalité (2) appliquée & N . Remplagant T par T, , AeFp , on a
- 2 N 2
(3) BL(s() -s(M)q_)2|Ep] < cBL(T(W) _+D_ )2 |Ey ]
Pour obtenir 1'inégalité de 1'énoncé, on procéde un peu autrement.
On pose T = inf{ t : S(M), >\ } , U=infit : I(M),+D, = OA }, et on appli-
que (3) & la martingale locale M et au processus croissant DU-. On a

donc N 2
E[(S(M)U-S(M)T_) I{T<Ul]

A

eBL(T(M)+Dy_)21 (2]

oBT (M);_+Dyy_)°I 120}

8°A2°P {1}

D'autre part, sur 1l'ensemble {S(M)a)z BA, I(M)a)+ Da)<6k}, on a U=+ ,
donc S(M)U >BA, et S(M)T_ < A, donc le cOté gauche de 1'inégalité

majore (B-1)2A%B{S(M) 2B\ , I(M)_+D_< Al. e lemme est établi.

A

A

Appliquant alors le lemme 2, nous obtenons
THEOREME 1, Sous les hypothéses de ce paragraphe, on a pour toute fonction

¢ modérée ( non nécessairement convexe )
(4) BLe(s(M) )] < cE[&(I(M) + D )]
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INEGALITES POUR LE CAS GENERAL

Nous allons maintenant lever 1l'hypothése sur M : nous ne la supposons

plus 3 sauts prévisiblement bornés. En revanche, nous renforgons 1'hypothése

sur le poids Z en supposant non seulement la condition (KP), mais l'exis-
tence d'une constante k telle gue

(5) 2, /%7 <k .

Nous avons alors :

THEOREME 2. Sous les hypothéses précédentes, on a pour toute fonction &

convexe modérée
(6) EL#(S(M) )] < cBL&(I(M) )]

DEMONSTRATION, Rappelons briévement la décomposition de Davis dans le cas
continu ([5]). On pose

H, = SuPg_y | o | ) Ky = Zugt I“AMulzzHu_}AMu

Alors K est 3 variation localement intégrable, admet un compensateur pré-
visible X et un compensé K°=K-K. La décomposition de Davis de M est

M=EK® +1 ou L=M-K°

La martingale locale L est 3 sauts prévisiblement bornés : on montre que
|aL, | < 4H__ . On a d'autre part
t = T

(j) laK | < 2

t >
D'autre part, [KC,KC];/ZV(KC): </ |ng| . D'aprés la proposition 2 de
-0
Bonami et Lepingle [3], p.300, on a
] Q@ a [e o] -~
(7) ELe(/  |akg|)] < cE[#(/  [daK |)] < cE[#(H )]
0

D'autre part, on a |AtM| < [M,M];{ , |AtM|§ 2M*, done IAtM|§21(M)oo , et
finalement Ha>§ 2I(M)a>' d'ou finalement

E[#(S(X%) )] = cBLa(I(M) )]

I1 reste i montrer 1'inégalité analogue pour S(L)a)‘ Or nous avons d'aprés
le théoréme 1, les sauts de L étant prévisiblement bornés par H_

E[#(S(D) ;)] < cBL&(I(T) +E )]

et il ne reste plus qu'a remarquer I(L) < I(M)+I(K®) <IM) + /]ngl, aprés

>

quoi 1'inégalité (7) de Bonami-Lepingle donne 3 nouveau le résultat.
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