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SUR L’INTEGRABILITE UNIFORME DES

MARTINGALES CONTINUES

J. AZEMA, R.F. GUNDY ET M. YOR

I. Introduction. Soit (Xt) une martingale continue définie sur un espace filtré

(Q,F,(Ft),P) ; on note son processus croissant, S(X) = 

X’ = sup L’objet de cette note est de montrer le théorème suivant
t 

"

THEOREME z : Si est bornée dans Ll, chacune des deux conditions suivan-

tes est nécessaire et suffisante pour que soit uniformémen.t intégrable

03BB~~

b) lim a’ - 0
03BB~~

On trouvera au paragraphe VI des contre-exemples simples montrant qu’on ne peut
pas supprimer l’hypothèse : (X ) est bornée dans ; en revanche, nous ne

savons pas dire grand chose quand on supprime la continuité.
II. Dans ce paragraphe, nous allons montrer la partie a) du théorème ; plus exacte-

ment, remarquer que ce résultat se trouve déjà dans la littérature sous une for-
me légèrement différente. La proposition suivante est en effet un cas particulier
d’un théorème de Rao [11] relatif aux quasimartingales, généralisant un résultat
bien connu de Johnson et Helms sur les surmartingales positives (C9J).
PROPOSITION 2 : Soit (Xt) une martingale continue à droite, bornée dans L1 ;
on pose Rn = inf{t ; n}.

(Xt) est uniformément intégrable si et seulement si

(1) lim E[|X|R ; {R  0
n 

n

(Pour avoir le résultat de Rao, il faut remplacer "martingale bornée dans L~"
par "quasimartingale" et "uniformément intégrable" par "de la classe (D)"). Pour
éviter au lecteur un déplacement dans une bibliothèque qui n’est pas nécessaire-
ment bien chauffée, nous donnerons la démonstration dans le cas simple qui nous

occupe.

Démonstration : Si (Xt) est uniformément intégrable, elle est de la classe (D)
et l’on peut écrire

E[|X|Rn ; {Rn  ~}] ~ sup E[|XT| ; {T  ~}~{|XT| 1 > n}]
où désigne l’ensemble des temps d’arrêt de la filtration ; on en déduit que
la condition (1) est nécessaire ; inversement, supposons (1) satisfaite, et ap-
pelons (At) un processus croissant adapté intégrable tel que soit
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une martingale ; on a

E[IXR 
n 

1 ; + 

n 
I ) ’ 

~ E[I XR 1 ;

~ E[|XR| ; {Rn~}] + E[Aoo; n 
n

de sorte que le premier membre tend uniformément vers zéro quand n tend vers
l’infini, puisque 20142014> 0. 

La partie a) du théorème 1 est alors immédiate, quand on a remarqué que la
condition (1) s’écrit lim 0 dans le cas où (Xt) est continue.

Le théorème de Rao ne s’étend pas aux semi-martingales : on trouvera un contre-
exemple plus loin. Pour l’instant, nous allons nous attacher à la partie b) du

théorème en montrant que X. et S(X) ont même comportement en loi à l’infini.

:11. L’inégalité des "bons Dans ce paragraphe les données sont un espace de

probabilité et deux variables aléatoires positives f et g. Si h est

une variable aléatoire positive, on notera ah = sup 2h = lim 

DEFINITION 3 : R+ une fonction qui tend vers 0 quand x

décroît vers 0 et S un réel > 1. On dit que le couple ordonné (f,g) satis-
fait à l’inégalité des "bons À" relative au couple 

_ (~,~) si

(IB(f3,~)):~A > o, gs~~  ~(ô) 
Il est bien connu qu’un des fondements des inégalités de Burkholder-Gundy (L7~ ,
[8]) est la conséquence suivante de I8(S,~) : pour toute fonction F : R+  R+,
continue, croissante, à croissance lente, et nulle en 0, il existe une cons-
tante positive c, ne dépendant que du triplet (S,~,F) telle que :

EfF(f)]  c E[F(g)].
(Voir, à ce sujet, l’article de Burkholder [5]).
Nous nous intéressons, pour notre part, aux inégalités de distributions qui
découlent de la définition 3.

PROPOSITION 4 : Etant donné un couple (a,~) ) il 1 existe une constante

C(~~~) > o telle que, > pour tout couple (f,g) satisfaisant à (IB(S,~)) on

ait

(T) C(S~~) ag et C(S~~) Qg

De plus, la constante C(03B2,03A6) = inf convient
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Démonstration : Choisissons 6 tel que ~~(ô)  1 ; on peut écrire

(2)  +  ~(ô) + 

Posons F(a ) - on a, d’après ce qui précède :

S~(â) F(a) + ~/s og~ ou encore F(~)  ~~(ô) + S/s Og
En itérant cette relation, on trouve que, pour tout entier n positif :

Se n

F(a) ~ (S~(s))n F(~~ 
s 
n) + + S~(S) +...+ (S~(s)) )

 ~’~ 1 _~.1-S~(a)
Faisons tendre n vers l’infini ; il vient

F(À)  ~ g -, ce qui démontre (i).
~(1-s~(s))

Pour montrer (n), on peut supposer lg  + oo, ce qui entraîne a 
 + oo ; on

a donc +00 d’après (i). Revenant alors à l’inégalité (2), on écrit

a~(d) ~,f + d’où l’on tire (ii)

Remarque : En pratique, la fonction ~ sera souvent de la forme cxp(c,p > o).
La constante C(S~~) donnée dans la proposition 4 se calcule alors facilement

et vaut

(3) = ~ 
IV. L’inégalité des bons a entre variables terminales de processus croissants.

Voici une condition suffisante pour que les variables terminales de deux proces-
sus croissants optionnels satisfassent à l’inégalité des "bons (Voir, par
exemple, la démonstration du lemme 1 de Lenglart - Lépingle - Pratelli [10],
dans ce volume).

PROPOSITION 5 : Soient p et a deux réels > o, A et B deux processus crois-

sants optionnels ( resp prévisibles) vérifiant

(4) AS-)p~  a E [B- 1{S  T}1
quelque soient les temps d’arrêt (resp. les temps d’arrêt prévisibles) S et T

avec S ~ T, (on convient que Ao- - Bo- - o)
Alors, pourôout B > 1, le couple ordonné vérifie avec

~(s) - a ôp p
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.- On a 03C3A~ ~ Cap03C3B~ et lA~ ~ Cap lB~ avec
*"’**** 

00 P ’00 00 P 00

(5) Cap=a1/p[(1+1 p)1+1 pp1/p]2
Démonstration : D’après la proposition 4, et la remarque qui la suit, on peut

201420142014 ~ ~ ~,p ~. 20142014 C~~ = ~ 
Un calcul élémentaire montre alors que C~ = inf C~P ~i ~P’

En suivant toujours [10[], nous allons montrer que l’on peut associer à une mar-
tingale (non nécessairement continue) des couples de processus croissants
vérifiant (4). Les exemples que nous donnons sont inutilement généraux pour ce
qui nous concerne, mais permettent d’avancer le travail pour le cas discontinu.

Soit (M~) une martingale locale continue à droite vérifiant ~ ~ D-, où D

est un processus croissant adapté (D - n’est pas nécessairement nul). M est

alors localement de carré intégrable, si bien que M,M> a un sens. Si (S,T)
est un couple de temps d’arrêt, on applique l’inégalité de Doob à la martingale
locale M = (M,~.~ - M~-) 1~ ~ -~, et Ton en t-ire les inégalités 
tes

E[(M*T--M*S-)2] ~ 4E[M, 4E[([M,M]1/2T- + D,-)2 

E[(M*T--M*S-)2] ~ 4E[(M,M>T+0394M2S) 1{ST}] ~ 8E[(M,M>1/2T-+DT-)2 1{ST}]
E[M,M]T--[M,M]S-] ~ E[(SMT)*2~] ~ 2E[(M*T- +DT-)2 1{ST}]

E~M,M~--M,M~-] ~E[(~)~D~- ; {ST}] ~4E~-+D~)~ ; {ST}1
Ainsi les couples ordonnés ((M~)*,[M,t[ ~ + D.), (M*M,M>~+D),
([M,M]1/2t,M*t+Dt), (MM>1/2t,M*t+ Dt) vérifient tous l’inégalité (4) pour

p = 2, les valeurs de a étant respectivement 4,8,2,4.

Appliquons maintenant le corollaire 6. On a, puisque C° = .2014 /a. 
THEOREME 7 .- Si est une martingale locale continue, on_a

~~(X)l~~~~(X) ~ 
Il est clair que le théorème 1 est maintenant complètement démontré.
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CoMMENTAIRES : 1) Si X est une martingale continue bornée dans L1t on a
 + ce ; c’est l’inégalité maximale de Doob. Si maintenant Yt = 

’ 

Hs dXs
avec (H ) prévisible borné, Y n’est pas nécessairement bornée dans 

0 

LI. mais,
d’après le théorème 7, on a toujours  puisque Ce ré-

sultat était déjà connu, même dans le cas discontinu. Voir Burkholder (~3~ , et
[4J pour une inégalité "sharp").

2) De même, si X est maintenant uniformément intégrable, Y

n’est pas nécessairement uniformément intégrable (ni même bornéedans LI)
mais vérifie 2y* = o. On peut étendre cette remarque au cas des martingales

conformes Z = X + iY pour lesquelles les parties réelle et imaginaire, X et Y,
vérifient X,X> = Y,Y> : si X est uniformément intégrable, QY~ = o

VI. Quelques contre-exemples.

Les deux premiers contre-exemples que nous donnons illustrent le fait que dans
le théorème 1, ni a)ni b) ne suffisent à entrainer l’intégrabilité uniforme dela martingale (Xt) si elle n’a pas été supposée bornée dans L .

1) Soient Bt un mouvement brownien réel issu de 0, Z une variable aléatoire

~ o finie indépendante de (Bt) ; posons T = Î Xt 
Xt est une martingale pour sa filtration naturelle. On voit facilement que

X~ - ~ d’une part, et que sup E~ d’autre part.
t>o 

t

Choisissons 2 telle que ~~ o et la martingale (Xt)
n’est pas uniformément intégrable quoiqu’elle vérifie a).

2) Toujours sous les mêmes hypothèses pour (Bt) et Z, prenons maintenant
T = ~ et considérons la martingale X. = Bt D’autre

part,on peut écrire

sup sup f E|Ba| 1 = sup f P[T^t~da]
t t 

t Rat R "

= J = sup En

Il suffit alors de prendre Z telle que lim o et + ce

pour avoir un contre-exemple pour b), lorsque (Xt) n’est pas uniformément
intégrable. 

t

3) Le théorème de Rao ne s’étend pas aux semi-martingales ; appelons (Xt) une

martingale continue uniformément intégrable mais telle que : EX* = + ce. Con-

sidérons la variable aléatoire honnête L = sup{t ; D’après un
résultat de Barlow ~2 ~ et Yor [12], X est encore une semi-martingale dans
la filtration grossie a l’aide de L. Restons dans cette filtration : (Xt)
vérifie toujours (1) (qui ne dépend pas de la filtration) et pourtant n’est
pas de la classe (D) puisque L est un temps d’arrêt pour lequel
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E[|XL|]=E[X*]=~.
Cet exemple prouve également, c’est là une idée de Barlow, que la propriété
de quasi-martingale n’est pas conservée par grossissement.

4) L’inégalité latérale de Burkho1der([6J) Ersup C Etsup X~ valable
t 

" 
- P t 

pour o  p  1 et (Xt) martingale locale continue, nulle en 0, peut lais-
ser supposer qu’il se passe quelque chose de ce genre du côté de p = o. Il

n’en est rien ; posons  = sup Xt. Il est clair que le théorème 1 devient
t

inexact quand on remplace X*t par  ; pour s’en convaincre, il suffit de

considérer la martingale bornée dans L1 X t = où T = inf{t ; ’ X t = 1}

~ est bornée et pourtant (Xt) n’est pas uniformément intégrable. Pour cette

martingale, Q~ = o et QX~ > o. Un peu plus subtil est le contre-exemple
suivant : il prouve que l’on peut avoir ~~  et considérons

pour a > o les temps d’arrêt Ta = inf{t ; Bt = a}, une variable aléatoire

Z indépendante de (Bt) et intéressons nous à la martingale 

Il est clair que  = Z. Posons t = inf Xt ; on peut écrire pour À > o 
Z

03BBP[  -03BB] = R+ 03BBP[Z~da] P[inf Bt^Ta  -03BB]
=R+P[Z~da]03BBa 03BB+a = E[03BBZ 03BB+Z]

(Pour ceux qui refusent de lire autre chose que les séminaires de Strasbourg,
voir les dernières lignes de l’article 
On a donc sup  -À~J = lim  -ÀJ = EZ, d’où un contre-exemple
quand on prend Z vérifiant03BB~~03C3Z  + ~, mais + oo.

VII. Cas des sous-martingales. Supposons que (Xt) soit une sous-martingale locale
prévisible et appelons (At) le processus croissant prévisible nul à l’origine
tel que (Xt-At) soit une martingale locale.
Pour tout couple de temps d’arrêt (S,T) avec S  T on a

 2E ~XT ; " { S  T}’
Il n’en pas difficile d’en déduire que le couple de processus croissants
((At)’(X;)) vérifie (4) et l’on en déduit les inégalités

(6) GA 2 32 1 lA~ ~ 32 lX*
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Appliquons ces résultats aux sous-martingales locales (|Mt|) ou (M(), quand
est une martingale locale continue, nulle en 0 : les processus croissants

continus (At), nuls en 0, qui sont respectivement associés à chacune de ces

sous-martingales sont (L() et (à L(), où (L() désigne le temps local en 0

de (Mt). On déduit donc de (6), en notant SUP Mt ~
t

(7) G 

(Lo~) 
i 32 ; * 

(Lo~) 
i 32 *x*.

(8) 03C3(Lo~) ~ 
64 ; l(Lo~) ~ 

64 

Nous estimons maintenant, à la manière du théorème 7, afi et *fi.

THEOREME 8 : Soit (Mt) Une o.

°n note i’ = SUP Mt, et Nt = to 1(Ms >o>dms 0) (rappelons que
t o s

S(N)t::: ( t o I(M s >0) dM,M>s)1/2 ).

Alors:

(9) § Gfi 1 1 66 Jk.

(10) 4 272 03C3S(N) ~ 03C3N*~27 2 03C3S(N).
Les mêmes inégalités sont vraies lorsque l’on remplace le symbole a g,

Démonstration : 1 (10) n’est qu’une réécriture du théorème 7 avec X = N.

Pour montrer (9), on utilise la formule de Tanaka :

M+t=to1(Ms>o)dMs+12 Lot=Nt+1 2Lot, 1 2 Lot,
où (L() désigne le temps local en 0 de M.

Il découle aisément de cette formule que 1 Ll = Ni>, et donc:
(st) 

s

ÀÉ 2N*, Ce qui entraine § 03C3M ~ 03C3N*. D’après la même formule, on a :
N* iÀ + § LÎ, d’où l’on déduit aisément, d’après 8>,  66 03C3M
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Pour clore cette discussion, remarquons qu’il existe une martingale locale

continue (Mt), nulle en 0, telle que a  00, mais ce. En effet, si
~ (L~) "

la condition : la 
(0 

 00} entraînait :  elle entraînerait aussi

(après échange de M en (-M)) {aM*  Or, cette dernière implication est
fausse, comme on le voit aisément à partir du contre-exemple qui termine le

paragraphe VI, et du théorème de Paul Lévy indiquant que,les processus

(St-Bt,St) et ont même loi (ici, St = sup B ; (Lt) est le temps

local en 0 du mouvement brownien réel (Bt), issu de x = o).

Remarque finale : : Avec les notations du théorème 8, on a :

- ~ L~ = sup (N ). On sait donc, à l’aide de ce théorème, et de la formule de2 t 
(s~t) 

s

Tanaka appliquée à (N~) estimer précisément o et 2 à l’aide des

quantités analogues associées au suprémum d’une martingale locale continue, ou
de la racine carrée de la variable terminale de son processus croissant.
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