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Démonstration d’un théorème de F. Knight à l’aide de martingales exponentielles.

C. Cocozza et M. Yor

En [3], F. Knight démontre le théorème suivant, déjà annoncé, et partiellement
démontré en [4J
Théorème 1 : :

Soit un espace de probabilité filtré usuel, et (X1,...,Xn) une
suite finie de (~t) martingales locales continues, nulles en 0, deux à deux or-

thogonales. Pour tout k ~{1,...,n}, et tout on note Tk = inf{s / Xk> > t}
Quitte à élargir 1’espace de probabilité on supposer qu’il existe

un mouvement brownien S = (~1,...,sn), à valeurs dans Rn, issu de 0, et indépen-

dant de X = (X1,...,Xn).
Alors, le processus B = (Bl,...,Bn) défini ar :

Xk03C4k(03C9), si Xk>~(03C9) > t

(1) Bkt(03C9) = Xk~(03C9) + 03B2k(t-Xk>~(03C9)), si Xk>~(03C9) ~ t
est un mouvement brownien à valeurs dans Rn.

Remarques :

1) Soulignons que les processus sont bien définis par la formule (1),

grâce à l’égalité : 1 {Xkt -.> .} = {Xk>~  ~} P p.s.

2) Un théorème, maintenant classique, obtenu simultanément par Dambis (9] d’une part,
Dubins et Schwarz [10] d’autre part, affirme que, pour tout k, Bk est un mouve-

ment brownien réel, relatif à la filtration (~k).
Tt

Nous utiliserons constamment ce résultat par la suite.

Avant de passer à notre démonstration du théorème de Knight, indi uons que
P.A. Meyer a déjà donné une démonstration simplifiée de ce théorème en ~5]. La dé-

monstration de Meyer s’appuie sur la représentation des martingales d’un mouvement
brownien réel comme intégrales stochastiques par rapport à ce processus (théorème
dû à K. Ito), et sur un argument de récurrence.

La démonstration ci-dessous nous semble plus immédiate, pour deux raisons :
- on ne procède pas par récurrence
- la méthode des martingales exponentielles est un outil simple (et efficace !) pour
démontrer le théorème d’Ito sur les martingales du mouvement brownien (et, plus gé-
néralement, sur les martingales des processus à accroissements indépendants ; voir,
par exemple, pi, où ce point de vue est adopté).Voici (enfin .) notre démonstration (par étapes).

Etape 1. Le théorème sera démontré dès que l’on aura obtenu la formule (2) suivante,

pour toute suite (fk)lkn de fonctions réelles, bornées, définies sur [û,°°[, et
à support compact : ,
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(2) =1
~ ~0

Supposons (2) vérifiée : alors, si Ton fixe 0 = t t.tp...t  oo, et que Ton

prend f k = Àb on observe, en faisant varier les coefficients (À")
dans R, que le vecteur aléatoire a la transformée de

Fourier, et donc la loi ,cherchée.

Etape 2. Décomposons l’intégrale ~0 fk(s)dBks en :

(3) 
o 

" ~X > "

(la variable aléatoire X~ est un temps d’arrêt ; les intégrales qui
~t

figurent en (3) sont donc bien des intégrales stochastiques).
A l’aide de la remarque 2, et d’un argument de classe monotone, on peut écrire :

(4) f X*S " = F o ~ .

et

(5) ~Xk> 
°° 

= ~0 fk(t+Xk>~)d03B2kt.
(le mouvement brownien $ étant indépendant de la tribu engendrée par les
variables (X~)~ ~ ~~~, l’intégrale stochastique en d~ est bien définie).

Enfin, la formule de changement de variables dans tes intégrales de Stieltjes permet
d’écrire, en posant g~ = (f~ :
(6) ~ = + 

Etape 3. A 1 laide des formules (4), (5) et (6), et de 1 ’ orthogonal i té des martinga-
les locales (X1,...,Xn), on peut écrire l’intégrand du membre de gauche de (2) com-me le produit IJ, où : 

.? ~ / v

rt 
1 = exp li XF~ + 1 2 XF>~}

~t " j (’’’) désigne le produit scalaire dans Rn, et (Fs) le proces-

sus à valeurs dans Rn, dont la composante est Fk = 
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et 

= = 

Etape 4. Les processus S et X étant indépendants, la variable aléatoire 03B2G~ est,

conditionnellement à 3( , , une variable gaussienne, centrée, de covariance SG>~.
On a donc :

(7) E~IJ~ =E[I].
D’autre part, d’après la formule d’Ito, on a :

I = 1 + ~0 Is (idXFs),

où I s = exp + 1 2 XF> . s I est donc la variable terminale de la martingale

bornée (It), égale à 1 en t=0.

Finalement, on a donc : 1, d’où le résultat, d’après (7).
Un théorème analogue au théorème de Knight, pour des martingales locales sommes de
sauts compensés, a été dégagé, et démontré par P.A. Meyer en toujours à l’aide
de la méthode de représentation des martingales comme intégrales stochastiques. Il
s’énonce ainsi :

Théorème 2 : :

Sur un espace de probabilité filtré usuel, soient des martingal es loca-

les, sommes de sauts compensés, â sauts totalement inaccessibles, tous égaux à 1,

nulles en 0, et deux à deux orthogonales. On suppose que pour tout k~{1,...,n}

et, pour tout t>0 on note inf{s / > t}.

Alors les processus N ,...,N définis par

Nt(w) = 
Tt

sont des processus de Poisson compensés, de paramètre 1, indépendants.

Remarque : Il est amusant de noter que Meyer se demande, en ~51, si le théorème 2
n est autre qu’une curiosité mathématique. Celui-ci se trouve jouer, en fait, un
rôle important dans l’article (2J qui a été, par ailleurs, à l’origine de cette
note.

Ce théorème se généralise au cas où n’est pas égal à + ce, en "complé-
tant" les processus N par des processus de Poisson compensés indépendants et

indépendants de (Xl,...,Xn).
La démonstration du théorème 2, tout à fait semblable à celle du théorème 1,

repose sur la formule exponentielle suivante (voir ~T , par exemple).
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Soit X une martingale locale quasi continue à gauche dont les sauts sont
bornés par une constante k, alors

exp{X - 1 Xc,Xç> - 
où 03B3 désigne la mesure de Lévy de X, est une martingale locale.

Remarquons que cette formule exponentielle permet de démontrer à la fois que
les processus N sont des processus de Poisson compensés (ce théorème est dû à
S. Watanabe [6] ; en fait, la méthode utilisée ici pour n’est autre que
l’extension de celle utilisée par P. Brémaud en Cl~ pour n=l) et qu’ils sont
indépendants.
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