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SUR UN THEOREME DE MARUYAMA

par Michel WEBER

O, DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Considérons un processus gaussien centré stationnaire mesurable
@

fx(w, t) , (w,t) € QxR} et soit r(t) = ‘[O cos At dw(A) sa covariance. On sait

que la mesure spectrale | se décompose en la somme suivante :
= + +
] ua uc ucs ’

ou u.a est purement atomique, u'c absolument continue et Beo continue singu-
liére par rapport & la mesure de Lebesgue., On dit que § est continue lorsque

LLaEO.

Soient E={f : R—>R}, B= ©® (B(Rt) y
t réel

P, =X(P) .

Nous notons 8(X) = (g, B, PX) l'espace de probabilité canonique du processus X .
Notons aussi X le processus canonique défini sur 8(X) xR par les applications
coordonnées ; X(f,t) = £(t) . Pour tout réel u , nous notons ™ 1la transfor-
mation de E dans E , mesurable définie par T(£) = for = £(.+u) o T
est la tramslation par u . L'ensemble G de ces transformations est un groupe
multiplicatif, On vérifie que G laisse la mesure PX invariante de sorte que
(8(x),G) forme un systéme dynamique mesuré (définition [1] p. 99). On appelle

ensemble invariant tout élément A de B tel que
N -1 PO,
AATA) ou AAT '(A) est P -négligeable.

Lorsque les seuls invariants de (8(X),G) sont les éléments de B de P -mesure
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égale & 0 ou 1, le systéme est dit ergodique. On dira alors que le processus X
est ergodique, Lorsque G est engendré par un seul élément ( 7! par exemple) ,
( S(X) , G) est ergodique si et seulement si la propriété suivante est vérifiée
([1], p. 101),

n-1

quels que soient A , B € B , 1lim 1 z

~kK _
tn a X P (ANT™ B) = P (8) B (B)

On vérifie de méme & 1l'aide du théoréme de Von Neumann (cf. par exemple [1] p. 99)

que d'une fagon générale X est ergodique si et seulement si

T

pour tous A , B €8 , 1lim lfP(AﬂT—uB) du = P (A). P,(B) .
Tow T 9y X X X

DEFINITION O,1. Le systéme (8(X),G) (resp. le processus X ) est faiblement

mélangeant si pour tous A, B éléments de B ,

1lim %J:o e, (AnT™ B) - P (a). Py(B)|au = 0 .

T—bw

On dit de m@me que le systéme (S(X),G) (resp. le processus X ) est fortement

mélangeant lorsque pour tous A, B éléments de B8 :

. Cal”
‘];-Jinw PX(AﬂT B) = PX(A) . PX(B) .

Notons enfin C 1la semi-algébre des cylindres C mesurables définis
par

c= 1 C, o C. = R sauf pour un ensemble fini d'indices ¢€(C) et
t€R
Il £ = [[a, b[[ avec

I =
t€e(c)

Q

a

It

(a,c , t€¢gl)) <b = (bt , t€e(c)) .

1. Dans un théoréme paru dans [4], Maruyama a caractérisé les propriétés de mélange

et d'ergodicité lorsque celles-ci sont définies relativement & la semi-algébre C .
L]
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Son énoncé est le suivant :

THEOREME A. Soit X(t) , t réel, un processus gaussien stationnaire de covariance

(e
r(t) = I cos At du(A) . On_a les équivalences suivantes :
)

a) X est fortement mélangeant si et seulement si lim r(t) =0,
t—'m

b) X est faiblement mélangeant si et seulement si W est continue,

c) X est ergodique si et seulement si W est continue,

Un argument simple de prolongement sur des classes monotones montre que ce théo-
réme caractérise aussi les m€mes propriétés lorsque celles-ci sont définies relati-
vement & la tribu B . Il semble cependant que ce résultat soit peu utilisé dans
certains champs d'applications pourtant proches ; ainsi dans [6], Qualls, Watanabe
et Simmons mettent en évidence une loi de O- 1 indépendamment du théoréme A

dont elle se déduit pourtant aisément. Nous 1'énongons.

THEOREME B. Soit X(t) , t20 un processus gaussien stationnaire de covariance

r(t) . Supposons 1'hypothése suivante

(a=1) lim r(t) =0 .

to e

Soit alors @ s R+-—4>R+ croissante, Dans ces conditions on a aussi

P{X(n) > ¢(n) i.0.} =0ou 1.
Ces auteurs affirment aussi sans démonstration que 1l'hypothése
(a=2) lim ,}—f r(u) du = 0
T— 0
suffit pour la méme conclusion ; or il est facile de construire un contrexemple
si on ne suppose pas lim ¢(t) = ® ; en fait 1'hypothése (a-2) doit 8tre mo-

to®
difiée sous la forme suivante 3

(ar-2) b est continue .
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2. Nous nous proposons dans ce qui suit de donner une nouvelle démonstration de

la partie la plus intéressante du théoréme A , & savoir l'implication
(¥) (B est continue) === ( X est faiblement mélangeant) .

Cette démonstration est basée sur un lemme comparant les lois de deux vecteurs
gaussiens dont l'un a ses composantes indépendantes par blocs. Elle est aussi
analogue dans sa démarche & celle domnée par Grenander ([2] p.158) caractérisant

le mélange fort. Elle est donc plus probabiliste que la démonstration de Maruyama.

3. Nous avons noté dans le lemme qui suit pour toute fonction g 3 RxR —»R

et tout réel h 1les opérateurs

A 9(u,v) = glusn,v) - g(wv)
82 g(u,v) = g(a,veh) - g(w,v)
Lemme 1. (%)

Soient n >0, et X un vecteur gaussien centré sur {1,n] ou sur un

ensemble fini A de cardinal n , de covariance r(a,8) avec r{a,a) =1

pour tout g« . Soit de plus 6 une partition de (1,n] ou A, de terme

générique o , et (x),(y) deux suites de réels indexées par A Ou [1,n]

telles gque pour tout o ,

-®<x Sy S+ ,
o o

Notons aussi , Co: =] xa’yd][ ’
V‘ = I C » v=1 Vv ]
9 ko ¢ <o 9
X, = (x(a) s € @)

Dans ces conditions, on a

P{X € V} -1 P{X €v }l < % z z z k(dvﬂ)lr(dpﬂ)l ’
| <6 7 ° ok’ oo BEc’

— e

(%) Un résultat similaire a été obtemu dans [6 ] avec &= {01,02} .
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o k(@B) = [ 4y oA ( a(xxgnr(e)))an
g8

2 2
X +y = 2pXy
X = 1 _)
et #(x,7,p) = ———71 exp{ - > .
an(1-p%)2 2(1-p%)

Démoastration :
T R T

On la fait pour A = [1,n] . Nous commengons par traiter le cas ou

1) T =Cov(X) est inversible .

Dans toute la suite nous utiliserons les importantes évaluations

développées en [ 3 ] p., 19 , et plus particuliérement le lemme 2.1.4.

’

Soit pour chaque ¢ appartenant a 6 , Xc un vecteur gaussien sur ¢ de

méme loi que XG , et tel que les X;

soient mutuellement indépendants, nous
notons alors
A= (Xé , 0E€6) .

Le lemme que nous établissons compare les lois de A et X pour des pavés.,

Posons pour tout )\ compris entre O et 1 , I'(A) = AT, + (1-x)ro .

I1 est net que T(\) est inversible pour tout )\ dans [0,1] , de plus

r, = Cov(X)

To

r(1)
Cov(A)

r(o)

Notons dans ces conditions

P = [, 1,0 g (e

g, (W) =x [ ep{i<uy>} epl- ¢t yrylay ,
R

a ! © el - 3% T O0w) .

(2m)? JEet TN
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On sait (c.f. Lemme 2.1.4 p.19, [ 3 ]) que F()) est dérivable, et que sa

dérivée F’()\) peut 8tre évaluée sous la forme

F'(\) = jRn 1,(2) 52 (g, ()au

2 -
o 5 (o) =y [ GRS )]

<dr$“>a,s= r(a,B) si a€o,B€0’ , 0k

0 sinon .

Par conséquent,

%(gl(u))z%oi, £ 3, rlab) u—g;-—‘(g @)

" oo pEo’
ainsi
OVIER r(a,B) I 1,(u) i (g, (u})du
c;éo' aéo BEU VU w aw, M
a B
Or,
. B 1 2 a y
J oI (u) (g (u))du =f du, f U, eeees I dua J (g (u))du
R? a B X, %, xd xB aua aus
Yy y y
1 2 o
=0 r -
= Jx du, Jx du, eeee J‘x l: aua\ g)\(u1 ,uz,...,ya,...)— g)\(u1 ,u2,...,xe,...)>-]d1;
1 2 [03
= .}ﬂ i(v) a B(g (v))av , od 1'on a noté
Rn—2 HCr
#8
(aiéme ) (Biéme )
Dq'e(g)\(v)) = g(v1,v2,...,ya,.....,ys,.....)

- g(v1,v2,...,xa,.....,ye,.....)
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- g(v1,v2,...,ya,.....,x yoveas)

+ g(v1,v2,...,xa,.....,xs,.....) .

| 1(v) O (g (v)av |
‘ar-z nc, B2
ke
£
< 5 f 1{v) g(v1,v2,...,s,...,t,...)dv ,
{s,t) RA2 e,
réo
r#p
* p
< 5 J g(v1,v2,...,s,...,t,...)dv ,
(s,t) RA-2
¥*
= z Q(Sytv Xr(a,B)) ’
(syt)

ou la sommation

*
S est indexée sur l'ensemble & quatre éléments

{<yd'y5) ’ (ya'xB) ’ (xa'xE) ' (xa'yB)} .

Dés lors

|p{x € v} -02(9 P{Xc € vc}| = |F(1) - F(0)]

1
| [ F'(oa |
0

a2

du_ du

"o (
é:o" r(a,B) fodx J i I,(w) ]

=3z, ¢
ok’ ofc B R

() | (VJ (v) (5, (v))av)
y <} I(v) o v))dv
r, T 8 Io A Rn_g ncy ayp gl /l

=1z, ¢z
ok’ oo BEo oy
r#8
stz ¢ 5, IrB)] £ #(s,talr(B))
ok’ ofc Bo’ (s4t)

B

(g, (w)au) |
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g,z z, (@) xap) .
ok’ ofo BEc

2) I, = Cov(X) n'est pas inversible.

Soit N un vecteur gaussien normal a valeurs dans Rn indépendant de

pour tout réel u posons

xu = X + uN Au = A+ uN .

Si u est non nul les covariances FX ’ FA sont inversibles, la premiére
u u

partie de la démonstration montre que Xu vérifie les conclusions du lemme,

de plus

Ty (ayB) = r(a,B) + w o,

On constate alors qu'il suffit de faire tendre u vers zéro pour conclure

identiquement sur X .

Lemme 2.
1 T
S p=y, »alors lim = [ lr@)jaw =0 .
T 0

Démonstration. Elle est immédiate puisque les coefficients de Fourier de r(t)

sont tous nuls.

3. Nous sommes en mesure & présent de démontrer la partie (¥) du théoréme (a).

1ére Etape : Soient pour tout B élément de £ ,

T
G = fpheB: tir: %J‘O | PX(A nT%B) - PX(A).PX,(B)]du =0} ,
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et pour tout A élément de B ,

T
qg ={BeB: %‘_1: %Io IPX(A n T B) - Px(A).Px(B)ldu =0} .

Nous montrons que QB et Qg sont des classes monotones. Il suffit d’établir
que QB est une classe monotone puisque la transformation T est inversible.
Soient (An) une suite d'éléments de Q, de limite A dans B . Alors pour

tout réel u et tout entier n ,

(1) |r(an T™V8) - P, (A) P (B)| < [Py (&N 7%8) - P (A, N 778)|

+ |Bp(a, N T™B) - Pe(8,) By (B)]

+

|PX(A).PX(B) - Px(An).PX(B)I.

P1 + P2 + P3 .

Soit ¢ >0 , pour tout n assez grand nous avons

P, = [P (an T™B) - P (A, N TB)| < P ((an T™%8) A (a,n17B) ,
sP(anaa)+ PX(T""“B A TYB) s £,
IR NOBRLEYNES S

d'ou .
P1+P3$e

Intégrant chaque membre de (1) par rapport a 7!

I[O,T](t)dt , il vient
pour tout n assez grand fixé |,
1T 1
I3 - 14 -
(1) = 7 j‘o [P (an T7B) - Py(A) P, (B)|au

T .
Se+x fo 258y 0 T78) - y(a)) By (B)|au
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d'ou puisque An appartient QB ’

0<1Iim v(T) s¢
T

Mais ¢ > O est arbitraire, par conséquent lim y(T) = 0 . Donc A appartient
T
a G , et QB est une classe monotone, il en est de mé&me pour Qé compte
B

tenu de la remarque faite au début.

2éme Etape : QB >C , Q; o¢ , od (¢ est la semi algébre des cylindres C
-m R WM W O m =

mesurables définis par

C= MC , o0 C =R sauf pour un ensemble fini d'indices ¢ C) ,
t€R

et r C, = (fa,p[[ , ou

= 1
t€e(C)

a = (at , t€e(C)) sb= (bt , t € ¢(C)) .

Soient C et D deux éléments de ( de bases respectives T = [[a,b[[ ,
A = [[c,d([ , on supposera dans toute la suite que les nombres a ., b, , C. 4.
sont finis et tous distincts, ce qui puisque Q; ’ (resp. QB) est une classe

monotone suffit pour conclure.

En vertu du lemme 1, pour tout réel u tel que

Tu(e(D)) ne()=¢ ,

B(w) = [P (c n T D) - P, (C).Ry(D)|
= |p{ (x(t), t€e(C)) €r, (X(st) , s € ¢(D)) €2}
- B[ (x(t),t € () € T}.P{ (X(s),s € ¢(D)) € 4} |
<3 sé:e ) |r(s-t +)| n(s,t) ,

t€e(C
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ol pour tout s et t ,

1
1 2
h(s,t) = [ by oot , (@ (cgrair(s-t+u)))ar .
0 s s t 7t
Mais pour tout réel x £ ¥y ,

0 < f(x,y) = Sup Q(X'Yyp) <o ,
-1<p<

Les nombres a bt ’ cS ’ dS sont tous distincts par hypothése, On déduit
de la relation précédente qu'il existe une constante X = K(I',A) positive finie,

telle que pour tout u assez grand (u > uo) ,

(@) B $X I |r(aw)] .
a=s-t
See(C)
t€e(D)

D'ou,

1 T ’ 1 T
(3) [ s@as<x’ £ [ |r(ew)|a .
0 t 0

a=s~
Sﬁegc)
t€e D)
Finalement, & 1'aide du lemme 2,
1 T =

(4) 1lim ?j‘ [pg(cnr YD) - Py(C) Py (D)|au = 0 .

T 0
Ainsi pour tous éléments C, D de c

!’

QD 2C QC °C .
A l'aide de la proprosition I-4-2 de (%) y On en déduit que
7 - ’ _
5)r Gy =Q;=8 .

Cela entrafne pour tout élément A, B de B8

(*) J. Neveu. Bases Math. du Calcul des Probabilités (Masson, (1964)).



(6) Gy=0,=8 .

Par conséquent, le processus X est faiblement mélangeant, il est donc

ergodique,ce qui achéve la démonstration,

Nous déduisons de ce résultat le

COROLLAIRE

Soit x(t) , t € R, (ou R) , un processus gaussien stationnaire centré

séparable ergodique. Alors pour toutes g,o : R+ - R+ croissantes continues telles

gue lim g(t) == et taut s>0 ,

t-
1) P Tom MsSsST: Xws) >9(s) | copseny =1
T g(T)

]
-
-

2) P{lim AMs s s T X(oys) > gs)) _ Const. )
T g(T)

AMs s <T: X(ws) < gs))

3) P{ Tim = Const.} =1 ,
T (1)

4) P{lin A5 ss<T: Xws) < gfs)) - Comst.} =1 .
T g(T)

ou ) est la mesure de Lebesgue.

Démonstration :
== =m B BE B R K

Quitte a prolonger en loi X sur R , on suppose que X est défini sur
tout R . Soit alors 8(X) = {RR y ® B(Rt) , X(P) = n} 1l'espace de probabilité
t€R

canonique de X .
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Notons aussi pour tout f : R- R ,

- 8 = T1 , (T1(f) =Ff o 71) ’
- A@(f) ={t réel: £(t) > o(t)}

- T la translation par k .

Alors pour tout intervalle non vide I , tout f : R =R

(1 (e (Dn Ae08)
d'ou pour tout S <T ,
(2) x(Acp(f) n [s,7]) < x(Aq,(e(f)) nCs,t]) +1 .

Notons pour simplifier

x(Aq)(f) n [s,1])

- L(£,s,T) =
g(T)

x(A;(f) n [s,17)

- A(f,S,T) g(T) .

Nous avons, & partir de (2)

{3) 1im L(£,s,T) < 1im L(8(£),s,T) ,
T T

lim L(£,s,T) s lim L(8(£),s,T) ,
T Tero

(4) 1im A(£,s,T) = Tim A(8(£),s,T) ,
T T

lim A(£,5,T) = lim A(e(£),s,T) .
T T~

Posons maintenant pour tout g = 0O y S>0 ,
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(s) B S:{f: lim L(£,5,T) >a } ,
Ay T
c S={f: lim L(£,5,T) >a } ,
Ay T
D S={f: 1im A(£,8,T) >a }
@ T+
E s = { £ 3 lim A(f,S,T) >« } .
oy T—o
-1 -1
(3) et (4) montrent que, 8(B)cB , 8(c)cc , & (D)<D , 6 (E)CE ,

mais puisque

n(B) = m(6(B)) , (de méme pour C , D et E ) .

Ces ensembles sont invariants. Or X est ergodique. Par conséquent
leurs probabilités ne peuveat &tre que O ou 1 , pour “out @ =0 , ce qui

permet de conclure au résultat.
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