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Séminaire de Probabilités

Volume XIV
ANNONGABILITE DkS TEMPS PREVISIBLES :

DEUX CONTRE-EXEMPLES

par M. Emery

11 est bien connu (Probabilités et Potentiel, 2° édition, chap. 4) que

tout temps prévisible sur un espace filtré (Q,E,P,(Ft) ) est annoncé presque

t20

sirement par une suite de temps prévisibles. Il s'agit 13 d'un résultat de
nature probabiliste, dont la démonstration utilise la théorie de la mesure.
Nous allons montrer sur un exemple que ceci devient faux dans un cadre "algé-

brique " (Q,E,(Et) ) oii, faute de probabilité, on ne dispose pas d'ensembles

120
négligeables ol fourrer les w trop génants : Il existe des temps annongables
que n'annonce aucune suite de temps prévisibles ; il existe des temps prévi-
sibles non annongables.

On prend pour 2 le sous-ensemble de RY formé des suites (tn)n>0

strictement croissantes, telles que t.=0 , et convergentes (dans ]R+); clest

0
un borélien de ]R]N 3 on note E la tribu borélienne sur Q . Pour

W= (to, eos 'tn' vee) € Q ,
on pose Tn(w) =t et Nw) = lgm Tn(w) . (On peut s'imaginer Q comme 1'espace
des trajectoires possibles d'un processus de comptage & temps d'explosion
fini ; Tn est le n° temps de saut et T l'instant d'explosion.) Pour tout w

de 2 , on note Dn(w) le vecteur de R™!

(To(w), ces ,Tn(w)) ; une fonction
U sur Q sera notée indifféremment U(w) ou U(TO, cee oIy ees ) ; si Uest
borélienne, on l'appellera aussi, par abus de language, variable aléatoire,

Pour t20 , on appelle 1_1‘1‘;’ la sous-tribu de E engendrée par toutes les
fonctions (Tnl\t) quand n décrit IN. La filtration (1:1;)= (I;‘:_._) est continue
& droite, les T sont des temps d'arrét de (F.:t) et Fe=F, .

On se garde bien de définir une probabilité sur Q .

Voici d'abord une description explicite des filtrations (Fg) et (F,).
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PROPOSITION 1. a) Soit S un temps d'arrét >0 de (1_?;) . Une variable aléatoire

U est .Fg—mesura.ble si et seulement si pour tout n, U ne dépend que de Dn sur

{ T, <SsT ., b

b) Soit S un temps d'arrét de (F_‘t) . Une variable aléatoire U est F. -mesura-

ble si et seulement si, pour tout n, U ne dépend que de Dn sur {Tn__<_S<Tn+l} .

¢) En particulier, pour tout n, les trois tribus r(To, vee ,Tn) v Fpo_ et
‘ET sont _égales. *

? La démonstration de cette proposition n'offre guére d'intérét ; nous
la rejettons en appendice.
REMARQUES. 1) Le a) appliqué 4 U=S entraine que T .1 ©St d'une certaine
manidre inaccessible. En effet, si S est un temps d'arrét de (1:1‘:‘) — ou
a fortiori un temps prévisible de (I;‘t) — sur {SzTn+1} » S ne dépend que de
Dn , et 1'égalité S='I‘n+1 a lieu "par hasard".

2) Pour tout temps d'arrét S de (E;) , S ne dépend que de D sur
{ ’I‘n<Sng+l} ; mais cette propriété ne caractérise pas les temps d'arrét.
Elle est en effet vérifiée par la variable aléatoire S qui vaut Tn+ lsin

est le plus grand entier tel que Tn+ 2 ’I‘n+ 1 et qui vaut T s'il n'existe

1
aucun tel entier ; cependant S n'est pas un temps d'arrét. On pourrait faire

une remarque analogue relativement & la filtration (Et) .

PREMIER CONTRE-EXENPLE

Nous allons voir que le temps prévisible T, annoncé par la suite (Tn),
n'est annoncé par aucune suite de temps prévisibles. Comme les tribus prévisi-
bles associées aux filtrations (l;‘;') et (gt) sont les mémes (Probabilités et
Potentiel, IV 61 b), c'est une conséquence de la proposition suivante:

PROPOSITION 2. Soit S un temps d'arrét de (gg) strictement antérieur 4 T .

Alors S=0 .
Démonstration. Elle se fait par l'absurde, en supposant S;{ 0 (et donc, Fa

étant dégénérée, S> 0 partout). Pour tout w€Q, on peut définir un entier

n(w) par Tn(w)(w) < S(w) < Tn(w)+1(w) .
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Remarquons d'abord que, 4 chaque w€ £, on peut associer un w'€Q tel

que Dn(w)(m') = Dn(w)(w) et _que n(w') > n(w).

En effet, il suffit de choisir w' tel

w
que, en posant n=n(w), 1l'on ait
o ) o '
o y i Dn(w ) Dn(w) et Tn+1(w )<S(w)e On a
T, T, T4 S alors rrml(<,>')<s(<.>') (d'od n(w')>n),

car sinon w et w' seraient dans {Tn<S§Tn+1} , et la proposition l.a) applie
quée 3 U=S donnerait S(w)=S(w'), d'oll 1'on tirerait
= [} ' .
S(w) = s(w') g Tn+1(w ) < s(w)
On choisit maintenant un Wo dans Q et on itdre la construction ci-
dessus, Ceci fournit une suite (wk) telle que n(wk) 2 k et que
Dn(wk)(wk+l) = Dn(wk)(uk) '
donc que Dk(wk) = Dk(wk-o-l) . Les w_se recollent en un w€Q tel que, pour tout
= - A
k, Dk(w) Dk(wk) L'événement {S;Tk} est dans ETk
de D (proposition l.c). Réalisé pour @ (car n(wk)gk), il 1'est aussi pour

y i1 ne dépend donc que.

w, d'oli, pour tout k, S(w);'l‘k(w) . On en tire S(w)a™w) , ce qui contredit

1'hypothése., wm '

DEUXIEME CONTRE-EXENMPLE

Maintenant, un exemple de temps prévisible non annongable. Intuiti-
vement, il n'est pas difficile de se convaincre que T+I{T€ &} n'est pas
annongable ; toute la pathologie est en fait déja présente pour T+ I{T; 1} °
(I1 n'y a en réalité dans tout ceci aucune pathologie ; c'est au contraire le
théoréme d'annongabilité p.s. qui est surprenant!)

PROPOSITION 3. Le temps prévisible T+I{T2 1} n'est annoncé par aucune suite

de temps d'arrét de (Et) .
Démonstration. I1 est prévisible car c'est l'infimum des deux temps prévisi-
bles T+ 1 et T{T<1} .

Supposons qu'une suite (Sn) de temps d'arrét de (Et) annonce le temps

T+I{T; 1} Nous allons effectuer une construction fournissant un w tel que
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sup Sn(w) sl et T(w)=1, ce qui est contradictoire.

Soit t <tl< eee une suite qui croit vers 1.

0
Wy ‘
) . —_— ]
| (]
“ | i ,
' []
) I {
W T ; : i i i
t T s T 1 T S T % T s T
(o] ny m, no+l 1 n, m, nl+l 2 n, ‘m, n2+1

I1 existe w €Q tel que t, < T(wo)< 1 . Comme les suites Sn(wo) et
Tn(wo) croissent vers T(wo), il existe n >0 et m 2 0 tels que

ty < Tno(wo) s Smo(wo) < Tno+1(w0) <1l .

Puis il existe w, tel que tl<T(ul)< 1 et que Dno+l(w1)-D (wo) .

no-l-l

Comme les suites Sn(wl) et Tn(wl) croissent vers T(ml)>t1 , il existe n,>n

1"70

et m1>mo tels que

t, < T (wl) sS, (wl) <T, +1(w1) <1l .
1 1 1
Puis on recommence... Il existe ainsi une suite (wk) dans Q et deux

suites strictement croissantes (nk) et (mk) dans IN telles que
D (4) =D (W) s
nk_1+1 “ nk_1+l “k-1
t < Tnk(wk) £ Smk(uk) < Tnk+l(wk) <1l .
Les w, se recollent en un wW€Q tel que, pour tout k, an+1(w)=])nk+1(wk).

et 1, d'oi Mw) = 1.

En particulier, Tnk(w) = Tnk(wk) est compris entre %,

L'événement {S < T } est dans F , i1 ne dépend donc que de D
me Myt =Th 41 e+l
n, +
Etant réalisé pour W il 1'est pour w, d'ol Sm (w) <T +1(w) <1l, et

k
lim Sm(w) Sl. ==
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APPENDICE

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1

t.

1) Pour t>0 et U fonction FP-mesurable, U ne dépend que de D sur {Tn<t sT

La fonction U peut s'écrire u('I‘OAt, cee s Tnty oo ) ; donc sur

1'ensemble {Tn<t§Tn+1} U= u(TO, cee aT bty oee ) ¢ -

n+l

1°'%) Pour +2 0 et U fonction F
}.

Quand e décroft vers zéro, A_ = {Tn<t +s;'1‘n+1} N A croft vers A.

-mesurable, U ne dépend que de Dn sur A =

t

{Tn gt< Tn+1

Comme U est E:_H_;-mesurable, il existe d'aprés 1) des fonctions u, sur IRm'1

telles que, sur Ae y U= ue"Dn « En posant u = lim supk ul/k , on a alors

U = ueD sur A . —
n

2) Soit S un temps d'arrét > 0 de (F) , U une fonction Fg-mesurable. Sur

{Tn< S§Tn+l} , U ne dépend que de Dn .
Soient w et w' dans {Tn<S§Tn+l} tels que Dn(w) = Dn(w') . On pose
%+ = inf(S(w),S(w')) . Sur {Tn<t§Tn+l} (qui contient les deux points w et w'),
1'événement {S<t} ne dépend que de D (point 1) ci-dessus). Réalisé pour
1'un des deux, il 1'est pour l'autre ; donc S(w) = S(w') . Puis UI{Sgt} ,
qui est FP-mesurable, prend, toujours grice a 1), la méme valeur en w et w',

11
d'oll U(w) = U(w') o ==

2b1s

) Soient S un temps d'arrét de (li‘t) y U une fonction Fy-mesurable. Sur

{r ss<7 .}, Une dépend que de D .

L'argument est tout-3-fait analogue au précédent.

3) Soient S un temps d'arrét > O de (E’:) et U une variable aléatoire ne

o
dépendant que de Dn sur {.Tn<S§’I‘n+l} « Alors U est gs—mesurable.

En effet, 1l'hypothése entraine
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1
U - U(T S, oee ,TnAs,sd.-E,s%,s%, ver )

néo I{'I'HAS <S,T ,aS= s}

+ U Ly, T aS<s}

Donc U est fonction borélienne de S et des TnaS ; il reste & vérifier que
TnAS est Ii‘g-mesurable. Ceci résulte de ce que, pour tout t,

(T,88) I(g g = ((Tat)a(Sat)) I(g

est Ft°-mesurab1e . -

Bbls) Soient S un temps d'arrét de (‘Et) et U une variable aléatoire ne dépen-

dant que de D_ sur {T_gS<T .} . Alors U est F-mesurable.
n— ""n*< n+l —_— " — = ————
L'argument précédent se simplifie un peu car les 'I‘n sont des temps

d'arrét de (Ii‘t) .

4) Pour tout n, les trois tribus q-(To, ,‘I‘n) y Fp _ et F sont égales.
. n n

Tout temps d'arrét S est toujours Es_—mesurable ; de 13

T(T ., oo ,Tn) = F e F .

o’ T - =T
n n

Le point 2bls) appliqué a § = T entraine F, < v'(To, ces ,Tn) . -
“'n



