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SUR LA DERIVATION DES INTEGRALES STOCHASTIQUES

CH. YOEURP

D. Isaacson ([Z]) a montré, en 1969, le résultat suivant :

Soient un mouvement brownien (Bt) et un processus continu prévisible (¢t)
t
tel que J ¢§ds < o, pour tout t. Alors, pour chaque t fixé, le rapport
0
t+e
Jt ¢SdBS
g converge en probabilité vers ¢t’ quand € + 0.
t+e Tt

L'objet de cet article est de montrer que 1'on ne peut pas, en général, étendre

cette propriété a une martingale continue quelconque. Nous remercions ici
P.A. Meyer et M. Yor pour leurs discussions fructueuses sur ce travail.

Soit B = (Bt) un mouvement brownien par rapport a sa filtration naturelle
ﬁI:;), défini sur 1'espace de probabilité (R, t’P)’ vérifiant les conditions
habituelles.

Nous allons construire une martingale continue changée de temps de B, qui ne
posséde pas la propriété de "dérivation".

Pour chaque n > 1, définissons :

1 1
R Inf{t>ﬁ/|Bt| =5

n

n

o si{+} =0
On a le lemme suivant :

Lemme 1 :

(R,) est une suite de t.a. tendant vers 0 en probabilité.

Démonstration :

) ) 1 B
Soit Dl/n = Inf{t > n/ B, = 0}

= si {<} =0
Puisque 0 est un point d'accumulation des zéros de B, (D%/ ) est une suite
n

de t.a. tendant p.s. vers 0. Comme on a R, < D%/ sur 1'ensemble
n

{[Bll 3.%3 dont la probabilité tend vers 1, on en conclut que R, converge

n I+
vers 0 en probabilite.
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Quitte a extraire une sous suite, on peut supposer que (Rn) converge vers 0
p.s.. Rendons cette suite décroissante, en posant :

Sn = RlAR2 A...ARnl\l.

La prochaine étape est la construction d'un changement de temps continu (rt)

tel que Ty =S,. Pour cela, nous avons besoin d'une extension immédiate d'un

Temme d'Emgry (1] :

Lemme 2 :

Soient a et b deux réels tels que a < b, et SetS' deux t.a. prévisibles
tels que S < S'.

IT existe un processus continu adpaté strictement croissant (At) tel que

Ag = a, et sur {S<S'}, AS' = b.

On applique le lemme 2 & la suite de t.a. prévisibles (car ce sont des t.a. du
mouvement brownien) (Sn) construite précédemment :

pour n> 1, il existe (Ag), processus continu adapté strictement croissant

e 1 no.l
verifiant Al = <, et sur {S_ ., <S 3}, Al =
Sn+1 n+1 n+l n Sn n
Posons : A, = 1 ATI +1
t n>1 t [[Sn+1’srﬂ Hsl’m[I

C'est un processus adapté strictement croissant. Son inverse a droite (rt)
définit donc un changement de temps continu tel que Tl/ = Sn. La formule de
n

changement de variables nous permet d'écrire :

1 T
J/"B dB J/“Bds
Ts S

S

0 s o 1 )
B - B T2 'Vt B
Tl/n Tl/n 1/n Tl/
S
L _on
AL
n
Au second membre de la derniére égalite, BS converge vers 0 p.s., mais
s n
B-n—— ne converge pas vers 0 en probabilité, d'aprés les définitions de Sn et de Rn'

n
On en conclut donc que Ta martingale continue (BTt)t€[0,1] répond a la

question.
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Remarque 1 :
Etant donnés un mouvement brownien (B

t

et un processus prévisible continu

t
2 =
¢Sds < o, pour tout t, est-ce-que Mt = jo ¢Sst est

)
(¢t) tel que J

0
1'unique martingale, & une constante additive prés, telle que la Timite en

M
probabilite, quand e > 0, de G-t soit égale & 44> pour tout t?

La réponse a cette question est affirmative, si on travaille relativement & la
filtration naturelle de (Bt)' En effet, toute martingale peut s'écrire comme

intégrale stochastique par rapport a (Bt)’ a une constante additive prés.

2. On étudie ici les "dérivées partielles" des intégrales stochastiques par rapport
& un mouvement brownien dans R". Pour ne pas compliquer les choses, on fait les

calculs dans R2 seulement, mais les résultats s'étendent au cas ol n est
quelconque.

Soit Z = (X,Y) un (fﬁ;) mouvement brownien dans RZ, c'est-a-dire :

X = (Xt) et Y = (Yt) sont deux (Qﬁl) mouvements browniens réels indépendants,
et soit H = (¢,¥) un processus CST;) prévisible continu tel que

Jt(¢§ + wg)ds < =, pour tout t. Notons M 1'intégrale stochastique de H par
0

t t
rapport a Z : Mt = J ¢SdXS + f Y. dY_. Désignons par R et S deux v.a. gaus-
0 0 'S S

siennes, centrées, réduites, indépendantes entre elles, et indépendantes de

(95¥)-

Posons :
Jt+e rt+e
¢ _dX Y dY
Jo MM Jy ST Jg s )
Keee Xt K™ Kere Xt
It+e t+e
¢_dX f v_dY
2 tee M t s s s s
be = Y, S Y, Y.t Yy
t+te 't t+e 't tte 't
1

2_, R
D =tp5t ¥y

On ? le résultat suivant qui avait &té aussi obtenu par Yor, mais il ne 1'a pas
publié.



252

Proposition I :
1,2 . 1,2
Le couple (Ae,Ae) converge en loi vers (D7,D%), quand e tend vers O.

Démonstration :

A cette fin, on utilise les transformées de Fourier. On va montrer que :

iraleiual iaDY4+4un?
limE(e ¢ %) =E(e )
>0

pour tout (A,u)eRZ. On peut écrire :

t+e t+e
f (05704 )dXg J Wsvedda r vy v 7 Def.
RIREE t tie | UC 1
= XX, Y TX =X e Y X, T % T b
t+e 't t+e 7t - t+e "t

t+e t+e
]’j (05704 ) dXg J W 1 ox x D&f.
0 = [Py *tvﬁ log vy b = e
€ tee 't t+e bl et
Puisque le couple (Xt+€ Yt+e'Yt) est indépendant de QF; il est facile
de voir que (be,be) et (D ,Dz) ont méme loi. On a donc pour tout (A,U)GIg
inl+ il iaDL4iup? nal+iual+irgleiub? ixblrinb?
E(e €) - E(e ) = E(e © £ f) - Ee )
Nbl+iub?  iral+ina®
= E(e Ele -y
D'od
iAAé+iuA§ iADl+iuD2 ixa2+iua§
[E(e ) - E(e ) < E(le - 1)

D'autre part, en reprenant le méme raisonnement que celui de Isaacson [2], on
voit sans difficulté que ai et ag tendent vers 0 en probabilité, quand
€ > 0. I1 en résulte que Te second membre de 1'inégalité ci-dessus converge

vers 0, quand ¢ > 0. D'ol le résultat désire. b

Remarque 2 :
Si 1'on fait 1'hypothése que, pour t fixé :

t+e
tin L 00 )

=0
>0
t+e ( ) 2
1im —-E(J Y.-p.)ds) = 0
€0 st
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les mémes calculs que ceux de Zabczyk [3] montrent que ai et ag convergent
vers 0 dans LP, pour tout pe]O,%[. o

On peut se demander si a partir du "vecteur gradient" (DI,DZ), on peut remon-
ter & (¢,¥), ce qui était évidemment vrai dans le cas uni-dimensionnel. Ici, il
se trouve qu'il y a une perte d'information dans les "dérivées partielles" et

qu'on ne peut pas obtenir la loi de (¢,y) a partir de celle de (Dl,Dz). En

2
effet, D = % D1 et le systéme d'équations :
S _ 41
btV gD
R _n2
bpstvg =D
est "indéterming".
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