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J. JACOD et J. MEMIN

1 - INTRODUCTION

Récemment KABANOV, LIPTZER et SHIRIAYEV [4] ont présenté une appli-
cation remarquable de la formule exponentielle de Doléans-Dade a 1'étu-~
de des limites de processus ponctuels: pour chaque neXN on considére

un processus ponctuel N de compensateur prévisible A" sur 1l'espace
probabilisé filtrée (2, F,F*,P"). Si A® est déterministe et si
(1.1) Az —Eé—> A:) (-JZ—; signifie: converge en loi)

n2 < ® 2
(1.2) 2ot AT —— 2 _ (aA)

pour tout t>0, alors (Nr,clq-,...,Nrtl )—”L> (N? ,...,N?) pour tous
t1< t2< ..<tm . Lorsqu'en plus le pgocessus AD est con%inu, la condi=-
tion (1.1) est suffisante (dans ce cas, le résultat était déja connu:
voir BROWN [11]).

L'article de Kabanov, Liptzer et Shiriayev nous semble intéressant
surtout pour deux raisons: d'une part par l'utilisation astucieuse des
exponentielles de Doléans-Dade ¢(a") ; d'autre part par 1'étude de la
convergence des £(A") vers £(A®) : contrairement & ce qu'on pourrait
penser a-priori, ce dernier point est assez délicat, et il faut travail-
ler un peu pour obtenir que ‘Z(An)t——g——>‘€(Aw)t a partir de (1.1) et
(1.2).

Nous nous proposons d'exposer ici la méthode de {41, dans un cadre
plus général, celui de la convergence d'une suite de semimartingales x°
vers un processus a accroissements indépendants X® : noter que ci-dessus,
N®

ministe.

est un processus a accroissements indépendants puisque A® est déter-

Le théoréme "général" de convergence des lois fini-dimensionnelles de

n ® . , , , R .
X% vers X® est énoncé au §2 et démontré au 93: ce théoréme s'exprime

en termes de convergence en loi de certaines exponentielles de Doléans-
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Dade de processus a variation finie. Nous indiquons aussi, sans démbns-
tration, comment on peut renforcer légérement les conditions de fagon a
obtenir la convergence des lois des X" vers la loi de Xa), pour la
topologie de Skorokhod.

Dans le §4 nous étudions en détails des conditions assurant que ¥(A")
converge vers Z(Aaﬁ lorsque A" et A%® sont des processus a variation
finie: il s'agit d'une étude purement déterministe. Nous montroms notam-

ment que l'application
-Aa

a
am> ¥(a) définie par f(a)t =e U7 (1 +2a)e

o<s=t

sur l'espace des fonctions croissantes continues a droite positives est

continue pour la restriction & cet espace de la topologie de Skorokhod.

Enfin, les conditions assurant la validité du théoréme '"général"
semblant a-priori difficiles a vérifier, nous consacrons le §5 a divers
exemples pour lesquels les conditions ont une allure plus "concréte",
mais qui néanmoins restent suffisemment généraux pour couvrir de nombreu-
ses applications.

2 -LE THEOREME DE CONVERGENCE

Pour toutes les motions sur les martingales, semimartingales et mesu-
res aléatoires, nous renvoyons & [21 et (7]. Rappelons cependant le con-
cept de caractéristiques locales d'une semimartingale, concept qui occu-

pe une place centrale dans ce qui suit.

i
Soit X=(X )iﬁd

probabilisé filtré (Q,F,F,P), et supposons que X;=0. On associe

une semimartingale d-dimensionnelle sur l'espace

d'abord & X 1la mesure aléatoire de ses sauts, définie sur Zm+xlfi par

= €
(2.1) p(ds,dx) = Zt>OI{AXt£O} (t,Axt)(ds,dx),
ou Ea est la mesure de Dirac au point a . Soit
v
(2.2) X, = 2 X1

s<t s UAXS|>1}'

Le triplet (B,C,v) des caractéristiques locales de X est alors défini

comme suit:

- B::(Bi)i<d est l'unique processus prévisible a variation finie

nul en O tel que X-—ﬁ-—B soit une martingale locale d-dimension-
-nelle;
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- C= (Ci'j avec ctd 2 <(Xi)c,(XJ)c>;

)i,jsd ’
- Vv est la mesure aléatoire sur ]R+)<]Rd , projection prévisible

duale de P

Si W est une fonction sur ILxI? ZRd , on note Wxp le processus
Wrpy = )EO t] nuip(ds dx)W(s,x) , quand cette expression a un sens. On
définit de méme WxY, Si W est mesurable par rapport a PQR (P =
tribu prévisible sur .QAB+) , on note Wx(p-v) 1l'intégrale stochasti-
que, lorsqu'elle existe, de W par rapport & la mesure aléatoire-mar-
tingale p- v: c'est l'unique martingale somme compensée de sauts telle
que

olWrp-0)], = [prlisheaou(e,n) - folistaxnte,o .

Avec ces notations, remarquons qu'on a:

(2.3) X = (XI{|x r71})*r- (par abus de notation, on note f(x)
la fonction: (w,t,x) A~—> f(x) sur SlxIR+v]Rd)
c v
(2.4) X = X" + (xI“xlél})*()«-V) + B+ X
(2.5) - (lea/\l)*x7 est un processus croissant prévisible fini
(2.6) AB_ = /)({s}xdx) XIHX l<1)"

Terminons enfin ces préliminaires en rappelant que l'exponentielle
¥(Y) de la semimartingale réelle Y nulle em O est définie par
1 _.¢ ,¢ -4
(2.7) BY), = exp(Y, - 5<Y%,¥%) ]Tsst (@ +2a¥)e J.

Aprés ces rappels, nous pouvons aborder le probléme qui nous occupera
dans le reste de cet article. Pour chaque neN on considére un espace
probabilisé filtré (Q F Fnl p" ) muni d'une semimartingale d-dimension-
nelle X™= (x™’ telle que X2 =0, et on note (Bn,Cn,vn) les ca~

Yica aue %,
ractéristiques locales de X . On introduit les processus suivants:

(2.8) F* = igd[c“’11 + v(B™ T+ (x| 2 A1)*v"
n _ 1 i.jsn,1iJ in,i
(2.9) A"(A,b) = ZZi,jsdm)c +Zi£dma’
AX n .,
1= P T x 20y

dans ces formules, V(Bn’i) désigne le processus variation de Bn’i, on

a be[l,m[, ’)\z()i)isde]Rd, et 'Ax:Ziéd’xixi si x=(xi)1£d.



230

Ces processus sont En-prévisibles réels, F° est croissant et A"(2,b)
est a variation finie.

On considéere aussi une partie dense D de ]R+ , fixée une fois pour
toutes.

(2.10) HYPOTHESE: (B®,c®,v®) est déterministe, ce qui équivaut a dire
que X® est un processus a accroissements indépendants sur l'espace
(ﬁm,g‘m,gw,Pm) . Dams ce cas, F® et A®(),b) sont déterministes.

(2.11) HYPOTHESE: Pour tous t>0, €»0, on a
n n
2 -
lim 4o lim sup g P [I{|x\>b}*"t 28] = 0.
(2.12) HYPOTHESE: Pour tout t>0 il existe K€]R+ avec

. nr.n
lim y e P [thxj = 0.
(2.13) HYPOTHESE: Il existe une suite (bq) de réels croissant vers +mo,

telle que pour tous qelN, e RY , teD, on ait:

A0 ,5 ), —X AT,

Nous nous proposons de montrer le théoreme suivant:

(2.14) THEOREME: Sous les hypothéses (2.10), (2.11), (2.12) et (2.13),
n n X @® @®
pour tous t,l,..,tmGD on a: (xt’l’“”xtm) —>(Xt1,...,X ).

t
m

L'un des avantages des hypothéses précédentes est qu'elles s'expriment
entiérement en fonction des caractéristiques locales des x*. Cependant
i1 est intéressant de donner une condition équivalente & (2.11), dans le

lemme suivant qui sera démontré au §$3:

(2.15) LEMME: On a (2.11) si et seulement si pour tout t>0, on a

n n
limy g lim sup 40 P [ds<t avec |AX_|>b] = O.

Si les hypothéses (2.10), (2.11) et (2.12) somt faciles & comprendre
et en général a vérifier, i1l n'en est pas du tout de méme de (2.13): nous

verrons au {5 diverses conditions impliquant (2.13).

Introduisons enfin une derniére hypothése.
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(2.16) HYPOTHESE: Pour tout neN il existe un processus croissant fini
Fl-prévisible G" sur (0°,F",F",P") tel que

(1) G®-F" est croissant;

(11) @®

(iii) on a: teD = Gz—iéeG?;

(iv) ou bien G® est continu, ou bien:

ted —> 2 (AG’;)2 2 (AG‘:)Z

s<t

est déterministe;

s<t
(on peut montrer d'ailleurs que si on a (iii), la seconde condition de

(iv) est impliquée par la premiére).

Remarquons que (2.16) =—= (2.12): prendre K = G:’+1. par exemple.
Dans les divers exemples traités au §5, nous aurons non seulement (2.12),
mais aussi (2.16).

On peut alors montrer le théoréme suivant:

(2.17) THEOREME: Sous les hypothéses (2.10), (2.11), (2.13) et (2.16),
les processus x® convergent en loi vers le processus Xa).

En fait, compte tenu de (2.14), ce théoréme découle de ce que (2.11)
et (2.16) impliquent la relative compacité de la suite de lois X(X"),
pour la topologie étroite des mesures associée a la topologie de Skoro-
khod sur l'espace D([O,aa[ﬁRd) : nous renvoyonsa [31, ou la relative

compacité est montrée sous une condition bien plus gémérale.

3 - DEMONSTRATIONS DE (2.14) et (2.15)

Quitte & prendre le produit tensoriel des espaces filtrés

Uln,gn,zn,Pn) , on peut supposer que tous les processus (Xn) sont

nel
définis sur le méme espace (2,F,F,P), espace sur lequel ils sont indé-
pendants. Dams (2.13), les convergences sont alors des convergences en

probabilité, puisque les limites sont déterministes.

¢a~Le cas borné. Nous allons d'abord montrer (2.14) lorsque les hypo-

théses (2.11) et (2.12) sont remplacées par les hypotheses plus fortes

suivantes:

(3.1) Il existe bel(l,m[ tel que |8X"/<b pour tout nelN, ce
qui équivaut a: I{|xl>b}*\72)=0 pour tout neN .
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(3.2) 11 existe KeR, tel que F:)sl( pour tout neW.

Commengons par un calcul préliminaire. Soit X une semimartingale
d-dimensionnelle nulle en O, & sauts bornés, de caractéristiques loca-
les (B,C \)) s la mesure associée A ses sauts par (2.1) étant notée M
Soit H= (H ) j<d
tude HeX (= Zi
a X.

un processus prévisible borné. On notera comme d'habi-

H:L Xi) l'intégrale stochastique de H par rapport

HeX

La semimartingale Y=e est localement bornée, donc spéciale. Une

application simple de la formule d'Ito et des représentations (2.3) et
(2.4) permet d'obtenir la décomposition canonique de Y :

(3.3) Y = 1 +YeM+ Y ea,

avec

M HoX® + (6™ -2)x(p =)
(3.4) {
A

i

1 . Hx _ v
EC(H) + HeB + (e " =1 HxI”mé,l})* ,

ou C(H) = Zi Jsd(Hiﬂj)'Cij . On a d'aprés (3.4) et (2.6):
sa = X, ubas! +/v({s}xdx)[eﬂx-1-nx1{|xléﬂ]
(3.5) = /v({s}xdx)(eHx-—‘l) .

Comme v({s)x]Rd)s’l s 1l est facile d'en déduire que 1 +4A>0 identi-
quement. La propriété caractéristique de 1l'exponentielle (2.7), et la
relation (3.3), montrent que Y=¥(M+A). Mais alors, comme 71 +44>0,
on sait d'aprés [6] que

(3.6) X - Loga), avec L = f(—i-—

M) est une martingale

1+ AA locale.

Voici encore un lemme prélimimaire, qui étend un résultat de (61:

(3.7) LEMME: Soit A une ensemble de martingales localement de carré in-

tégrable, nulles en O. Si supNeﬁ,.<N,N>msK' » o K'eR_, la famille
de variables (E(N)t :t20, NeWN) est uniformément intégrable.

Démonstration. Soit M = 2N+ [N,NI-<N,N>, On a, d'aprés la formule de
Yor et la formule de [6] déja utilisée ci-dessus:

Z(N)a = f(2N+[N,NI) = ¥(M+<N,N>) = {(ﬁ-ﬁ-mou)?(w,n».
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) AM N _ 1
I1 est facile de vérifier que T &N, N> >~1, donc Z = (1 +A<N,N>'M)

est une martingale locale positive, donc une surmartingale positive. Par
ailleurs |¥(<N,N>)|< exp<N,N> , et on obtient la majoration

N K!

E[f(N)f] < E(Zg e ) < k'

9
d'od le résultat.m

Soit t0=0 et t’l'"(’itmeD avec O<t,l< ...<tm. Soit t=tm.
Soit enfin 91,...,')!“6][% et

m

(3.8) H = 2 N1
P (L
qui est déterministe et borné par a-= msup(i)l’%il . On a
HeX
n t
(3.9) exp() iem ?«ixti) = e .
On associe alors aux processus X% 1les processus Cn(H) , Mn, A" , Lt ,

définis par (3.4) et (3.6).

(3.10) LEMME: (i) Il existe une constante K' telle que ;f(An)s|g K!

pour tous neN, s20.
(ii) La famille de variables (Lg :820,neN) est uniformément inté-

grable.

Démonstration. (i) Comme [Hl< a il est facile de trouver <:e]R:+ tel
que 'leHx-’l-HxI“x‘é,l}lsc()xlz/\’l) si |x)<b. D'aprés (3.1), (3.2)
et (3.4) il existe alors K'eR, tel que V(An)ms LogK' et (i) découle
de ce que

lE(A")s| < Y(V(An))s < exp[V(An)s] < K'.

(i1) Etant donnée la définition (3.4), on a facilement la majoration

3 G H N O DL

Comme en (i), on peut trouver ceR,_ tel que (eHx-’l)as c(|x|2/\ 1) si
|x|{<sb, donc en utilisant encore (3.1) et (3.2) omn peut trouver K'e¢ R,
tel que <Mn,Hn>wéK' . Par ailleurs avec le fait que |H|l<a et (3.1),
ainsi que (3.5), on voit que 1+AAn;e'ab . Donc si Nn=(1+Mn)-1'Mn
on a <Nn,Nn>mseabK' et le résultat découle du lemme (3.7). m

(3.11) LEMME: Avec les hypothéses précédentes, on a

n n X ® @
(xti,...,xtm) ——————9(Xt1,...,xtm).
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Démomnstration. D'aprés (3.6) et (3.10), les variables exp(H-XItl) sont
intégrables pour tout H de la forme (3.8). Etant donné (3.9), il nous
suffit donc de montrer que pour tout H de la forme (3.8), on a

E[exp(HoXE) j N E[exp(H'X?)] .

Le lemme (3.10) implique que les processus L" sont des martingales,
donc E(L?) =71 . D'aprés (3.6) et le fait que f(Am)t est déterministe,
il vient alors

Efexp(H.x])] - Efexp(HexD)] E[L} £(a™) 1 - EQY) 2A%),

E[Ly(eah), - £ ].

Une nouvelle application du lemme (3.10) montre que la suite de varia-
bles (Lz(f(An)t— f(Am)t) :nelN) est uniformément intégrable. Pour
obtemir le résultat il suffit donc de montrer que E(An)t converge en
probabilité vers f(A®) . Mais d'aprés (2.9) et (3.4), on a

m ~ ~
AD = S [A"(%,b) - A"3.,p) ]
s Rrt i*7q s/\ti i’"q Bl\ti_l
Y ¥ = ') .
dés que hq>/b , et en posant S\i %i+ 141 + .. +'Am . On en déduit que

0~
(. m o (AT ,b )ty
t 1=1 ¥(A%(%,,b )
17747t
et le résultat découle de 1l'hypothése (2.13). &

Q-Le cas général. Commengons par démontrer le lemme (2.15). Soit

'rg.—.inf(t: IAXEC1 |>b) . La condition intervenant dans (2.15) s'écrit
n

aussi: limb?co lim SUP; 4 P(rbgt) = 0 pour tout t>0. Le lemme

(2.15) découle alors immédiatement du

(3.12) LEMME: Pour tous nelN, ¢>0,t>0, on a

n
(x>0} ¢ > 8

»€) < (3+1) Plrp<t).

P(zpst) <€ € +P(I

n
P(I{|x|>b}*vt

Démonstration. On considére les deux processus croissants Z= qu|> b]x-/«n
(ou }(n est associé a X® par (2.1)) et %:I“x, >b}ﬂ?n.
temps d'arrét T on a E(Zy) =E(ﬁ,r) . On a aussi {Tgst} = Iztz’l} ,

et 7 est prévisible. D'aprés le théoréme de Lenglart [5] on a alors

Pour tout

pour tout ¢>0:
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Prh<t) = P(Z31) < £+P('itz€)

t

1
€

~ 1 n
P(Z,c/\r,{)1 »¢) < E(Zt/]rlbl) = P(r,<t),

d'ou le résultat.m

Passons maintenant a la preuve de (2.14). Pour tout b>71 on pose
n n n
o)y = Xg - Zg KT {1ax2 | > b}
qui est une semimartingale de caractéristiques locales (Bn’cn’l{lxkb]'vn)'

Soit t,< ty <., <tm=t des points de D. D'aprés (2.12) il existe
KeR, tel que P(F <K)—>0 et que F‘t”sx. Posons
o® = inf(s: F’:>K+1)

Tn n
(o) = X (b)s/\tAo-n‘

Par construction les semimartinéales X%(p) vérifient (3.1), et comme
AF'< d+1 ils vérifient (3.2) avec K+2+d et on a

n
(3.13) lin, 4, PO<t) = 0,

et o®5 t car F:’<K . Remarquons aussi que in(b) vérifie 1'hypothése
(2.10), Enfin si Kn’b'(’/\,b) est associé a X°(b') par (2.9), d'aprés
la forme des caractéristiques locales de x™(b') , donc de X (b'), on a
pour 1<b'<b:

=n,b"'
P (0,0

"

n
A (%’b')s/\t/\a'n .
D'aprés (3.13) et (2.13), on a alors si qu’l:

- Z -
2er?, b2 by» 8D — Z(An’bq(%,b))r—ﬁ ‘E(A"‘”b‘l(a,b))s .
En d'autres termes, les processus (in(bq))neﬁ vérifient toutes les

hypothéses du §a dés que qu’l , et on déduit du lemme (3.11) que

Zn n Z @, Z®,
(3.14) X (bq)t,l""’x (bq)tm) — > (X (bq)tl""’x (bq)tm) .
Enfin d'aprés (3.12) et (3.13), et 1l'hypothése (2.12), pour tout £>0
11 existe noeN et qoe]N tels que

n n
(3.15) nzn , azq, —> P(o” >t,'cbq>t) z1-¢,

Comme in(b)t =X€i pour tout i1<m sur l'ensemble {0'n> t,rg>t}, on

déduit de (3.14) et de (3.15) que
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n 4

(xy ,...,x’t1 )_____>(x:’ yeos, X2
1 m 1

t)’
m

ce qui achéve de prouver le théoréme (2.14).

4 - EXPONENTIELLES DE FONCTIONS CROISSANTES OU A VARIATION FINIE

Dans cette partie, nous abandonnons les probabilités pour ne considé-
rer que des fonctions (déterministes ! ), que nous noterons cependant
toujours An, Bn, .. On note V (resp. V+) l'ensemble des fonctions:
R,— R nulles en O, continues a droite, a variation finie (resp.
croissantes). Si A€V on note V(A) sa fonction variation. On définit
toujours "l'exponentielle" ¥(A) par la formule (2.7), qui devient ici:

A -AA
(4.1) '), = e "M [a+mde °1.

Si les A" sont continus, on a bien-siir ‘E(An),c ——>E’(li.w)t si et
seulement si Al,g -—-)A? . Lorsque les A" ne sont pas continus, la
convergence de Z(An)t vers E(Aw)t est bien plus difficile & établir.
Nous allons en faire une étude relativement systématique.

$a -Un résultat général. On considére d'une part une suite (An)nei
d'éléments de V', d'autre part une partie dense D de R, . Introdui-

sons les hypothéses:

(4.2) teD —p Af — Al .

(4.3) I1 existe des B eV’ tels que B -v(aM eVt et que: t€D =
B — , B®
t t

(4.4) Pour tout t>0 il existe une suite (t(n))nel\l telle que:

@ et teD=—>t(n)<t.

n
t(n) —>t, BAL ) —>2A7,

(4.5) On a (4.4) et, si €>0, si t,

,...,tm,... sont les instants suc-
cessifs ou IAAmI> ¢, et si (tm(n))nelN est la suite associée

& t  par (4.4), on a pour tout t=0:

n
lim SUP fq SUPg ¢ st (n) |aag | =€ .

(4.6) LEMME: Si on a (4.2), (4.3), (4.5), alors: teD — £(A") —> £(4®), .

Démonstration. Soit €e J0,1/2[ et teD. D'aprés (4.5) et quitte a
négliger les petites wvaleurs de n, on peul supposer que \AA2l<’l
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pour tous s<t, sf ti(n) ,neN. On pose (avec les notations de (4.5)):

v

o B
[l

n n
TTi: ti(n)st[(1+AAti(n)) oxp 'Mti(n) ]

B

n n
Zsst, s£ty(n) [AAS - Log(1 +AAS)].

Soit ¢ une constante telle que x-Log(l+x)<celx| si |xl< 3¢/2 (on
peut choisir c¢ indépendamment de £, si ¢<1/2). D'aprés (4.3) et
(4.5) 11 vient

: ®

1lim supn,rm wt < cEBt ,

tandis que W%)O . Par ailleurs E(An)t = Vrtl exp (A:-Wlé) . D'aprés (4.4)

on a V:-————> V? . En utilisant (4.2) et le fait que ¢ est arbitraire-
ment petit, on em déduit que E(A")t——aﬂA“’)t . x

(4.7) LEMME: Supposons que les APeV" vérifient (4.2). Si secD, 8'>s,

on a:
on a n ®
A < DA
A s“lpz-:<r<s' T

lim sup s<rgs’ r =

sup

nlo

Démonstration. Soit a et b 1les membres de droite et de gauche de 1'
inégalité a démontrer. Il existe ume sous-suite (n') de IN et une
suite (tn.') de points de 131s,s'] convergeant vers une limite te({s,s'],

)
telle que L\A.i_'l '—>b. Pour tout ¢>0 il existe u,veD avec
n
sgugt<v, et u<t si s<t, et
® _ ,® _ ® < ¢
Ay Ay Ak I{t>s}

On a tn,e]u,v] si n' est assez grand. D'aprés (4.2) il vient

]
nhy = A“’-Aff f+a

®
u v < £+AAtI

]
t, S {t> s}

n n'
b = 1im(n,)AA " < 11m(n')(Av -A

et comme ¢>0 est arbitraire, ona b<a.m

(4.8) COROLLAIRE: Si les At¢’  veérifient (4.2) et (4.4), ils vérifient
(4.5).

Démonstration. Soit €> 0. On utilise les notations de (4.5), et on pose

-n n
B, = Ap- 2

n
it (st ()

D'aprés (4.4), les (Kn)neil— sont des éléments de V' vérifiamt (4.2).

Comme AA:J <¢ par construction, il suffit d'appliquer le lemme (4.7).m

Nous allons immédiatement en déduire deux résultats sur la convergence

des exponentielles; seul le premier sera utilisé plus loin.
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(4.9) PROPOSITION: Supposons que les A"eV vérifient (4.2) et (4.3),
® soit continu. Alors: teD - 'Z(An)t—»\?(km)t (en fait,

et que B

on peut montrer que dans ce cas, cette convergence a lieu pour tout t>0).

Démonstration. Il est facile de vérifier que les hypotheses entrainent
® ot B® sont continus, les suites
(An) et (Bn) vérifient trivialement (4.4). De plus (Bn) vérifie

(4.5) d'aprés le corollaire (4.8), de sorte que

la continuité de A%® . Comme A

aB" = 0

. n
lim supn,rm sup \AASI < 1lim supn?m supg _, 4By

s<t
(en utilisant la continuité de Bm: donc ti=m pour tout ielN et
tout €>0 dans (4.5)). Donc la suite (An) vérifie (4.5) et le résul-
tat découle du lemme (4.6). ®

(4.10) PROPOSITION: L'application: A m—> ¥(A) de VW dans l'espace

V,I des fonctions croissantes continues 4 droite égales & 1 en O,
est continue pour la restriction de la topologie de Skorokhod sur

D({0,w[;R) & ces espaces.

Démonstration. On sait que la suite de fonctions An converge vers Am
dans vV (resp. V,I) pour la topologie de Skorokhod si et seulement si
elle vérifie (4.2) et (4.4) pour une partie dense D de R, (et dans
ce cas, elle vérifie (4.2) et (4.4) avec D=t :AA?:O} ). Si la suite
(A") d'éléments de V' vérifie (4.2) et (4.4), elle vérifie (4.5)
d'aprés le corollaire (4.8), donc la suite (2(a")) vérifie (4.2) d°
aprés le lemme (4.6). Enfin comme Af(A") = £(a™) Aa™ /(1 +4a®) i1 est
facile d'en déduire que la suite (E(A")) vérifie aussi (4.4), d'od le

résultat.s

§b -Le cas des fonctions croissantes. La condition (4.4) est difficile

a4 vérifier a-priori. Nous allons donc donner des conditioms équivalentes
dans le cas od les A" sont dans V' . On note 6 1'ensemble des fonc-
tions f: ]R+——>]R+ qul sont strictement convexes et vérifient:
£(0) = £'(0) = 0, fY(0) existe et est fini. Soit la condition:

(4.11) teD —» £An]) —> 2 _ £(aaD) .

s<t

(4.12) LEMME: Supposons que les A"el' vérifient (4.2), La suite (a™)
vérifie (4.4) si et seulement si elle vérifie (4.11) pour une fonction

fel, et dans ce cas elle vérifie (4.11) pour toute fonction fe C.
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Démonstration. (a) Soit fe €, et supposons qu'on ait (4.11) pour f.
I1 est évident qu'on a (4.4) pour tout t>0 tel que AA?:O . Suppo-
sons donc que AA?)O . Pour tout nelN il existe um,vmeD avec

® ® ®
w <ts<v ., tedD = t=v , Avm'Aum_AAt < 1/m.

: n

Soit F =n]um,vm]. I1 existe r(m,nl)leFm tel que Mr(m,n) =n

supseFmAAs . Soit a, = 1lim 1nf(n)Mr(m,n) y 3, = 1im sup(n)AAr(m,n) ’
= 5= 5 ' & . B <3 ® i

a=1lim \ta, et a_lim(m)l,am. D'aprés (4.7) on a: &<& <AAP . Soit

aussi KeR_ tel que f(x)st2 si XSA?. D'aprés (4.11) on a

®y ®, _ n
£(847) € Zre me(AAr) = limg, Zre me(AAr) ,
d'ou
® n o 1
f(AAt) < Ka 1lim SUP(y) ZreFmAAr < Ka (AAt + m)

@ n n
£(2A) < lim 1nf(n) f(AAr(m’n)) + lim sup( f(ZséFm’s;ér(m,n)AAs)

< I(gm) + 1im SUp(p) f(A: -2

n
n um-AAr(m,n))

w61
sf(_a_m)+f(AAt+m-gm)
(on applique la convexité, puis la croissance et la continuité de f).

En passant 4 la limite em m, on obtient
£(an) < Kady , £(a87) < f(a) + £(8AF - &) .

Etamt domnée la stricte convexité de f, la seconde inégalité n'est

possible que si a=0 (ce que contredit la premiére inégalité), ou si
a= A® ®
a t t
pour tout qeN il existe k(q)=q tel que

- - @® N
. Comme on a vu que @ <AA_ on a donc a=a=AAS . Par suite

®_ 1 - o 1
Mp =7 < B < () T Mg
. ® n
et il existe 1(q)zq tel que \AAt - AAr(k(q) ’n)\éa/q pour tout

mn3>1(q) . Il reste & poser m(n)=sup(q: nzl(q)) et t(n) =
r(k(m(n)),n) pour obtemir (4.4).

(b) Supposoms inversement qu'on ait (4.4), et soit fe . Soit
¢ €J0,2[ . D'aprés (4.8) om sait que la suite (A") vérifie la condition
(4.5), dont on utilise les motations. Il existe KeIR_ tel que f(x) <
kx® si x<1 . D'aprés (4.5) il vient pour te€D:
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lim sup ) 2o £CAD) < IEETNND I ti(n)étf(AAgi(n)) + K¢ lime A}
= Ty <o PO v READ
< Zay £(2a2) +KEA?

lim inf oy 2. 4 f(AAIsl) z lim 2y, t,(n)=t f(‘Mi:li(n))
= Zi:tist f(AA?i) = Zsetf(AA:))-KaA?

et comme ¢>0 est arbitraire, on a (4.11) pour la fonction f.®

(4.13) COROLLAIRE: Supposons que les A% eV’ vérifient (4.2) et

(4.14) ted —> I, _ (? ——3F_ _ (a®?,

On _a alors: teD -—>f(An)t—> E(Am)t .

Ce corollaire découle immédiatement de (4.6), (4.8) et (4.12), car
£(x) =x2 est dans £, Comme f(x)=x-Log(l+x) est aussl dans ¢,
c'est aussi ume conséquence directe de (4,12) et de la formule (4.1).
(4.15) REMARQUE: Le corollaire (4.13) est démontré par Kabanov, Liptzer
et Shiriayev [4], par ume méthode un peu différente et un peu plus
simple, Cependant la méthode utilisée ici donne quelques informations
supplémentaires:

1) En utilisant 1'équivalence (4.12), on voit que si les A"ecV* wéri-
fient (4.2), on a f(An)t —ﬁ‘Z(A""’)t pour tout teD si et seulement
sl (4.14) est vérifié.

2) Le corollaire (4.13) reste valide si on remplace (4.l4) par

ted —> Z__, (D) ——>3__ (aad)”

s<t s<t

pour um réel « »2 quelconque, M

§c -Le cas des fonctions & variation finie. Dans ce cas, nous allons nous

contenter d'étudier une condition trés particuliére.

(4.16) PROPOSITION: On suppose que les A" el vérifient (4.2), (4.3),

et (4.11) avec les trois fonctions f(x) =x2, = x° s = x* . Alors on a:

ted — £A"), — 2a®), .




241

(ces conditions impliquent aussi qu'on ait (4.11) pour toute fonction
f(x) = 1x|*, avec «x3z2).

. n _ n,2 n _ n,3 n _
Demonstra;izn. Poe:onxsn Cy = Zsst (aa)°, D=2 _ . (8A)° et E, =
Zs<t (AAB) . Les C° sont dans V* et vérifiemt (4.2) et (4.14),
donc (4.4) et (4.5). Soit t>0 et (t(n)) une suite telle que t(n)—>t,
(AA:(D))Z——-; (AA?)Z , et t(n)=t si teD, Si AAI:(n) ne converge
pas vers 28% , quitte a prendre une sous-suite on peut supposer que

n
AAt(n)—> -AA

£ *
=n _.n n . . =n
-n On pose cs=cs°Act(n) I{t(n)ss} , et on définit de m8me D et
E", avec la convention t(w) =t . Il est clair que pour tout se¢D, on
. @h DO =n =® ®,3 =n =
a: C,—>C_, D ,—>D_ +2(AAt) I{tss}’ et E —>E_ . Par

ailleurs on a C2+E"-V(DR)e V" pour tout nelN (car |x3|<x®+x*)
et aCP = Af?:O , donc on doit avoir AD® +2 (AA?)Bz 0. Comme on a

t t
aussi AB?:O par construction, on arrive a ume contradiction, sauf si
MRY =0
t = .
En d'autres termes, on a montré que AAI,:(n) -—AA? . Enfin comme

la suite (C™) vérifie (4.5) on en déduit aisément que (A™) vérifie
également (4.5), et le résultat découle du lemme (4.6).m®

Voici maintenant deux résultats un peu différents, qui ne seront pas
utilisés dans la suite et sont donc énoncés sans démonstration.

(4.17) PROPOSITION: On suppose que APeV stécrit A" =B"-c® avec
B®, c® eV, et que les suites (A"), (B%), (C®) vérifient (4.2) et
(4.14). On a alors: teD — ‘Z(An)t——a E(Am)t .

(4.18) PROPOSITION: On suppose que les A" eV vérifient (4.2), (4.3),
(4.14), et que 4B® =|sA®|. Alors: teD — F(A"), — €a®), .

§d - Retour aux probabilités. Revenons aux probabilités en considérant

pour chaque neX un espace probabilisé (n_n,g‘n,Pn) muni d'un proces-
sus A" a trajectoires dans V., Ce qui précéde s'applique de la manié-

re suivante aux convergences en loi: soit d'abord les conditions:

o L0 X ©
(4.19) teD — At "At

(4.20) Pour chaque neXN il existe un processus croissant B" sur
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(ﬂn,gn,Pn) tel que B" -V(A") soit croissamt et que

teD — B:‘.i_;Bm.

t

n,2 < ®,2
(4.21) teD —> Zsst(AAs) — = Z__, (&)
(4.22) teD — Z__, (aah)° 2, T oy (2420

(4.23) teD — Zgot (AA:)A L; Zset (AACSD)Q

Le théoréme suivant résume alors ce dont nous aurons besoin dans la

suite.

(4.24) THEOREME: On a: teD -_4;\2(1&")t —’;‘y—ﬁ(A“’)t sous chacune des

conditions suivantes:

(1) On a (4.19), (4.20), Aa)gi B® sont déterministes, B® est comtinu.

(1i) On a (4.19), (4.21), les A" somt croissants, A® est détermi-
nistes.,

(i11) On a (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), A® et B® sont
déterministes.

Démonstration. Quitte & prendre le produit des espaces (ﬂP,En,Pn) , on
peut supposer que tous ces processus sont définis sur le mém; espace
(n,g,P) ; les diverses limites étant déterministes, on a donc des con-
vergences en probabilité. Si teD, pour montrer que E(An)t-£§—>Y(Aa5t
il suffit de montrer que de toute sous~-suite (n') on peut extraire une
sous-sous-suite (n") pour laquelle il Y a convergence presue-sfiire,
Quitte 4 restreindre D on peut supposer que D est dénombrable et con-
tient encore t, donc de la sous-suite (n') om extrait une sous-sous-
suite (n") pour laquelle les convergences dans (4.19)-(4.23) sont
presque-sfires. Il suffit alors d'appliquer (4.9) (resp. (4.13), resp.
(4.16)) quand on a (i) (resp. (ii), resp. (iii)).m

5 - QUELQUES EXEMPLES

Dans cette partie nous revenons & la situation du §2, et nous allons
donner diverses conditions portant sur les caractéristiques locales des
X" et assurant qu'on a (2.11), (2.12), (2.13) ou (2.16). Pour simplifier,

on supposera que les X" sont des semimartingales réelles (d=1).

On verra intervenir des conditions du type: K™ (dx) ~z—9 Km(dx), ou

les Kn(w,dx) sont des mesures aléatoires finies sur IR . Cela signifie
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que pour toute fonction continue bornée f sur IR on a

Kn(f)u—g—§ K®(f) . De maniére équivalente, cela signifie auso’ que les
variables aléatoires Ko convergent en loi vers la variable Kan ces
variables prenant leurs valeurs dans l'espace polonais des mesures bor-
nées sur IR muni de la topologie de la convergence étroite: pour se

n XZ,ét ®
—_

rappeler ceci, on écrira: K K™ .

Signalons & ce propos que dans ce cas, si f est une fonction bornée
sur IR, continue sauf en un nombre fini de points XpseesX , OD A
K2 (£) _z._>Km(f) dés que P[Km({xi$)>0]=0 pour tout i=<m.

En particulier, on appliquera les remarques qui préceédent a des mesu-
res K" construites a partir des v, Or, dans la définition mé&me des
caractéristiques locales on voit que les points x=1 et x=-1 jouent
un rdle tout-a-fait particulier. Cela conduit & imposer parfois 1l'hypo-
thése suivante; lorsque (2.10) est vérifiée:

(5.1) HYPOTHESE: On a v ®(R, x{-1,1}) = 0.

(5.2) REMARQUES: 1) L'hypothése (5.1) peut sembler restrictive. En fait
il n'en est rien car si elle n'est pas vérifiée on peut toujours choisir
un a>1 tel que Vm(IR+x{-a,a}) =0 . On considére les processus

X" =x®/a, qui admettent les caractéristiques locales B" = B"/a +

Th=c, et Y™(10,t1x4) = (0,41 ax)T,X) . De
vérifie (5.1). Enfin la conclusion du théoréme (2.14)

(resp. (2.17)) est valable pour les X" si et seulement si elle est va-

X n
al{1 < \x|sa}*y ’

plus e

lable pour les ™: on peut donc remplacer dans ce qui suit x° par fn.

2) En fait l'introduction de l'hypothése (5.1) est due
a une définition des caractéristiques locales qui n'est pas adaptée a
1'étude des convergences. Il serait plus judicieux ici (mais moins habi-
tuel) de modifier la définition (2.2) du processus i, donc la seconde
caractéristique B, aimsi: on choisirait une fonction f continue telle
que f(x)=x si |x)21, £(x)=0 si |xl=1/2, et |f(x)Il<ix|, et
on poserait it = Zsst f(AXS) . Il n'y aurait Lalors plus lieu de considé-

rer l'hypothése (5.1).m

Terminons ces préliminaires par une derniére remarque: dans ce qui
suit nous énongons des résultats de convergence en loi, qui s'appuient
sur le théoréme (2.17), donc sur [3]. Mais rappelons que dans cet arti-
cle, seuls la convergence fini-dimensionnelle au sens du théoréme (2.14)

est montrée.
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$a - Exemples ou XCD est quasi-continu & gauche. Dans tout ce qui suit

nous nous plagons dans les conditions du }2, dont nous utilisons les
notations. Commengons par un résultat simple.

(5.3) THEOREME: Supposons que chague ™ soit croissant, que Xw soit
quasi-continu a gauche, et qu'on ait (2.10). Les mesures aléatoires sui-

vantes sur ]R+ sont finies et positives:

n, .y n
Ut(dx) = (B't - XIilx\s’l}

et si: teD — U} —X,et

w:) £o(dx) + (x A1)ev™([0,t]xdx)
UCO

n .
£ les processus X convergent en loi

vers X% .
Ce résultat est un cas particulier du théoréme suivant:

c

(5.4) THEOREME: Supposoms que X%~ x™ soit 4 variation finie pour

chaque neXN et qu'on ait (2.10). Les mesures aléatoires suivantes sur

]R+ sont finies (mais pas nécessairement positives):

n n n n
Viax) = (By = XIy o q ) £o0dx) + (xALV(1))eVF ([0, t1xax)
et si on a
(1) teD > cof Z5c?, v’t‘_—:f_’_“;t_>v?;
P4

(1i) il existe des processus H" tels que: t €D —— H: __>Hi°,
Iy C (1x | AL)*V0

que H® soit déterministe, et que Hn-V(Bn-xI{IX,<1}*
s80it croissant;
(111) H®

n ®
alors les processus X convergent en loi vers X .

est continu,

Remarquons que (iii) entraine que v“’({t}x R) =0, donc X® est

n_yn,c

entraine de maniére classique que (|xl/\ ’].)*V:<CD p.s. pour tout t<w,

quasi-continu a gauche, Le fait que X soit a variation finie

donc la mesure V?

bien défini, et comtinu d'aprés (2.6).

est finie, et le processus Bn-XI{]x]/J_}*Vn est

si X est croissant, on a Cn=o, "=Vt et Bn-xI“xls,U*Vn
est croissant. Donc les hypothéses de (5.3) entrainent (i), (ii)

avec H"=U%(1), et (iii) car H® =U®(1) est continu si X% est
quasi-continu a gauche.

Démonstration. On a xz/\ls IxIA1, et le processus

V(B® - xI vl & (1l AL) %™ - v(BD)
{

|x]s’l$*
est croissant. Donc l'hypothése (2.16) est satisfaite avec GR=2HR +CR,
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Soit- A=14{b>0: YvP(IR x{-b,b}) =0}, qui est une partie dense de R, .
Si beA, (i) implique que

n n Z (¢}
x>t = e Tixs by " Tixe -0y 77 Ve Qiy b3 ixe -b3)
= I XVCD
fixi>b}” t

©_.0 1l est facile d'en déduire qu'on a

et comme limb']m I{|x|>b}*vt

(2.11).

A x
e " -1 .

Soit bel, YeR, f(x)=777 =D Yijxj<by 5L X#O et £(0) = M.
cette fonction f est bornée et continue sauf en b et en -b. Un
calcul simple momntre que

2
n A n n
tandis que si by 1l et si c=sup f(x) , le processus

22 c? o+ V(B™ - xI
2 “t = Xlxigad

est croissant. Donc A2C%/2 + (X |+ c)H® - V[An(’A,b)] est croissant.
D'aprés (4.24,i) et les hypothéses (i), (ii) et (iii), on en déduit que
20,00, _L?(A“’(a,b))t si teD, bel, b»1,2cR. On a donc
(2.13), d'ou le résultat. w

™+ e ()AL - vAT(3,0) ]

(5.5) THEOREME: Supposons qu'on ait (2.10) et (5.1) et que X° soit

quasi-continu 4 gauche. Les mesures aléatoires suivantes sur R sont

finies et positives:

Wiax) = P e (a0 + (XPALWV(L0,t]xax) ,
et si :
(1) teD > BY Z;B‘:’, w‘t‘_Z_’ét_,w?;
(i1) 11 existe des processus H" tels que H" - V(B") soiemt crois-

sants et que: t€D —> thl = H?; et que H® soit déterministe;

(1i1) HP est continu,
alors les processus X" convergent en loi vers x® .

Démonstration. L'hypothése (2.16) est satisfaite avec G" = H™ +W'(1)

(noter que le processus: t Avs> W:(‘l) est croissant fini). On définit

A comme dans la preuve de (5.4) et on montre comme dans cette preuve
que 1l'hypothése (2.11) est satisfaite. (5.1) signifie que 1€/ . Soit
bc/A et 2%¢R; on considére la fonction f(x) = (eax-’l-)xlﬂxls,l})'

I /(xa 1) pour X A0 et f(x) =’/\2/2. Cette fonction est bornée
flx1< b}

par une constante ¢ et est continue sauf en {-1,1,-b,b} . On a
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n

A", = By

+ We(1)
et le processus
V(B") + cw'@a) - V[A"(3,b)3]

est croissant. D'aprés (4.24,1), les hypothéses (i), (ii), (iii), et la

quasi-continuité a gauche de x®

(qui implique la continuité de:
t A wg’(l) ) entrainent que ‘E(An('),b))t —g—,f(n“’(m,b))t si teD,

beNA,bz1, D"eR. On a donc (2.13), d'ou le résultat.s

Terminons ce paragraphe par quelques commentaires sur ces divers
théorémes., Le théoréme (5.4) implique que la partie martingale continue
X" € convergent en loi vers x®»¢ , tandis que pour les processus
" -x™C 43 peut y avoir des '"transferts" entre la partie "purement

discontinue"” et la partie "continue": cela couvre le cas ou, par exem-
ple, les processus croissants X" purement discontinus convergent vers

une processus croissant X® continu (donc déterministe sous (2.10)).

Au contraire dans le théoréme (5.5) il y a convergence de B® vers
Ba’, mais il peut y avoir des transferts de la partie "purement discon-
tinue" vers la partie martingale continue: cela couvre le cas bien con-
nu ou une suite de processus de Poisson converge vers un mouvement
brownien.

Mais bien-sfir ces deux théorémes n'épuisent pas les possibilités: on
peut avoir des transferts simultanés entre x™ ¢ , B® , et la partie
"martingale purement discontinue'. Par contre, le théoréme (5.5) couvre
le cas ol, séparément, c® (resp. B" , resp. Vn) converge vers c®
(resp. Ba), resp. y® ): nous laissons le lecteur écrire lui-méme ce

cas particulier.

Disons encore un mot de 1l'hypothése (5.5,1i), qui peut sembler arbi-
trairement compliquée. On pourrait la remplacer par: teDd —_—
V(Bn)t—££ﬁ>V(Bw)t, mais on ne couvrirait pas le cas élémentaire ou
les X0 sont déterministes continus (donc C"=0 , vioo , B" = Xn), con-
¥ergent vers x®=0 , mais admettent une variation constante (en n) et

non nulle. La méme remarque s'applique & l'hypothese (5.4,ii).

§b - Exemples oy x® n'est pas quasi-continu a gauche. Commengons par

généraliser le théoréme (5.3).

(5.6) THEOREME: Supposons que chaque X° soit croissant et qu'on ait
(2.10). Si, avec les notations de (5.3), on a
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<,ét ®

(1) ted —s Uy Uy s
(i1) pour toute fonction continue f telle gque £/(xA71) soit bormée,
2
om a: teD =25<t[\7n({s§,f)]2 ;:.Z_> Zsct[\?m({s},f)] y
- st st o
alors les processus X convergent en loi vers X .

Démonstration. La seule chose & montrer est 1'hypothése (2.13). Soit

toujours A 1'ensemble %gtroduit dans la preuve de (5.4). Soit be A,
bz1l, YeR et :t‘(x):-e-;{—-/{—‘l
tion f est bornée et continue sauf en b et -b, et il est facile

I(lx(sb} si x£0 et f£(0)=7. Cette fonc-

d'en déduire que la convergence dans (ii) est aussi valable pour f(x)xAJ..
On a An(’,\,b)t = U:(f) , donc d'aprés les hypothéses faites

la suite de processus (An(%,b))néjﬁ vérifie les conditions de (4.24,ii).

On a donc (2.13), d'ou le résultat.®

(5.7) REMARQUE: On retrouve les résultats de Kabanov, Liptzer et Shi-
riayev [4] comme cas particulier de ce théoréme: soit en effet X" =N"
des processus ponctuels de compensateurs A", I1 vient ¢®=o0 , Bn:=An,
v™(dt,dx) = daf €£,(dx) , de sorte que Ug (dx) = Ay £,(dx) . Il est facile
de voir que les hypothéses de (5.6) se réduisent & (1.1) et (1.2) (et
dans le cas ou A% est continu, celles de (5.3) se réduisent a (1.1)).

(5.8) THEOREME: Supposons gque x® - x™° so0it & variation finie pour
chague nelN et qu'on ait (2.10). Si on a (5.4,1), (5.4,ii) et
(11i') pour toute fonction f continue telle gue f/(xA1) soit

bornée, on a N
- 3o s nE ——> T v (ls},0)°

(5.9) ted —={ Z__ v e},0% —X 5 5 v®(s1,0)’
s _ Vs, et o5 _®usy,nh,

s<t s<t

alors les processus x® convergent en loi vers Xa).

Démonstration. Il suffit de reprendre mot pour mot la preuve de (5.4),
en remarquant que si g(x) = (elx-l)Inth,’ on a

A"(p), = VR({t),8)

et que (5.9) est valable pour la fonction g si b €A. En utilisant
(4.24,1i1) au lieu de (4.24,1), onm obtient le résultat. ®m

Enfin, on généralise de la mé&me maniére le théoréme (5.5):

(5.10) THEOREME: Supposons qu'om ait (2.10) et (5.1). Si om a (5.5,1),




248

(5.5,11), et

(1iii') pour toute fonction f continue telle gue f/(xaAfL) s0it
bornée, on a (5.9),

alors les processus X® convergent en loi vers X% .
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